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Introduction générale

Au cours des dernicres années, la modélisation statistique s’est peu a peu imposée dans tous
les domaines relevant du traitement et la diffusion de I’information (traitement du signal,
théorie de I’information, reconnaissance de formes, fouille de données, etc.). Dans ces
différents contextes, les modeles de Markov cachés (plus souvent désignés par HMM pour
« Hidden Markov Models ») constituent une classe de modeles a I’origine de I'une des plus
grandes avancées. Le principe central de cette famille de modeles et de supposer 1’existence
d’un état caché évoluant suivant une dynamique markovienne, les observations étant des
fonctions (déterministes ou aléatoires) de cet état caché. Les modeles (HMM) sont tres
flexibles du fait de I’introduction de variables non observées qui permettent de modéliser des
structures de dépendances temporelles complexes.

Ce type de modeles s’adapte particulicrement au filtrage statistique qui consiste a estimer
I’état d’un systéme dynamique, c'est-a-dire évoluant au cours du temps, a partir d'observations
partielles, généralement bruitées.

Supposons que l’on dispose d’une suite Y =(1,...,Y,) d’observations, obtenues

éventuellement apres traitement préalable du signal bruité recueilli au niveau des capteurs.
Chaque observation Y, est reli¢e a I’état inconnu X, par une relation du type ¥, = F(X,,V,),

ou V est un «bruit» qui modélise I’erreur d’observation, et F une fonction a priori
quelconque. Le filtrage consiste a restituer les états X =(X,,..., X, ) a partir des mesures

observées. Il est a noter que les états peuvent étre des vecteurs de dimension qui peut étre
faible ou treés grande. Lorsque I’on propose une méthode comme le filtrage, le filtre qui
fournit une estimation de I’état a chaque instant a partir des mesures récoltées, doit pouvoir
étre implémenté dans un ordinateur, le temps de son exécution doit étre raisonnable (voir un
temps réel pour un grand nombre d’applications), avec une mémoire requise limitée. Les
filtres récursifs sont alors préférés ; en effet, pour ces filtres, le calcul de I’estimée a I’instant
courant ne dépend que de I’observation courante et de 1’estimée a 1’instant précédent.

Pour des systémes dynamiques linéaires le filtre de Kalman a été développé dans les années
60 et 70; cependant, I’intérét de cet outil pour la communauté statistique n’a été pergu que
plus récemment (voir [11] [12][13]).

Dans les cas non linéaires on peut utiliser des extensions du filtre de Kalman, comme c’est le
cas des deux algorithmes (E K F) et (U K F). Le premier linéarise le modele dynamique
autour d’une solution approchée et le second correspond a une interpolation autour de ce
qu’on appelle les sigmas points. Lorsque le systéme est fortement non linéaire les différents
algorithmes basés sur le filtre de Kalman peuvent diverger. Une autre difficulté s’ajoute lors
de la propagation des densités conditionnelles c’est le calcul d’intégrales complexes
multidimensionnelles. Pour faire face des méthodes dites de maillage ont été¢ développées,
mais lorsque la dimension de 1’état est grande (supérieur a 3) ces méthodes sont cotiteuses en
temps.

Autour des années 90, les méthodes de Monte Carlo ont été¢ proposées pour répondre a ces
différents problemes se posant dans les cas non linéaires. Ces méthodes sont fondées sur la loi
des grands nombres, et ont des performances assez satisfaisantes au niveau du temps de
calcul ; par ailleurs, elles sont peu sensibles a la dimension de I’état.

Les méthodes particulaires sont une version séquentielle des méthodes de Monte Carlo et sont
bien adaptées aux problématiques de filtrage. Elles ont ét¢ introduites par Del Moral, Rigal,
Salut, Gordan, Salmond et Smith. Elles proposent de représenter la loi conditionnelle de 1’état



par un nombre fini de masses de Dirac pondérées. Les masses sont sur les points aléatoires
obtenus par simulation des « particules », d’ou le nom du « filtrage particulaire ». Ces
particules évoluent suivant 1’équation d’état du systéme (étape prédiction) et les poids sont
ajustés en fonction des observations (étape correction).

Le filtre particulaire ainsi décrit pose cependant des problémes car les poids des particules (les
pondérations des masses de Dirac) tendent vers des valeurs tres faibles, voir nulles. Aprés
avoir lancé I’algorithme au bout d'un certain nombre d'itérations on observe une
« dégénérescence des poids », ce qui fausse naturellement la représentation de la densité
conditionnelle. Pour faire face a ce phénoméne on introduit une étape dite de «ré-
¢chantillonnage », qui permet de dupliquer les particules de poids fort et éliminer ceux des
poids les plus faibles. Dans la littérature on trouvera de nombreuses versions de filtres
particulaires qui ont été proposées dans ce cadre; citons par exemple (SIR: Sampling
Importance Resampling Filter) proposé par Gordon [14]. Malgré ces différentes retouches
astucieuses on observe malgré tout dans plusieurs cas la divergence du filtre particulaire. Une
des raisons est que 1I’approximation Monte Carlo qu’on effectue est en cascade, que se soit
pour 1’évaluation des intégrales ou dans 1’étape de ré-échantillonnage. Pour répondre a ces
problémes il a été proposé un nouveau filtre appelé filtre de Kalman particulaire a noyaux
(Kalman Particular Kernel Filter). Cette méthode consiste a approcher la densité
conditionnelle par un mélange de gaussiennes au lieu d’une somme de Dirac. Ce type de filtre
nécessite moins de particules et peut présenter moins de dégénérescence.

Dans toutes les approches que l'on vient de passer en revue on considére le modele classique
ou le processus X = (X,,..., X, ) est de Markov et les variables Y ,,....Y ,, sont indépendantes

conditionnellement a X . De plus, pour tout # =1,...., N, p( yt|x) = p( y,|x,). On a donc

po) =TT rwlx) (1)

Il s’avére que dans de nombreux cas (1) représente une simplification relativement brutale de
la réalité physique, ce qui peut étre préjudiciable dans 'estimation de X . Afin d'y remédier,
des mode¢les plus généraux, dits « chaines de Markov couples » (CM Couple) ont été proposés
et leur intérét pratique, par rapport aux chaines de Markov cachées (CM Cachées) classiques,
s'est avéré non négligeable en segmentation d'images [49]. Dans une CM Couple on suppose

directement la markovianité du couple Z = (X,Y), ce qui implique que (Y |X ) et (X |Y )

sont de Markov. Cependant, bien que X ne soit pas nécessairement de Markov (on trouvera
dans [49] des CNS pour que X soit markovien), on peut néanmoins utiliser les CM Couples
pour faire du filtrage du type Kalman ou du particulaire malgré que les bruits ne soient plus
nécessairement indépendants. Comme on vient de le voir les CM Couples généralisent les CM
Cachées, dans ce méme sens on pourra généraliser les CM Couples avec des chaines de
Markov triplets (CMT) ou ni X, ni méme Z =(X,Y), ne sont pas nécessairement de

Markov. Malgré la présence de ce troisiéme processus, qu'on appellera « intermédiaire », il
peut tout de méme étre encore possible de développer des outils pour faire du filtrage du type
Kalman ou du particulaire.

Le premier objectif des travaux dans le cadre de cette theése est de proposer des méthodes de
filtrage originales en utilisant les modeles classiques. Nous proposons deux nouvelles
méthodes d’approximation dans le cas des systemes linéaires gaussiens a sauts Markoviens.
La premicre est fondée sur I'utilisation des chaines de Markov cachées par du bruit & mémoire
longue, récemment proposées dans [40][47]. On obtient une méthode « partiellement non



supervisée » dans laquelle certains paramétres, comme la matrice des transitions dans le
processus markovien des sauts, peut étre estimés. En comparant son efficacité avec celle des
méthodes classiques (Kalman, particulaire), les résultats obtenus avec la nouvelle méthode
sont comparables et trés satisfaisant en temps de calcul. La deuxieme exploite I’idée de ne
garder que les trajectoires les plus probables ; la encore, on obtient une méthode trés rapide
donnant des résultats intéressants.

Enfin, nous proposons deux familles de modeles a sauts originaux. La premicre, ou
Z =(X,Y) est une CM Couple conditionnellement aux sauts, est trés générale, et nous

proposons une extension du filtrage particulaire a cette famille. La deuxi¢me, ou le couple
(sauts, observations) est markovien, est un cas particulier de la premiére avec la propriété
intéressante selon laquelle le filtrage optimal exact est possible avec une complexité linéaire
en temps. L’utilisation de la deuxiéme famille en tant qu’approximation de la premicre est
alors testée et les premiers résultats semblent trés encourageants.

L’organisation de la these est la suivante.

Le premier chapitre est consacré aux chaines de Markov a espace d’état fini, particulierement
le cas des chalnes a deux états sera étudié en détails. On donnera des exemples d’algorithmes
permettant de simuler des variables aléatoires a support fini et ensuite la simulation des
trajectoires de chaine de Markov pour d’éventuelles applications respectivement en
dimension un, deux et trois.

Dans le deuxiéme chapitre on s’intéresse au modele de chaines de Markov cachées. On y
rappelle les modeles classiques ou le processus observé conditionnellement au processus
caché est sans mémoire (les variables sont indépendantes conditionnellement a 1’état caché)
ainsi que les modeles récents ou ce processus est a mémoire longue. Nous rapellons deux
algorithmes d’inférence bayésienne le MPM et le MAP et deux algorithmes d’estimation de
paramétres EM et ECI. Notre contribution ici concerne 1’estimation « adaptative », qui
permettra de mettre en place des filtrages « partiellement » non supervisés dans le chapitre 5.

Le troisieme chapitre est consacré aux rappels de la problématique classique du filtrage
optimal. Nous y traitons des systémes linéaires gaussiens, des systémes linéaires non
gaussiens, des systémes gaussiens non linéaires, ainsi que des différents filtrages optimaux ou
sous-optimaux associés (filtre de Kalman, filtre particulaire, ...).

Dans le quatrieme chapitre nous proposons deux approximations du filtre optimal dans les
systemes classiques, qui constituent des contributions originales.

Dans le cinquieme et dernier chapitre on propose deux contributions originales. D’abord, on
étend le modele classique du chapitre 4 & un modele trés général et une extension du filtrage
particulaire a ce nouveau modele. Ensuite, on étudie un cas particulier de cette extension dans
laquelle le filtrage optimal exact est possible avec une complexité linéaire en temps.






Chapitre 1

Chaines de Markov a espace d'états fini

Ce premier chapitre est consacré aux modélisations markoviennes les plus simples, que sont
les chaines a espace d’état fini. Dans le cadre de cette thése ces modeles seront utilisés dans
les chapitres 2, 4 et 5, ou ils modéliseront la présence des sauts dans certains modeles de
Markov triplets. Par ailleurs, ils sont utiles pour comprendre les algorithmes de simulations
que nous utiliserons dans ce travail. Nous présentons quelques développements de base de ces
modeles, la plupart sans démonstrations. Ces différents développements ne sont pas tous
indispensables pour la suite de la thése, mais peuvent étre utiles pour mieux comprendre
certains comportements des algorithmes présentés dans un cadre plus complexe, celui des
modeles de Markov triplets. Nous mettons un accent particulier sur les chalnes a deux états,
qui seront beaucoup utilisés dans les différentes expérimentations.

Historiquement, c'est Andrei Markov qui a publié les premiers résultats sur les chaines de
Markov a espace d'état fini en 1906 et 30 ans aprés, une généralisation aux espaces d'états
infinis dénombrables a été publiée par Kolmogorov. Cette famille de processus, malgré sa
simplicité, s'est avérée tres efficace pour modéliser et étudier des phénomenes aléatoires tres
variés, d'ou son utilisation dans de nombreuses applications. Citons la génétique, finance,
¢conomie, informatique, météorologie, traitement de la parole, traitement d'image, ....

1.1 Introduction

Soit N I’ensemble des nombres naturels et X =(X,),., une suite de variables aléatoires a

valeurs dans un ensemble fini Q = {/11, Ayyes /1K}, appelé « espace d'état », dont les ¢léments

seront appelés « classes ». Pour # € X donné, on peut représenter 1'évolution de la chaine X
en fonction du temps avec un arbre déterministe de toutes les réalisations possibles, en

t _ t+1 :
Xy = (X0, %50, X,) €Q } La construction

considérant les espaces produits A, = {x(’)

naturelle de cet arbre consiste a tracer pas a pas, depuis un nceud originel, tous les chemins
conduisant aux résultats envisageables. Le chemin x, = (x,,x,,...,x,) €A, correspond ainsi a
une branche, allant du nceud initial a I'un des nceuds a la hauteur '¢'. Par ailleurs, on affecte a

chacun des chemins élémentaires (x, — x_,,) la probabilité de réalisation. Comme on va le
voir par la suite dans le cas d'une chaine de Markov la probabilité de passage a un nceud x

s+1 2

conditionnelle au chemin parcouru, dépend uniquement du nceud d'avant x, .



Définition 1.1

On dira que la suite de variables aléatoires (.X,),., est une chaine de Markov a valeurs dans

Q={A,A,.... A} siet seulement si pour tout 7 € N et pour tout (x,,x,...,X,,X,,,) € Q" 0

P(X,,, | X, =x, X, =x_,.... X, =x)=P(X, =x,| X, =x) (L)

t+1

Afin de simplifier, s’il n’y a pas d’ambigiiité les différentes lois associées a la chaine (X,),
comme P(X, =x,,X,=x, ...,X,=x,), P(X,,
x,)

t+l| X, =x).. seront parfois

notées p(x,,x,, ..., X,), p(x,,

Définition 1.2

Une matrice stochastique est une matrice carrée dont chaque élément est un réel compris entre
0 et 1 et dont la somme des ¢léments de chaque ligne vaut 1.

La loi d’une chaine de Markov est donc définie par la loi de X, et une suite des matrices

stochastiques donnant les lois P(X,,, |X =x,). En effet, soit une famille de matrices

t+1

stochastiques Q, = (0,(4,, j))(l Ptk Si 7z, estlaloi de X, et si on interpréte les entrées

de chaque ligne comme les probabilités de passage de I'état A, vers 1'un des états possibles
A, €Q alinstant '¢': O,(4,4,) =P(X,,, = /1j| X,=4),ona

P(X05 Xp5ees X7 ) = 705(X0) X Oy (X0, X)) X Oy (X, X,) X . X O (X, X7 ) (1.2)

Cette formule découle directement de la formule des probabilités composées et de la propriété
de Markov.

Exemple 1.1

L’arbre des trajectoires d’une chaine de Markov a deux états et a horizon fixe 7' est présenté
a la Figure 1.1.
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Figure 1.1 Représentation de 1’arbre des trajectoires d’une chaine de Markov pour K =2 et
T=3.
1.2 Chaines de Markov homogénes

Définition 1.3

Une chaine de Markov (X)), est dite homogeéne (dans le temps) si VieXN,
P(X

=x,,,| X, = x,) ne dépend pas de ¢.

t+1 t+1

Ainsi la loi d’une chaine de Markov homogéne est donnée par une probabilité 7, et une seule

matrice stochastique O =(g, ;) K)o dite « matrice de transitions » ou « matrice de

Markovy.

Il est souvent pratique d’associer a une matrice de transition un graphe orienté, ou les
sommets sont les ¢états de la chaine et l'orientation est donnée par les

probabilités (g; ;) ohell K Deux sommets 4, 4, sont alors reliés par une fléche allant de 4,

vers A, si et seulement si la probabilité de transition ¢, ; de 4, vers 4, est non nulle.



Exemple 1.2
Soient K =2, Q={1,4,}et Q0= traa
’ v b 1-b)

Le graphe orienté inter-états correspondant est le suivant:

— \
(1 _——\
g1 =(1-a) A (1)

g22=1-2]
~__ \ A

/

Figure 1.2 Exemple de graphe orienté associé a une chaine a deux états.

L
gra=d

Considérons une chaine de Markov homogéne avec une matrice de transitions Q. Pour tout

neNX on note QW= (q(’”)(”)E la  matrice de transitions  définie
par qf”)—P(X =/1j|X,=li), et on note Q" la niéme puissance de 0. On a alors

I’important résultat suivant, appelé théoréme de « Chapman-Kolmogorov » :

t+n

Théoréme 1.1

La matrice de transition Q d'une chaine de Markov homogeéne vérifie:
V(n,m)yeX Q" =0" x0™ (1.3)
VneN o"=0". (1.4)

La démonstration de (1.3) découle de la propriété des probabilités totales, et celle de (1.4) est
fondée sur (1.3), elle peut étre utilisée pour faire un raisonnement par récurrence.

Le lemme et la proposition qui suivent donnent un moyen pratique pour simuler une chaine de
Markov.

Lemme 1.1

Soit U =(U,),., une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi a valeurs dans
un espace mesurable A. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans Q et de loi 7,

indépendante de la suite U . Soit f une fonction mesurable définie sur Qx A a valeur
dans Q.

10



Alors la suite de variables aléatoires X =(X,),, définie pour tout ¢e¥ par
XH—I = f(Xt’U
matrice de transition

) est une chaine de Markov homogéne de distribution initiale 7, et de

t+1

0={P(f(4.U)= lf))(i,j)e{l """ K (qi,j)(l-’j)e{l """ K- (1.5)

La preuve de ce lemme est immédiate, pour X, =x, la variable X, = f(x,,U,,,) dépend
de U

t+1°
U,,..,U, ;) sont indépendantes, X, K = f(x,U,,) et (X,,..,X,,) le sont également

(conditionnellement a X, = x, ), d’ou la markovianité.

et le vecteur (X,,...,X,,) dépend du vecteur (U,,...,U, ). Sachant que U, , et

Les transitions ¢, , =P(X,,, = /”t/.| X, = A,)ne dépendent pas de 't' donc la chaine X est bien
une chaine de Markov homogéne de distribution initiale 7, et de matrice de
transitions Q = (qi,j)(i’j)e{l 5555 K
On a également la réciproque, que nous donnons dans la forme suivante :

Proposition 1.1

Soit X =(X,),.. est une chaine de Markov homogéne a valeurs dans Q, de matrice de

transitions Q = (g, ;) , . Il existe une suite de variables aléatoires (1.i.d) U =(U,),.. a

(i,j)ell,...K }

valeurs dans [0,1] et une fonction f mesurable définie sur Qx[0,1] a valeurs dans Q,
indépendante de X, et telle que X ,,, = f(X,.U,,)).

Remarque 1.1

Si on se donne une matrice de transition O, on construit une fonction f de mise a jour
associée, on simule une suite U =(U,), de variables aléatoires (i.i.d) suivant une loi
réguliere donnée et on simule X, selon la distribution initiale 7, alors la simulation de la
chaine de Markov X =(X,),, se fait pas a pas suivant la relation
récurrente X, , = f(X,,U,,,). Nous donnerons la constriction d’une telle fonction f dans la
section 6.

Il est possible de calculer des espérances ou des lois conditionnelles pour une chaine de
Markov homogene en fonction des puissances de sa matrice de transition. Nous avons le
résultat suivant :

Proposition 1.2

Soit X =(X,),.. une chaine de Markov homogéne de matrice de transition Q. On note 7, la
loi de X, et on considére f une fonction bornée définie sur Q a valeur dans‘R. On a pour
tout reN":

11



1 7,=7,0";
2 ELF(X)| X1=(0 )X, ;
3 E[f(X) X X, 1= (0 fXX,) 5

4 ELf(X))=<7.f>=<(z,0).f >=<7,.(0'f)>.
Preuve:

e Le point 1 découle de la régle des causes totales ; on a :

VieN, Vje{l..K},
K K K

771(1) = ZP(XH =4, X, = j'j): ZP(X, :ﬂ“j| X =A4)xP(X, =4)= Z”g xdq;;
i=1 i=1 i=1

Sous forme matricielle on peut donc écrire 7z, =7, , Q. Par itération de cette égalité on a:

VieN, 7, =m,0".

e Le point 2 découle de la définition de l'espérance conditionnelle et de 1'équation de
(Chapman-Kolmogorov), on a:

VteN, Vie{l...K}, B[f(X,)| X,=4]= iP(X, =4 X, =) f(4))

D'autre part Vi e X, V(i,j) e {1,...,K}2
P(X, = ﬂ’j| Xo=4)= (Qt)z/ = qt‘(,t/)'

doncVieN, Vie{l,.,K}
EL/(X)| X, =41= 24 < f(4) =07 )" = (0'1k4)

d'ou le résultat.

e Le point 3 peut étre déduit du résultat précédent, combiné avec la propriété de Markov. En
effet, Ve N, V(i,/) e{l,..K}, et Vo > ={@_,,..0,}c Q™" on a:

Xo=4y Xi7 =)< f(4)

K
E[f(X)| X, =4, X =ay]= ) P(X, = 4,
j=1

12



Or:
P(X, = 4| X, =4, X7 =0y ) =P(X, = 4| X, = 4)=q,,,

donc:

E[f(X)

X, = lnXé_z = a)(t)_z] = th‘,_/ Xf(ﬂ/) = (Q f)l = (Q f)(ﬂ”i)a

d'ou le résultat.

e Le dernier point 4 se démontre a partir des points précédents, on a:
K
VieN, E[f(X)]= Y P(X, =) x f(4) =<7, f >
Jj=1

Du point 1 on déduit directement que pour tout 1 e N:E[ f(X,)] =< (7[0 Q’), f>;
on a alors pour tout 7 € N

E[f(X)]= ZK:ﬂf” xf(4;)= i(iﬂé%ﬁ’}} x f(4;)

K

- iﬁé’” iqﬁ’} xf2) |= > 20 ) =< z.0'f)>

i=1

Remarque 1.2

Notons le résultat suivant, trés utile en pratique, qui découle du premier point :

Vs, eN, 7, =7, x Q" =(m,x0")x Q" =7, x Q'

1.3 Chaines de Markov irréductibles

L'irréductibilité est une notion qui nous permet de s'assurer que tous les états possibles
peuvent étre atteints par la chaine. Pour traduire cette notion on parle également des états qui
« communiquent », sachant que deux états communiquent si la probabilité d'aller de I'un a
l'autre est strictement positive. On dira qu'une chaine de Markov est irréductible si tous les
états possibles communiquent entre eux. Pour chercher les états qui communiquent il est
souvent plus commode de travailler sur le graphe de la chaine plutoét que sur la matrice de
transitions. Une chaine de Markov est alors irréductible si et seulement si il existe un chemin
fermé dans le graphe passant au moins une fois par tous les états de la chaine. Un tel graphe
est dit « fortement connexe ». Ainsi un graphe (ou un sous-graphe) est fortement connexe si
tous ses sommets communiquent entre eux.

On peut décomposer alors un graphe quelconque des états d'une chaine de Markov en une
partition de sous-graphes, qui contient deux types qui sont fortement connexes :
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1. Ceux qui ne communiquent pas avec I’extérieur : aucun chemin du sous-graphe ne permet
d'atteindre un sommet externe a ce dernier. Ce sont des classes dites fermées, on les
appelle aussi "classes finales".

2. Ceux qui communiquent avec I’extérieur : a partir desquelles on peut atteindre au moins
un sommet externe.

Définition 1.4

Soit (X,),.. une chaine de Markov homogéne & valeurs dans Q={ 14, 4,,..., 4, }.

(i) Un état A, € Q est dit «accessible », «atteignable », a partir de I'état 4, €Q si et
seulement si il existe n e N tel que P(X, = /”t]| X,=4)>0;

(ii) On dit que les etats 4, et 4, communiquent, et on note 4, <> 4,, si et seulement si 4, est

accessible a partir de 4; (onnote 4, > 4,) et 4, est accessible a partirde 4, (4, > 4,);

(iii) Les classes d'équivalence correspondantes a la relation 4, <> 4, sont dites « classes

d'états communicants ».

En introduisant dans !’ensemble des classes d'états communicants la relation d’ordre
suivante : C, <C, s’il existe 4, € C et 4, €C, tels que 4 — 4,, on peut montrer qu’avec la

probabilité égale a un la chaine finit, aprés un temps fini, dans une des classes terminales pour
cette relation d’ordre partiel.

En pratique, nous aurons a faire aux chaines « irréductibles », ou tous les états communiquent.
Nous avons la définition suivante

Définition 1.5

Une chaine de Markov dont tous les éléments de l'espace d'état communiquent est dite
« irréductible ».

Notons qu’une définition équivalente consiste a dire que I’espace Q est réduit a une seule
classe d'états communicants. On peut affirmer que la notion d’irréductibilit¢ dépend
uniquement des probabilités de transition et non de la loi initiale.

1.4 Stationnarité et comportement asymptotique

Comme précisé précédemment on s'intéresse exclusivement aux chaines de Markov
homogenes a espace d'états fini. Dans ce paragraphe on va étudier la stationnarité de ces
chalnes ainsi que leur « comportement asymptotique »: le but est de décrire la loi de X,

lorsque ¢ — + 0.
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1.4.1 Stationnarité stricte

Une chaine aléatoire X = (.X,),., a valeurs dans un ensemble fini Q = {/L, Aysens /’LK} est dite
« stationnaire d’ordre n+1 » si

V(Xgs X, senX, ) € Q" V (L), 1,nt,) eN" et VseN ona
P(X, ., =x0, X, =X X, =%,)=P(X, =x,,X, =x,,..X, =x,)

La loi conjointe du vecteur aléatoire (X
vecteur (X, , X, ..., X, ).

s Xias o X, o) est ainsi la méme que celle du

Une chaine est stationnaire au sens strict (ou fortement stationnaire) si V neN elle est
stationnaire a ’ordre n+1.

On note qu’une chaine de Markov stationnaire d’ordre 2 est fortement stationnaire.
1.4.2 Distribution stationnaire et mesure invariante

Soit un espace d'état fini Q={4,1,,...., 4.} ; une loi de probabilité sur Q sera considéré

M

comme étant un vecteur ligne 7 = (7",...,7%?) composé des probabilités des différents états

possibles.

Définition 1.6

Soit (X,), une chaine de Markov homogéne a valeurs dans Q ={ 1, 4,,..., A, }, de matrice

des transitions Q. Une probabilit¢ 7 =(z",..,7%) est invariante par Q (ou est une
« distribution ~ stationnaire » de Q) si et seulement si elle vérifie 1'équation
matricielle 7Q =r.

Le vecteur ligne 7 est donc un vecteur propre a gauche pour la valeur propre 1.
On vérifie aisément la propriété suivante :

Proposition 1.4

Une chaine de Markov homogeéne de matrice de transition Q est fortement stationnaire si et
seulement si la loi X, est invariante par Q.

Nous avons alors le résultat important suivant :
Théoréme 1.2

Une chaine de Markov homogene irréductible admet une probabilité invariante.
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Précisons la notion de réversibilité. Soit 7 une probabilité invariante par Q = (g, ) (kDea? -

Pour tout & € { L..., K}, ona:

K
= Z T Gy
k=1

La matrice Q =(4q;.,) =(P(X, = ik| X, . :l,))(k hear ©St alors €galement une matrice

(k,HeQ?

stochastique. En effet, VieN, et V (k,[) e {1, v K }2 nous avons,

q, P Xt =4 ’Xt+ =A
ql,k:P(Xz:ﬂ'k|Xt+l :2“1): ( k 1 l):
1:)()(Hl =ﬂ'[)
= P =ﬂ[|Xt =AIP(X, = 4) — P(X, =4) q :&q )
P(X., =4) P(X,, =4) k.t 7, kel

K
On a bien Zq,’ . =1,donc QO estune matrice de Markov.
k=1

La matrice Q s'interpréte comme la matrice de transition de la chalne X aprés
« retournement du temps ».

Définition 1.7

On dit qu'une chaine de Markov homogéne de matrice de transition O = (g, ) est

(k,)eQ? >

réversible par rapport a la probabilité 7 si V (k,]) € {1, ey K}z T Qs =70, 4 -

Remarque 1.3

I1 découle directement de la dernic¢re définition que si une chaine de Markov est réversible par
rapport a une probabilité 7, alors cette probabilité est invariante.

1.4.3 Théoréme ergodique pour chaines irréductible finies

Soit  (X,),. une chaine de Markov homogene et irréductible, a valeurs

dans Q={A,4,.., A }. On dit qu'elle est de période d € X* si, en partant d’'un 1 €Q, les

seules possibilités de retour & A4 sont aux instants multiples de d. On montre que d ne
dépend pas de A (plus généralement, lorsqu’il y a plusieurs classes d’équivalence d'états
communicants, on montre que chaque classe admet une période qui est la méme pour tous ses
¢léments).

Lorsque d =1 la chaine est dite « apériodique ».

Sachant que X, =4 € ; on notera 7, la variable aléatoire « temps du premier retour a 4 »
donnée par :
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,=Inf{t=1/X =2}
L’espérance E [Tﬂ | X,=4 ] donne le temps moyen du premier retour a A .

On notera N, la variable aléatoire « nombre de visite en A » donnée par :

Définition 1.8
Soit (X,),.. une chaine de Markov homogéne a valeurs dans Q fini.
(i) L’état 4 €Q estdit « absorbant » si et seulement si la probabilité de le quitter est nulle ;

i) Un état 1 € Q est dit « transitoire » si et seulement si P [rl < +oo| X, =4 ]< 1;

(i) Un état 4 € Q est dit « récurrent » si et seulement si P [rﬁ < +oo| X, =4 ]: 1.

La démonstration des trois résultats suivants peut étre consultée dans [39].
Théoréme 1.3

Soit X une chaine de Markov homogene irréductible. Alors

1 .
rlX,=2]

T—+o

1 T
@ Pourtout AeQ, — I{X’:l}—> ()=
r2 fl

(i) Le vecteur 7 défini dans (i) est I'unique probabilité invariante de la chaine. De plus,
m(A)>0 pour tout L €Q ;

(iii) Pour toute fonction f positive définie sur Q, si <7r, f > = Zﬁ(/l) f(1) <, alors:

1eQ

%Zf (X))~ (. f) = D 2D f(A) ps.

1eQ

Théoréme 1.4: (Théoréme de Kolmogorov cas ergodique)

Soit X une chaine de Markov ergodique (irréductible de période d =1) de probabilité
invariante unique 7. Alors, on a

V(k,))el{l,...K}, Lim Q'(A,%)=Lim q\')=n(%)
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Remarque 1.4

Dans le cas ou la chaine est irréductible a espace d'état fini (récurrente positive) mais de
période d >1, l'espace d'état admet une répartition {C,...,C, ,} en d classes disjointes

« classes cycliques ». Dans ce cas Q“/(4,,4,) # 0si et seulement si A, et A, appartiennent a
la méme classe. On peut montrer ¢galement que :

Zﬂ(,i) = é, et V(k,l)e{l,..,K}’ Lim 0" (A, A) =d x (4,

A1eC

1.5 Chaine de Markov a deux états

Dans le cas d'une chaine (X)), a deux états (K =2) considérée dans ce paragraphe nous
adoptons les notations suivantes :

- Q:{ﬂ,,,)tz},Q=(1;a lilbj,avec (a,b)e[O,l]x[O,l];

- pour tout k € {1,2}, T, =7, et N, =N,.

1.5.1 Irréductibilité

La chaine (X,), est irréductible pour tout (a,b) € ]0,1]x]0,1]. En effet, si 0<ab<1
alors Q est une classe communicante fermée irréductible et on a:

Pii=P(T, <o| X, =24)=1,P(N, =0| X, =4,) =1
Les deux états de la chaine sont alors récurrents positifs, et donc la chaine est irréductible
récurrente positive. Dans ce cas la chaine est également apériodique, donc ergodique. On peut

¢galement le constater en notant que la matrice de transition est réguliére.

Sia e [O, 1] et b=0, I'é¢tat 4, est un état absorbant (donc récurrent), et il s'agit d'une chaine
absorbante. L'état A, admet une classification selon les valeurs prise par a . Nous avons:

0 si k=1 et a=1 (A, est transitoire)
B 4, e]O,l[ si k=1 et a e]O,l[ (A, est transitoire)
Pre = 1 si k=1 e a=0 (4, est absorbant)
1 si k=2 et aclo,l1] (4, est absorbant)
D'autre part
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elol  si k=1

P(Nkzoo'X“:i"):{l si k=2

Les composantes a et b jouent des roles symétriques dans la matrice de transition, donc on
pourra conclure de maniére analogue si @ =0 et b €|[0,1].
Remarque 1.5

Sia=1 et b=1 alors les deux états A, et 4, sont récurrents positifs et la chaine est dite
« oscillante ». Elle est dans ce cas périodique de période d =2, avec Q° =Q* =Q° =---=1,.

1.5.2 Comportement asymptotique et distribution invariante
1.5.2.1 Puissances de la matrice de transition

On montre aisément (par exemple par récurrence) que pour (a+b)#0 ona

Ca+b

g qf,”;] | [b+a(1—a—b)” a—a(1—a—b)"J

Vn e, "=
¢ [qéﬁ? q5") b—b(-a-b)" a+b(l-a-b)"

1 (b a L (-a-b)"(a -a

a+b\b a a+b -b b
On peut également démontrer ce résultat en diagonalisant Q. La matrice Q admet comme
valeurs propres 1 et (1-a—>), avec les vecteurs propres (1, 1) et (a, —b)'. En posant

1 0 1 a

D= et P= ,on a, pour (a+h)#0, Q=P DP et donc pour tout
0 1-a-b 1 -b

neX ona Q"=P "' D" P, cequi méne au résultat.

L'hypothese (a+b)# 0 n’est pas forte car si (a+b)=0, cela correspond a a =b=0. Alors

1 0 n n
O=L=| /[etQ"=L=1.

: : . 0 1 .
Un autre cas particulier a préciser est a=b=1, ce qui correspond a Q :(1 Oj’ et qui

QO  si n impaire

I, sin paire

donne Q" :{

Les deux derniers cas extrémes qu'on vient d'exposer correspondent a des chaines de Markov
a comportement déterministe pour un état initial donné.
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1.5.2.2  Calcul de la loi et comportement a l'infini (r — +o0)

Le premier point de la Proposition 1.3 nous permet de calculer explicitement la lo1 7z, de X,.

En effet, on a 7, = 7, Q' pour tout z € N. Donc, pour (a+b)#0 on a:

1 b+a(l-a-b) a-a(l-a->b)
7= 2?)=—— " 2?) t ot
a+b b—b(-a-b) a+b(l—a-b)

ce qui donne

70 = [( Oy )b+ (ax —b 2 )1-a-by]
+
1
= P+ 2 )a-\ax’ b7’ )1 -a-b)
=@+ 2l b2 -a- )]
Sachant que 7" + 7 =1, il vient:
) =—— b +(1-a- b)( o_ b j
a+b a+b

O B ( o__a_ ]
! a+b (I-a=by a+b

Nous en déduisons le comportement de la loi lorsque (t — +oo) :

1 Si O<a+b<2ona |[1-(a+b)|<1 alors

Remarques

e La limite de la loi lorsque (# — +) est indépendante de la loi initiale ;

e La matrice limite est composée de deux lignes identiques ;
e Onal’équivalence suivante : [0<a+b<2]<[0<ab<].

Pour les deux cas extrémes a+b=0 et a+b=2 (qui équivalent, respectivement, a
a=b=0¢et a=b=1)nous avons :

2 Sia+b=0 alors VieN
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3 Sia+b=2, alors on n'a pas de convergence (il s'agit d'une chaine oscillante): on a pour
tout 1 eN:

2xt —
0™ =1, { Tr =7
2x1+1 ’ — (1) (2)
0 " =0 Tornr =1 =737 1= 757)
On remarque que lorsque 7, =(0.5,0.5),onar,  =nx, ., =7,.

1.5.2.3 Loi stationnaire

Dans le cas ou 0 <ab <1 la chaine est ergodique ; on peut alors appliquer le théoréme de
Kolmogorov et la probabilit¢é invariante n'est autre que la probabilit¢é limite

b a L , o f i e
T :( e bj' On peut vérifier ce résultat en utilisant la définition de la distribution
a—+ a—+

invariante en résolvant le systéme suivant:

GG

T =TT X
{ Q x avec 7= (7", 7?)
On montre aisément que la solution unique de ce systéme n'est autre que 7 .
Dans les deux autres cas nous avons:
e Si a=>b=0 toutes les distributions de probabilité sont stationnaires.
e Si a=b=1 l'unique distribution de probabilité stationnaire est 7 = (0.5,0.5).

1.5.2.4 Chaine réversible

On va chercher sous quelle condition la chaine de Markov est réversible, c'est-a-dire sous

quelle condition il existe une distribution de probabilit¢ v = (", 1v®) telle que:
2

VkDell, 2} v¥xq,,=v"xq,

Si une telle distribution de probabilité existe elle est alors solution du systéme

3

+ . . .
v v v : arbitraire si a=b=0

axv(”:bxv(z)@ (a+b)xv" =h V=( b a ]Si O0<ab<l
(a+b)yxv? =a

Donc la chaine est réversible par rapport a sa distribution de probabilité stationnaire v = 7 .
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1.6 Algorithmes de simulation

La simulation des réalisations des chaines de Markov est un puissant outil de calcul. Nous
supposons que l'on dispose d'un générateur de variables aléatoires indépendantes de loi
uniforme sur [O, 1]. Nous allons expliciter l'une des méthodes qui permet d'opérer des
transformations sur ces variables afin de produire une variable aléatoire possédant une loi
donnée. Elle permet alors la simulation des réalisations des chaines de Markov finies. En
pratique on posséde un générateur de variables « pseudo-aléatoires », qu’on peut dire
approximativement aléatoire. On donnera par la suite un exemple d'algorithme pour générer
des nombres pseudo-aléatoires dans [0, 1], qui seront considérés comme un échantillon issu
d'une distribution uniforme [38].

1.6.1 Lois discreétes a support fini
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans Q= {4, 4, ..., A, }, de loi

p,=P(X=4), Vke{,.. K}

l K

On pose s,=0 et 51=Zpk pour 1</<K. On a, en particulier, sK=Zpk =1. Les
k=1 k=1

points s,,s,,...,5, induisent une partition de l'intervalle [O, 1]. Par ailleurs, soit U une

variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. On a alors

Vke{l,...,K}, P(Ue[sk_l,sk[)zsk — 8,1 =Dy >

K
la variable X = Z A5, 5, ((U) estdonc de méme loi que X'

k=1
Comme on a supposé qu'on peut générer une variable aléatoire de loi uniforme sur [O,l[ ,

alors par la transformation proposée ci-dessus X peut I'étre aussi a partir deU . Notons que
l'indice de I'état qu'on choisira comme réalisation pour X n'est autre que l'indice de
l'intervalle contenant la réalisation de la variable U .

L’algorithme se déroule de la maniére suivante.

Algorithme 1.1: Generer des nombres pseudo-aléatoires u~ Uj,

e Choisir u, € [0,1[ comme valeur initiale (germe).
e Fixer des nombres entiers e,, e, et d;

e  On construit la suite de nombres (w,),_ itérativement:
W, =ew, +e, Modulo d

Alors :
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w,., el ...d-1}

wn+l

e Onaffectea u,,, lavaleur

Alors:
un+1 € [0’ 1 [
Approximation

On considére  u,,,~ Up,
Fin

L’algorithme qui suit est un moyen efficace de simulation de loi a support fini

Algorithme 1.2: Méthode de découpage d'intervalle pour simuler x ~ 3 8 P
k=1
e Construire le vecteur s = [so,sl, ...,SK];
s, =0, s,zzl:ﬂ(k) pour 1</<K
o Genérer u ~ U, [ - h
e Pour k=1 jusqu'a k=K faire
Si ue [skfl,sk[ alors:
x=1
Fin-(s1)
Fin-(pour)
Fin

1.6.2 Simulation de Trajectoire d'une chaine de Markov fini

Soit X =(X,), chaine de Markov homogene a valeurs dans Q = {21,/12,...,/1,(}, de matrice

o) (K))

de transition Q = (g; j)i,je xp C de distribution initiale 7, = (7[0 yeees 7Ty

La méthode qu'on va utiliser repose sur la Proposition 1.2 ; elle fournie un moyen de simuler
une chaine a partir d'une suite de nombres aléatoires compris entre 0 et 1.
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On commence par simuler la variable initiale X;,. On pose:

i
5,=0, s,=> m" pour 1<I<K
k=1

/
Sk,o =0, Sk,l = z 4., pour (k,]) e {L"':K}z
k=1

On définit, pour tous (k,/)e{l,...K} et ue[0,1[ une fonction fdite de mise a jour
associée a Q, tel que:

Jo(u) =4, Vuels,_p,s (1.6)
f(4,u)=4 VuelS, 1Sl (1.7)
Proposition 1.5:

Soient U,,U,,....,U, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

sur [0,1[. Le processus X = (X, )tex définie par:
XO = fO(UO)’ et Xt+1 = f(XzJUHl) pOl,lI' r= 19"'9N_1a

avec f, et f vérifiant respectivement (1.6) et (1.7), est une chaine de Markov a valeurs dans
Q.

Remarque 1.6

Soit U ~ U[, ;| unresultat qui découle directement de ce dernier théoréme:

K
Vike{l..K} f(A4.U)~ D q.,8,
=1

Algorithme 1.3: Simulation d'une chaine de Markov jusqu'a un horizon fixe 7 .

e On simule (7 +1) variables aléatoires (u,,u,,....,u;) distribuées uniformément sur
I'intervalle [0,1] ;

e On construit les deux fonctions f, et f comme définit dans (1.6) et (1.7).

e Lasimulation de la variable initiale correspond a x, = f,(u,) .
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e Pour r=1jusqua ¢=T poser
xt :f(xt—l’ut)

Fin-(pour)
Fin

Une version fondée sur I'algorithme (1.2) correspond a I’algorithme qui suit.

Algorithme 1.4: Simulation d'une chaine de Markov jusqu'a un horizon fixe 7.

K
e On simule la variable initiale x, ~ > 7" 5, .
k=1

e Pour r=1jusqua ¢=T faire
Pour k=1 jusqu'a k=K faire

Si x,_, =4, alors:

K
X~ Z . 8,1,
=1

Fin-(s1)
Fin-(pour)
Fin-(pour)

Fin

Exemple 1.4:

l-p p

Soit Q=1{0, 1} et Q:(
p l-p

J. La taille de 1’échantillon est fixée a T =50. Nous

donnons quelques exemples de simulation de chaines de Markov stationnaires (la probabilité

initiale est ainsi toujours une probabilité stationnaire pour la chaine).

> Le nombre de trajectoires possibles pour chaque valeur prise par p est K'. Nous
montrons a la Figure 1.2 des exemples de trajectoires dans I’ordre croissant pour les valeurs

prisent par p € Z=1{0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9}.
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Figure 1.2 : Une simulation de trajectoire (a) pour o = 0.1, (b) pour p =0.2, (c) pour p=0.3,
(d) pour p=0.4, (e) pour p=0.5, (f) pour p=0.6, (g) pour p=0.7, (h) pour p=0.8 et
(k) pour p=0.9.

Nous donnons ci-dessous des images résultant des transformations sous forme matricielle des
vecteurs simulés de taille 7' =625 =25x25 (balayage de I’image horizontale, vertical, et en
zigzag) pour des applications en imagerie et pour
pEE = { 0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8, 0.9}. En effet, diverses transformations de
I’ensemble bidimensionnel des pixels en une suite monodimensionnelle permettent d’utiliser
les différentes méthodes développées dans cette thése en traitement d’images.
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5 0 15 20 25 5 0 15 20 25 5 10 15 20 25

Figure 1.3 : Transformation des trajectoires simulées en images de taille (25x25) a k=2
niveaux de gris selon trois parcours différents : Le balayage horizontale donne les figures
(@).)(e). @) e) (M)g) () (k))»  le balayage  verticale  donne  les  figures

((@,), (8, () (), (), (2o, ) et pour le balayage en zigzague
(@), (5,).(e).(ds). (). (£)+(2:)o (1), (k) )-
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Figure 1.4 : La courbe de gauche représente le parcours de Hilbert-Peano en dimension 2
passant par 256 points de la surface du carré de taille (16x16). La courbe de droite est un

parcours du type Hilbert-Peano en dimension 3 passant par 4096 points du volume du cube de
taille (16x16x16).

Figure 1.5 : Transformation des trajectoires simulées en images en dimension 2 de taille
(16x16) a deux niveaux de gris selon le parcours de Hilbert-Peano : (a) pour p =0.2, (b)

pour p=0.4, (c) pour p=0.6 et(d)pour p=0.8.

Transformation en 2D et 3D des vecteurs simulés en utilisant le parcours continu du type
Hilbert-Peano pour des applications en imagerie (7' =7, , =256=16x16 en dimension 2

et T=T,,=4096=16x16x16 en dimension 3) sont présentées a la Figure 1.4.
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On représente a la Figure 1.6. la transformation suivant le parcours de Peano de quatre

vecteurs simulés correspondants a p € {0.2, 0.4, 0.6, 0.8}.
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Figure 1.6 : Transformation des trajectoires simulées en images en dimension 3 de taille

(16x16x16) a deux niveaux de gris selon le parcours de Hilbert-Peano : (f) pour p

pour p



Conclusion

Nous avons rappelé dans ce chapitre différentes propriétés classiques des chaines de Markov a
espace d’états fini. Bien que le modéle soit parmi les plus simples permettant de prendre en
compte la dépendance temporelle, nous constatons déja sa richesse. Comme on va le voir au
chapitre 2, dans le cas des chalnes de Markov cachées, la markovianité permet de calculer
aussi bien les lois marginales a posteriori des variables que de connaitre la réalisation de
probabilit¢ maximale de 1’ensemble des variables. L hypothése de Markovianité sera alors
cruciale. Par ailleurs, nous avons présenté¢ quelques méthodes simples de simulation des
variables, qui seront utilisées dans la suite.
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Chapitre 2

Chaines de Markov cachées

Les modéles de Markov cachés (MMC) jouissent d'une grande notoriété liée a leur efficacité,
en particulier, dans le traitement du probléme de la segmentation d'image, ou encore pour leur
application dans le domaine de la reconnaissance de la parole. D’autres domaines comme la
génétique, la finance, 1’économie, l’informatique, la météorologie, la biologie ... sont
¢galement concernés. Le modele le plus simple est le modele de chaine de Markov caché
(CMC). Dans un tel modéle les données cachées, qui représentent par exemple 1'image
segmentée (recherchée), sont considérées comme la réalisation d'une chaine de Markov alors
que le processus observé est une fonction composée du processus caché et d'un bruit aléatoire
(stochastique). Un certain nombre de propriétés propres aux chaines peuvent étre étendues
naturellement aux champs et aux arbres de Markov cachés.

Dans ce paragraphe on s'intéresse au probléme de filtrage et de lissage dans le cas des
données cachées discretes, mais aussi aux algorithmes d'estimation de parameétre avec pour
objectif des traitements non supervisés. Nous abordons deux types de modeles. Les CMC
classiques, ou la loi de I’observation conditionnelle au processus caché est trés simple
(variables indépendantes), et les CMC par du bruit « 2 mémoire longue », qui sont des
modeles récents proposés dans [40] [46].

Ces derniers modeles seront utilisés dans le chapitre 4 pour approcher le filtre statistique
optimal dans les systémes linéaires a sauts.

2.1 Introduction

Soit x =(x,,x,,...,x;) des états cachés qu'on cherche a déterminer a partir de données
observées y =(¥,,¥,,-.,¥y). Une approche probabiliste consiste a considérer le couple
(x,v) comme une réalisation d’un  processus couple donné  par
(X,Y)=(X,,X,,...X,,Y,Y,,..Y,). En absence de liens déterministes entre les données

cachées et celles observées, ou dans le cas ou ces liens sont d'une grande complexité, les
méthodes de recherches stochastiques peuvent s'avérer efficaces.

Dans toute la suite de ce chapitre on considere que X, prend ses valeurs dans
I'ensemble Q = {/11, Ayyees ZK} (Q est l'espace d'état), et chaque Y, prend ses valeurs dans R .
La relation p(x,y) = p(x)p(y| x), ou p(x) est une loi sur Q" et p(y| x) sont des densités

de probabilité sur R” par rapport a la mesure de Lebesgue, nous permet de constater la
difficult¢ a la quelle on est confronté si on souhaite calculer la loi jointe dans toute sa
généralité. En effet, le nombre de trajectoires possibles pour le processus caché jusqu'a
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I'horizon fixe T est de K, qui croit rapidement avec T et devient impossible a manipuler.
Pour faire face a ce probléme d'ordre pratique il s'avére nécessaire de se restreindre a des
lois p(x,y) particuliéres. Dans la suite de ce chapitre on va décrire deux exemples : les
chaines de Markov cachées avec bruit indépendant (CMC-BI), et les chaines de Markov
cachées avec bruit a mémoire longue (CMC-BML). Par ailleurs, on va considérer que les
bruits suivent des lois gaussiennes.

Notons que la loi jointe du couple Z = (X,Y) peut étre donnée en toute généralité sous la
forme factorisée suivante:

p(2) = p(z| 2l P = p) ] P |27 2.1)

Cette loi s’exprime ainsi par la loi de probabilit¢é initiale p(z,) et des

h

=2

transitions { p(z,

De maniére similaire, la loi de la chaine X conditionnelle & ¥ = y, dite « loi a posteriori »,
peut étre écrite sous une forme factorisée suivante:

X, p) (2.2)

PG ») = pCe | X )G 3) = ps| T i,

Cette loi dépend de la marginale a posteriori initiale p(x1| y) et des lois de transitions a

3 T
x;, ) },=2~

posteriori { p(x,

Enfin, le calcul de la loi marginale a posteriori p(x,| y) peut se faire en deux étapes:

e Formule récursive pour le calcul de la loi jointe a posteriori de 1'origine jusqu'a l'instant ¢.

t-1

XLy p(e | »)

p(xi| ») = p(x,

e Marginalisation

pxa] )= D p(x| x, ) p(xi] )

x| Q)

T . . y e
x™, ) };:z . Ainsi que précisé

La loi marginale dépend également des lois de transition { p(x,

ci-dessus ces calculs deviennent rapidement impossible a effectuer lorsque 7' croit. Dans le
paragraphe suivant on va exprimer ces quantités par les probabilités dites « rétrogrades » et
« progressives », dont on va montrer I’intérét dans les modeles particuliers CMC-BI et CMC-
BML.
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2.2 Probabilités rétrograde et progressive

2.2.1 Probabilités rétrogrades

On appelle probabilités « rétrogrades » (ou coefficients « Backward ») les quantités définies
par:

Vie{l...T-1}  B(z)=pl|) (2.3)

Le calcul de ces probabilités peut s'effectuer récursivement en passe arriere. Nous avons:

Vie{l...,T-1}  B(z)=pyi|z)= ng(y,’;z,xm,ym z)
= ng(yf;z z2 ) p(z,.| 2)) (2.4)
= > 0z 2) Bz
X,.,€Q
On remarque que:
Bra(zI ) = p(ve| 217 = D o] 27 (2.5)
o

La formule de récurrence est valable pour ¢ =T si on pose f,(z ) =1.

L'introduction des probabilités rétrogrades nous permet de calculer les probabilités de
_ T
X, y) }tzz

c'est-a-dire les quantités { p(z,

en fonction des probabilités de transitions du processus Z,

transitions { p(x,

-1y T
z) . On a:
t=

(x,)) p(y2T|x1ay1)p(x1’y1)
plx) ) == =
| D py) Y PO PG )
x,€Q x,€Q , (2.6)
__pE) )
D p) Biz)

et pour tout £ € {1,..,7—1} :
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T
xf’ylt) p(yz+2921+1 th)

T
P(X05 Vi

P(x| X1, p) = = ,
Zp(xmaytil X1 01) Zp(yﬁzazm z)
leEQ leEQ
(2.7)
B p(zt+l th)/BtH(ZlH—l) _p(Z Zt) ,BHI(Z]H—I)
= N +1| 1 ‘
Zp(zﬁ-l th)ﬁz+1(zlt 1) ﬂ’(zl)
X,HEQ
Alors:
T
- (z9)
pai )= Tote | 2 A2 28)
=1 -1 0

avec ﬂo(zo):ﬂo:p(y)zzp(zl)ﬂl(z1)o ﬂT(ZoT):ﬂT(Z{)Zl , ¢t p(Zl|ZO):p(Zl),

x,€Q

p(Zt+1 Z(t)) = p(Zt+1 th) pOUI‘ t= 1 .
2.2.2 Probabilités progressives

On appelle probabilités « progressives » (ou coefficients « Forward) » les quantités définies
par:

vie{l...T}  a,(x)=p(z) = p(x}.y) (2.9)
Le calcul de ces probabilités peut étre effectué récursivement en passe avant. Nous avons:
a,(x)) = p(z,) = p(x,, ») = p(x,) p(y| %), (2.10)

et pour tout te{l,...,T—l} :

(") = p(™ 2™ = (X Y| X1 91 (L V)
, t (2.11)
= p(zm—l Zl ) at(xl)
On a alors pour tout 7 € {1,.... T} :
pxi| = > py) (2.12)
xl e

La formule (2.8) ne permet pas un calcul récursif des probabilités marginales, pour le
permettre on va réécrire la probabilité jointe a posteriori sous la forme suivante. Pour tout
te{l,..,T}:

p(x,y) = p(la| x, v p(xl, v = B(z) e, (x)). (2.13)
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D'autre part:

x, ) p(x,p) = p(x[,| x,») B(z}) a,(x)), (2.14)

p(x, )= p(x],

et

PO =Y pxy) =D BEDa(x) (2.15)

xeQ! xl’eQ'

La probabilité a posteriori est alors donnée par:

Vie (Lo, T—1), pa| ) =B A0D) 0t ), 2.16)
PIWACHEACH
x{eQ!
Les marginales a posteriori sont donc données par:
B (z) o, (x)
Vie{l,...T}, p(x|y)= , ’ (2.17)
t| xf';y'l Z ﬂt(zlt)at(xlt)

x| Q'
Remarque 2.1

Le calcul de la loi jointe a posteriori ou marginale a posteriori dépend des lois de transition du
processus couple. Dans les formules (2.16) et (2.17) les deux densités d'intérét sont
calculables en fonction des coefficients progressifs et rétrogrades qui eux-mémes sont

_ T
2 |

calculés récursivement en fonction des transitions { p(z, -

2.3 Chaine de Markov cachée a bruit indépendant

Définition 2.1

Le couple de processus aléatoires (X,Y)=(X,,Y, sera appelé une « chaine de Markov

)te\‘*
cachée a bruit indépendant » (CMC-BI) si (X,) . est une chaine de Markov a espace
d'état QQ fini et les variables aléatoires Y sont a valeur dans ‘R, vérifiant les deux

t

propriétés suivantes:

x);

T
H)  vTeN  pof[x)=]] 0
t=1

(H2) VT eXN Viell,..,T} p(y,

x)=p(y,|x,).
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2.3.1 Inférence Bayésienne

Dans le cas des chaines de Markov cachées a bruit indépendant le processus X est donc une
chaine de Markov. D'autre part, on montre classiquement en utilisant les hypothéses (H1) et
(H2) que le processus couple Z est également un processus de Markov. Nous avons pour
tout ¢ € {1,...,T - 1} :

t+1 t

X, p(x,,

P(z| 20) = Pt Vi | X0 31) = PV X1, 1)

:p(yt+l| xt+1)p(xt+l|xt) (2.18)

= p(zt+l| Zt)
En partant de la forme générale des probabilités a posteriori vue au paragraphe précédent, on
peut en déduire leurs formes dans le cas particulier des chaines de Markov cachées a bruit
indépendant. Le processus couple étant un processus de Markov sa loi pour un horizon
fixe T >1 se factorise de la manicre suivante:

p(@)=pE)]] rz|z.) (2.19)

Les probabilités rétrogrades prennent alors la forme suivante :

Vie{l...,T-1}  B(z)=p0/,

z) = p(yla| x) = B.(x,), (2.20)
On a:

Viel{l.,T-1}  B(x)= 2 p(xu] x)PD| X)) Bra(X) (2.21)

X4 €EQ

Concernant les probabilités progressives, nous avons :

Vie{lo, T =1} a,(x{") = p(x,| x,) p(y] X)) @, (x)) (2.22)
Posons:
Vie{l,T-1}  a,(x,)= Y a,(x™ (2.23)
x{eQ!
Alors:

VIE {1,...,T_1}, at+1(xt+1):p(yt+l

X,) 2 P(X| %) (%) (2.24)

x,€Q

On déduit de (2.16) la loi marginale a posteriori :
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ﬁx(x,)at(xt)
Z ﬂt(xz)a,(x[) (2.25)

x,€Q

Vte{l..T}, p(x|y)=

Introduit pour la premiére fois par Baum et Petri en 1966 [70] le modele de chaine de Markov
cachée a bruit indépendant est trés utilisé en traitement de signaux monodimensionnels. En
1970 ces mémes chercheurs en compagnie de Soules et Weiss [71] ont proposé une procédure
récursive dite « progressive-rétrograde » (Forward-Backward) pour le calcul des probabilités
marginales a posteriori. Dans le cas ou les transitions de la chaine X et les

,,,,,

la procédure décrite plus haut. Il en résulte des possibilités de restauration bayésienne
abordée ci-apres.

L'algorithme qui va suivre correspond a celui de Baum-Welsh conditionnel ; proposé par
Devijver en 1985, son principal atout est d'assurer la stabilité numérique lors du calcul des
probabilités rétrogrades et progressives [72]. En effet, lorsque 7 devient grand ces dernieres
peuvent tendre vers 0 et poser ainsi un probléme d’ordre numérique..

On pose:

~ 1 a,,(x,,)

Q. (xt+1) = p(xH—l y1t+ ) = =
Zatﬂ (xt+1)
xH—IEQ

p(yz+1| xt+1)zp(xt+l| xz)p(xz ylt)

= %0 (2.26)
Zp(yt+l|xt+l)zp(‘xt+l xt)p(xt ylt)

X;1€Q x,€Q

p(yl+1| xt+1)zp('xt+l| xt) &t (xt)

x,€Q

> PGl 5D s ) E ()

X1 €Q x,€Q

et

Pl x) _ P(yialx) B
EME I Y CMESVCAP IY ACSLACH

x,€Q x,€Q

B,(x,)=

Zp(ytT+2| Xesl )p(yt+l xt+l)p(xt+1| xt)

_ X EQ

t+1

P v

p(»l,
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(2.27)

VN Zp(yz+l| Xi41 )p(xt+l| X )ﬂHl (xt+1)
p(y,+1 n =

Zp(ym

x,) Bra(x)
_ X%n€Q

D POl 5D PO %) ()

X, 1€Q x,€Q

X)) P(x,

On a alors:

p(x| ) =a,(x,) B, (x,) (2.28)

Nous présentons ci-apres 1’algorithme de calcul des marginales a posteriori dans une CMC-BI
classique [49]. Afin de simplifier D’écriture nous adoptons les notations suivantes.

Soit Q= {/11,...,/IK} l'espace d'état de a la chaine X . Alors pour tout (k,/) € {1,...,K}2, on
notera:

pl(k):P(Xl :ﬂ‘k)’ (2.29)
a,(k,l)=P(X,,, = 4| X, = 4) ., [, (n.0) = P(Y, = y| X, = 4,) (2.30)
a,(A)=a, k), B(A)=pB,k), 7, (k)=P(X,=2]Y=y) (2.31)

Algorithme 2.1: Calcul des marginales a posteriori

Procédure Forward (filtrage) :

K
e (=1 oncalcule 071=Zf,-(y1,1)p1(i);
i=1

Pour tout ke{l,.,K} &1(k)=_ifk(y1,1)171(k)

@,

||
Mw

e 1<t<T oncalcul

(yt,t)za, (i, ))&, (i)

.
Il
—_

K
Pour tout /e{l,..K} a ()= _i L3L0> a, (k1) a,, (k)
a, -
Procédure Backward

e (=T pourtout /e{l,.,K} ET(Z)=1
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~ K ~
e t<T pourtout ke{l..K}| B (k)=—>a,kDf(y,.t+1)B. ()
Ay 1=l

1
t
Marginale a posteriori (Lissage)

e 1<t<T pourtout kef{l..K} y,(k)=a(k)p k)

Fin

2.3.2 Estimation Bayésienne de la trajectoire cachée

On s'intéresse a deux types d'estimateur : 1’estimateur MAP (Maximum A Posteriori) et
I’estimateur MPM (Maximum de Marginales a Posteriori).

Pour le second estimateur (MPM), que 1’on utilisera dans les simulations, I'4/gorithme (2.1)
permet donc un calcul récursif des marginales a posteriori. On pose alors :

%, = argMax[ p(x, | y) | = arg Max [@,(x,) B, (x))] (2.32)

Comme son nom l'indique l'estimateur du MAP est obtenu en maximisant la loi de probabilité
a posteriori :

Ryyup = arg Max [ p(x| 9] (2.33)

La solution du MAP est également calculable, avec une complexité raisonnable, dans les
CMC-BI : on peut utiliser I'algorithme de Viterbi [31] dont le déroulement est le suivant.

Commengons par le calcul de maniére récursive de la probabilité du chemin le plus probable
allant d'un instant ¢ jusqu'a I'horizon fixé 7" . Nous avons

Vie{2,.,T-1} pE'z=p|zp @, 2) (2.34)
On pose:
Vie{l,.,T -1} 5,(z}) = xznllgfi[p (z" 201 (2.35)
Alors:
vie{2,.,T} S (z") = max [p(z,| 278, (z)] (2.36)

Dans le cas des chaines de Markov cachées a bruit indépendant on a:

p(z| 2z =pz|x)=p(r|x) p(x|x.) (2.37)
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p(z/ |z = pz] | x ) = p(z,| x) p(z| x,). (2.38)

Donc

Vie{l,.,.T-1}  5(z)=5,(x,)= max [p(z],
erHEQTﬂ

x)], (2.39)

ce qui donne
Vte{2,..T}, 6,,(z;) =6, (x,)= max [p ( v|x)p (x| x.) 6,(x)] (2.40)
On stocke alors les valeurs d'état réalisant les maxima dans ce sens rétrograde.

v, (x) =arg max[p () p 5 x.0) 8,61 241)
Ensuite une étape en passe avant est suffisante pour récupérer les composantes du MAP.

& =y, =arg max[p (3] x) p (x) 6,05 (2.42)

X =y, (X)) = arg[rggg [P (| x)p(x|%.) 6,(x, )]} (2.43)

On va résumer ces deux étapes rétrograde et progressive dans 1'algorithme qui suit.

Algorithme 2.2: Calcul de 'estimateur MAP (algorithme de Viterbi)

Initialisation

e (=T oncalcule

Or(x7)= jggg [p(yT| Xr) p(xr| xT—l)]

vy ) = argMax | p(y; | x) plor| )]

Procédure rétrograde

e (=(T'-1)...1 oncalcul

v, (x,) = argMax [p(v,| %) p(x| x,1) 6, (x,)]

6, (x)=Max (v, x) plx| x,,)8,(x)]
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Procédure progressive

e ¢=1 Initialisation au sens direct X, = arg[mag [p( y1| x,) p(x) 6,(x, )]}

. l<t<T oncaleul X, =y, (%, )

Fin

Conclusion

Le modéle de chaine de Markov cachée a bruit indépendant est pratique au niveau du calcul
des lois nécessaires pour des estimations bayésiennes des états cachés, qui peut étre fait avec
une complexité linéaire en temps. Cependant, ce modele est fondé sur des hypothéses fortes,
particulierement celle de l'indépendance des variables observées conditionnellement au
processus caché. Pour ces raisons ce modele a connu plusieurs généralisations selon
l'application traitée. On peut citer les modéles semi-markoviens cachés (MSMC), les modeles
hiérarchiques. Par ailleurs, il apparait que seule la markovianit¢é du processus caché
conditionnellement au processus observé est indispensable pour pouvoir faire des traitements
bayésiens, ce qui permet d’introduire les modéles markoviens « couples » [52] et « triplets »
[51]. Une autre généralisation consiste a considérer les chaines « partiellement » de Markov,
qui sont markoviennes par rapport aux variables cachées mais ne le sont pas nécessairement
par rapport aux variables observées [53]. Les chaines de Markov cachées par du bruit a
mémoire longue considérées ci-apres font partie de ces deniers modeles. Ainsi que nous
allons le voir, X sera de Markov mais le couple (X,Y) ne le sera pas [46] ; cependant, les

traitements bayésiens restent possibles avec une complexité raisonnable.

2.4 Chaine de Markov cachée avec bruit a mémoire
longue

Dans ce paragraphe nous étudions le cas ou le processus des observations est a dépendance
longue conditionnellement au processus caché, ce dernier étant une chaine de Markov. La
corré¢lation au sein du processus peut modéliser des phénomeénes fractals ou saisonniers
comme cela peut étre le cas dans des images naturelles ou des données financieres. Introduits
et étudiés récemment [40] [46], ces modeles font partie des modeles « partiellement de
Markov » [53].

Définition 2.2 (Dépendance longue)

Soit ¥ =(¥,),_-un processus réel stationnaire du second ordre, de famille de

covariance (y(n)) On dira que Y est a dépendance longue s'il existe un v € ]0, 1] et une

neN *

constante C* € R tels que:

Lim n’y(n)=C" (2.44)

n—>+w
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Remarque 2.2

e La covariance d'un processus a mémoire longue satisfait la condition z y(n) =+w0 ;

neN

e Lorsque y(n)~,, C“n " pour v>1,onditque Y esta dépendance intermédiaire.

On va se restreindre dans la suite de ce mémoire au processus a mémoire longue dont la
famille de covariance est donnée par

y(n)y=c*(n+1)", VneN, YoeR". (2.45)
Définition 2.3

Le couple de processus aléatoires (X,Y) =(X,,Y,) . sera appel¢ « chaine de Markov cachée

a bruit a mémoire (ou dépendance, ou corrélation) longue » si :

. Py A "4 1.
(1) (X)), est une chaine de Markov a espace d'état Q fini ;

(i1) les variables aléatoires Y, sont a valeurs dans R et vérifient la propriété suivante:

VT eR Vie{l,..,T} p(y, x, ", (2.46)

xton ) =p(y,

x,,y/"") définies, & x, donnés, par des processus a

avec les lois conditionnelles p(y,

mémoire longue.

2.4.1 Inférence Bayésienne

Dans le cas des chaines de Markov cachées a dépendance longue le processus X est une
chaine de Markov; par contre le processus couple Z =(X,Y) n'est pas nécessairement un

processus de Markov. Cependant, les probabilités rétrogrades et les probabilités progressives
sont calculables dans certaines situations. Nous avons :

vie{l..,T~1}, p(z,

th) = p(le’yHl xlt’ylt)

t+1 t

:p(yprl xl ’yl)p('xt+l x1t>y1t) (247)

:p(yt+1 xt+1’y1t)p(xt+l| xz)

e Les probabilités rétrogrades s’écrivent:

Vie{l,..T-1}  B.(z)=pOL|z)=p| x, v = B(x,) (2.48)
Nous avons donc:
Viel{l.,T-1}  B(x)= > p(xu|x)PD] Xirs 1) Bin(x,0) (2.49)

X41€Q

44



Nous voyons que ce calcul est possible si les transitions p( yH1| X,.;, ;) sont manipulables.

L’intérét du modele considéré est que dans le cas gaussien ces transitions sont effectivement
calculables avec une complexité raisonnable.

e Les probabilités progressives s’écrivent:

Vie{lo,T=1} (™" = p,| x) p(| X v a,(x)) (2.50)
Posons:
vie{l,..,T-1} A (X)) = D ot (x)™) (2.51)
x| eQ'
Alors nous avons:
VIE{I,...,T—I} at+1(xt+1) :p(yz+1| xt+1> ylt)zp(xz+l| xz)az(xt) (252)
x,€Q

. L . . .
Comme ci-dessus, ces récursions sont calculables si les transitions p(yt+1|x,+1ay1) sont

calculables, ce qui sera le cas dans le cas gaussien.

On déduit de (2.14) la loi marginale a posteriori :

vie{l,..T}  p(x|y)= Zﬂ;tlx) )“a(’zx)) (2.53)

x,€Q

Comme dans le cas des chaines de Markov cachées a bruit indépendant, le calcul des
marginales a posteriori reste possible pour les chaines de Markov cachés a dépendance longue

,,,,,

sont données ou calculables. En utilisant le méme algorithme que celui décrit dans le
paragraphe précédent on peut donc résoudre le probléme de I'estimation de 1'état caché. Si on

connait les paramétres de transition de la chaine cachée et les densités p(y,,,| x,,,, »;) on peut

donc effectuer les deux procédures filtrage et lissage.

2.5 Estimation des paramétres

Dans plusieurs applications la loi du processus couple Z =(X,Y) n'est pas connue ; les
paramétres de la loi p(z) sont alors a estimer, entiérement ou partiellement. Dans ce mémoire
on va s'intéresser a deux algorithmes généraux que sont « Espérance Maximisation » (EM) et
« Estimation Conditionnelle Itérative » (ECI). Ces méthodes ont fait leurs preuves dans le
contexte des différents modeles de Markov cachés et leurs différentes extensions [49] [28]
[29] [33] [40] [41] [46] [47]. Ces méthodes permettent une segmentation efficace dans un
cadre non supervisé. Nous précisons ci-apres la méthode EM dans le cadre des CMC-BI, et la
méthode ECI dans le cadre des CMC-BML, la méthode EM étant difficile a utiliser dans ce
dernier cadre.
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Nous allons utiliser les notations suivantes :

® : L'espace des parameétres du modele ;
P, = { p(x, y| 0), 60 } : L'ensemble des lois paramétriques de p(x, y| 0) ;

0 (z) : Un estimateur de € calculable a partir de données complétes z = (x, y) ;

0=E[ é(X Y )‘ Y = y,60"] : L'espérance conditionnelle de I'estimateur choisi ;
L,(x,y)=log[ p(x, y| 0)] : La log-vraisemblance compléte du modeéle ;
3(0,0")=E[L,(X,Y )‘ Y = y,0"] : L'espérance conditionnelle de la log-vraisemblance.

2.5.1 L'algorithme EM

EM, ainsi que sa version stochastique SEM, sont deux algorithmes itératifs. Le premier a été
propos¢ par Dempster et al en 1977 [73], et Wu en a publi¢ une généralisation. Pour ce qui
concerne la convergence, on pourra consulter la référence [35]. Le deuxiéme est une
approximation stochastique de I’EM, dont I’objectif, au départ, a ét¢ d’éviter des maximas
locaux.

L'algorithme EM se déroule alternativement entre deux étapes:

e FEtape (E): calcul de l'espérance de la log-vraisemblance complete, en utilisant les
parametres courants ;

e Etape (M): extraction des parametres € maximisant l'espérance de la log-vraisemblance.

Dans la mise en ceuvre de cette méthode on peut étre confronté a deux difficultés majeures,
chacune étant propre a I'une des deux étapes de l'algorithme. Si la maximisation de l'espérance
de log-vraisemblance est difficile, on peut se contenter d’une valeur de parameétres qui permet
simplement d'accroitre la log-vraisemblance (algorithme GEM ). Par ailleurs, si le calcul de
I'espérance de la log-vraisemblance est lui méme impossible ou trop compliqué, I'une des
solutions proposées est de 1'approcher par la moyenne empirique en utilisant des simulations
selon la loi a posteriori fondée sur les parametres courants (algorithme MCEM ).

Dans sa version originale, lorsque 1’on n’utilise pas de simulations, la suite des parameétres
produite par EM est déterministe et alors I'initialisation est d'une grande importance. En effet,
comme on va le voir dans la partie applications, la convergence vers le maximum global n'est
pas assurée et l'algorithme EM peut garantir uniquement la convergence vers un point
stationnaire de la fonction de vraisemblance, et donc rester piégé dans un maximum local ou
un point selle. Broniatowski et al. [69] ont proposé d'introduire une phase stochastique entre
le calcul de l'espérance et sa maximisation, ce qui peut permettre d'éviter les minima locaux ;
la méthode ainsi obtenue a ét¢ nommeée « stochastique » EM (SEM) [24] [25] [69].

Remarque 1.3
Une combinaison entre les deux algorithmes EM et SEM a été proposé par Celeux et al. [7].

Cette nouvelle version appelée SAEM est un compromis qui est peut permettre d’éviter les
minima locaux au début des itérations et se comporte comme EM vers la fin des itérations.
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Algorithme 2.3: Estimation des parametres : EM, GEM et MCEM.

Initialisation
e On se donne une valeur initiale des paramétres 8 =6, € ©.
Etape (E)

e Calculer  3(6,0™)=E[L,(X, y)‘ Y =y,0"];

> Sile calcul de 3 (8, 60") n'est pas possible (MCEM) ou dans le but d'introduire une

perturbation stochastique pour éviter les minima locaux (SEM), on adopte
'approximation suivante:

14
30,07) = 4D L"), y) |

i=1

ou x"Y x"? .,x"" est un échantillon (i.i.d) des réalisations de X simulé selon la
loi p(x‘ v,0").

Etape (M)
e (Calcul de la nouvelle valeur du parameétre € € ® par

0" = arg[ max[ 3(6,6")]]

- Si la maximisation est complexe, on choisit une valeur des parametres qui permet
d'accroitre I'espérance :

0" 9 ®]3(60,6”)23(6",0")]

Critére d'arrét

e Si ‘ 10g(p(y‘ 0"y — log(p(y‘ 0")) ‘ <g¢ alors éEM (y) = 0",
Fin

2.5.2 L'algorithme ECI

L'algorithme ECI, proposé par Pieczynski [68], est également itératif et permet, comme EM,
d'estimer les paramétres dans les modeles de Markov cachés. Pour le mettre en ceuvre il faut
vérifier deux conditions. Premi¢rement, la possibilité de choisir un estimateur du parametre
d'intérét calculable a partir de données complétes. Deuxiemement, étre en mesure de simuler
des réalisations du processus caché selon sa loi conditionnelle aux observations et a
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paramétres du modéle connus. Le principe de I’ECI est fondé sur I’idée suivante. On suppose
que I’estimateur a partir des données compléetes présente de bonnes propriétés en termes de
I’erreur quadratique moyenne. On doit I’approcher par une fonction des seules valeurs du
processus observé (données incomplétes). La meilleure approximation au sens de l'erreur
quadratique moyenne est l'espérance conditionnelle a I’observation y . Comme cette espérance

conditionnelle dépend justement du paramétre qu'on cherche a estimer, l'algorithme ECI
propose de contourner cette difficulté en utilisant une procédure itérative qui consiste a
calculer la valeur suivante des parameétres (1I’espérance conditionnelle de I’estimateur a partir
des données complétes) en fonction de leurs valeurs courante et des observations.

Si l'espérance conditionnelle de l'estimateur choisi n'est pas calculable pour tous les
paramétres, on peut l'approcher par sa moyenne empirique, en obtenant une version
stochastique d’ECI, comme c'est le cas pour EM avec sa version stochastique MCEM.

Algorithme 2.4: Estimation des parametres : ECI.

Initialisation
e On se donne une valeur initiale du paramétre 6 = g, € ©.
Etape Itérative

e Calculer 6" = E[é(X, y)‘ Y=1y,0"];

- Si le calcul de l'espérance conditionnelle n'est pas possible explicitement pour toutes
les composantes de 6@(X,Y) on adopte, pour ces composantes €&, (X,Y),
l'approximation suivante:

1
(n+l) _ 1 %) (n,i)
em _7§ em(x ’y)
i=1

ou x"Y x"? ..,x"" un échantillon (i.i.d) simulé selon la loi p(x‘ ,0").
Critére d'arrét

e Si HQ("”) —0"|<e alors G, (y)=60"".

Fin

Remarque 1.5

Dans l'algorithme ECI comme pour EM, le critére d'arrét peut étre différent selon le choix de
l'utilisateur et la précision souhaitée. On peut consulter dans [48] des comparaisons, au plan
théorique, entre EM et ECI. Par ailleurs, on trouvera dans [54] [75] des résultats théoriques
concernant la convergence de I’ECI.
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2.6 Estimation adaptative des parameétres dans le cas
partiellement supervisé

Nous proposons dans cette section des estimateurs adaptatifs, qui peuvent étre utilisés en
filtrage, en partant de deux méthodes générales EM et ICE. Nous étudions le cas des CMC et
nous comparons « EM adaptative » (AEM) avec ECI « adaptative » (AECI). Nous proposons
¢galement, ce qui est une contribution originale, une AECI valable dans le cas du bruit a
corrélation longue.

On va se restreindre dans nos études au cas ou X est une chaine de Markov a deux états,
stationnaire au sens strict et homogene, et on considérera que toutes les densités des lois
marginales du processus observé conditionnellement au processus caché sont gaussiennes. La
comparaison s'effectuera dans un premier temps dans un cadre enticrement supervisé
(paramétres du modele connus) et puis partiellement supervisé (parametres des transitions
inconnus, moyennes et variances connues).

Les algorithmes adaptatifs AEM et AECI pour I’estimation des parametres latents ont un
intérét particulier dans le cas du probleme de filtrage ; nous allons donner un exemple
montrant 1’évolution de la restauration par filtrage en fonction du paramétre estimé au cours
du temps.

Soit Q={1,,,} l'espace d'état de la chaine de Markov X et Q sa matrice de transitions,
supposée symétrique. La taille maximale de 1’échantillon est 7 = 200 .

On consideére les notations suivantes :

La loi initiale et la matrice de transitions seront notées respectivement p(x,)= 7,
1—
et O =( por ]
p l-p
Cas des CMC-BI: Vre{l,....,T -1}, p(yt| x,) est une gaussienne de moyenne u, et de

variance o

Xt

Cas des CMC-ML : Vt e {1, v I — 1}, p(yt| x,,¥{"") est une gaussienne de moyenne 4, et

de variance 7 .

2.6.1 Chaines de Markov cachées a bruit indépendant

Les algorithmes adaptatifs AEM et AECI sont obtenus a partir des algorithmes EM et ECI de
la maniére suivante. Soient 6, et 6, les deux estimateurs donnés respectivement par

I’algorithme EM et ECI connaissant les observations y; . Alors é;} et é?cll sont calculés en

. 1 VIR T .
prenant en compte les observations y;” et en initialisant les deux algorithmes avec les

estimées données par les deux méthodes a 1’instant précédent. Bien entendu, cela engendre
une grande instabilité au début des algorithmes, lorsqu’il y a peu de données.
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Exemple de simulation

o 0.5 M, -0.5 o, 1/3 , .
Considérons 7, = , = "= et o=| " |= donnés, et p appelé a
0.5 M, 0.5 o, 1/2

varier.

Les résultats des estimations avec EM et ECI (estimation du parametre de transition et
restauration du signal connaissant toute 1’observation y/ jusqu’a I’horizon final T) pour
plusieurs valeurs de p € {0.1, 0.2,0.3, 0.4} sont présentés dans la Table 2.1. Les taux d’erreur
de la restauration du signal caché sont présentés dans la Table 2.2.

P 0.10 0.20 10.30 0.40
EM p |0.10 0.19 0.36 0.51
ECI p |0.09 0.18 0.39 0.52

Table 2.1. L’estimateur du parametre de transition avec les deux algorithmes

P 0,1 0.2 0.3 0.4
EM 85% [6.8% |9.0% 17.1%
ECI 13.0% | 6.0% |11.3% |22.0%

Table 2.2. Les taux d'erreurs dans la restauration du signal caché.

On s’intéresse ici au cas partiellement supervisé ou le parameétre de transition est inconnu car
par la suite on va étudier dans les deux derniers chapitres les modéles triplet a sauts
Markovien, ou le cas ou tous les parametres du modele seront connus sauf le parametre de
transition dans la chaine des sauts. Comme dans le cas du filtrage les observations
s'accumulent au cours du temps ; il sera intéressant de voir comment évolue I'estimation de ce
parametre progressivement dans le temps.

Nous présentons un exemple, qui montre 1’évolution de I’estimation de o au cours du temps,
(le vrai parametre est p =0.2) a la Figure 2.1.
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Figure 2.1 : Les courbes représentent l'évolution de l'estimation du parameétre de transition au
cours du temps. En rouge (traits longs) l'estimation avec AECI, en vert (traits courts)
l'estimation avec AEM, et en bleu la vraie valeur du parametre.

L’exemple présenté dans la Figure 2.1 est représentatif des différentes simulations effectuées ;
on obtient des courbes similaires pour d’autres valeurs du parametre p . Les deux méthodes

sont instables au début, aucune de deux n’étant systématiquement supérieure a I’autre.
Globalement, on peut conclure de notre étude deux résultats suivants. Le premier est que les
méthodes AEM et AECI présentent de bonnes propriétés de stabilité et de convergence. Le
deuxieme est I’importance de I’initialisation. En effet, dans les cas classiques de EM et ECI
la convergence peut dépendre fortement de I’initialisation, plus particuliecrement pour EM.
Dans le cas adaptatif un autre probléme aggrave cette dépendance. Méme pour une valeur
initiale proche de la vraie valeur du paramétre on constate souvent une divergence dans le
calcul des premieres estimées, ce qui est dii au nombre insuffisant d’observations.

2.6.2 Chaines de Markov cachées a mémoire longue

Ici on s'intéressera exclusivement a l'algorithme ECI ; en effet, étant donné la complexité de la
vraisemblance dans le cas de la mémoire longue aucune méthode fondée sur EM n’a encore, a
notre connaissance, été proposée. Nous proposons une méthode de type AECI en utilisant
l'extension récente, et non triviale, de 'algorithme ECI au cas des chaine de Markov cachée a
mémoire longue [46] [47].

Comme on I’a précisé tout au début de ce paragraphe on s’intéresse au cas partiellement
supervisé€, ou seul le paramétre de transition est inconnu.
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On rappelle les formules qui permettent le calcul paramétres dans le cas de la mémoire longue
[46] :

ﬁxm :’uxm ‘fnll rj‘: )_1 (-yl ’Lj‘fz 1) (254)
7xr+l = ijl o rxzt:rll (r;:ll )_1 l—j;i ? (255)
2,1
A r+ = F;, x,+| _ 2 = (F1,2)' _
vee X1 - Fl,z ’LJVHI ('lehl .,ﬂxwl) et Xes1 - Xpal - (7/XI+1 (t)’ ’7Vz+l( ))
X X, R
t+1 t+1 ¢ fOiS

On rappelle I’estimateur du parametre d’intérét p donné par :

~O)

pt+1 pt
(2.56)

A (n+l) s+l (n)
P = Zp( KXo Xoo N1 ’pt+1) x v, )

v—l

Pour le méme jeu de parametre mémes valeurs de 7, u, o, eta=(1/3,1/4)
On obtient les résultats suivant:

P 0.02 0.1 0.25 0.35
ECI 2% 15% 21% 36%

Table 2.3 : Les taux d'erreurs dans la restauration en fonction du parameétre estimé.

Les courbes de restauration dans le cas p = 0.1 se trouvent a la Figure 2.2.

05 \ \ \ \
0

5 T T T T T T T T T

| |
-0.5
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 20¢

Figure 2.2 Les courbes représentent la restauration du signal caché ; en vert (signal du milieu)
a paramétres connus et en rouge (signal du bas) sans les moyennes, les variances et le
parametre de covariance.
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Comme dans le cas des CMC, la méthode proposée présente globalement un comportement
de bonne qualité et produit des résultats encourageants.

Conclusion

Le mode¢le de Markov caché a mémoire longue a un intérét particulier car il prend en compte
la corrélation au sein du processus d'observation. Malgré cette complexité supplémentaire, il
est possible d’estimer les paramétres par une extension récente de la méthode générale ECI.
On utilisera, dans le chapitre 4, ce modele pour approcher le modéle triplet a sauts
Markoviens.
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Chapitre 3

Filtrage statistique

L’estimation d’un signal d’intérét a partir de I’observation d’un autre signal qui lui est corrélé
est I’un des problémes centraux dans le traitement du signal. Généralement le signal observé
est considéré comme une version bruitée du signal recherché. On a vu dans le chapitre
précédent que dans le cas ou le signal caché est modélisé par une chaine de Markov a espace
d’état fini des algorithmes du type MAP ou MPM permettent de calculer I’estimée de 1’état
latent en maximisant respectivement la probabilité a posteriori et ses marginales. Dans le cas
ou le signal caché est a espace d’état continu (réel) d’autres algorithmes ont été développés du
type filtre de Kalman dans le cas linéaire, EKF [44] et UKF [76] dans le cas non linéaire, ou
encore des algorithmes du type filtre particulaire [37]. Le plus souvent dans ces algorithmes
I’estimée de 1’état latent correspond a la moyenne (I’espérance) de la loi a posteriori
marginale, ce qui est optimal au sens de I’erreur quadratique moyenne.

Dans ce chapitre on va se restreindre au probléme de filtrage: on suppose que les
observations s’accumulent en progressant dans le temps et on a besoin de calculer I’estimée
de I’état caché a chaque instant, en prenant en considérations toutes les observations de
I’origine jusqu’a D’instant courant. Ce chapitre est consacré aux rappels des méthodes
existantes et ne contient pas de contributions originales.

3.1 Systémes linéaires gaussiens

On appelle processus aléatoire réel en temps discret une famille {X,,te&}, qui sera
¢galement notée { X t} pour simplifier, de vecteurs aléatoires a valeur dans R™ . Un processus
aléatoire réel en temps discret gaussien {X ,} est un processus aléatoire tel que pour tout

te N le vecteur ( X, X,,..., X,) est un vecteur aléatoire gaussien (de taille n_x1).

Un bruit blanc {X t} est un processus aléatoire centré (ie. E[X,]=0 VteN") tel
que E[X,X.]=0 pourtout ##s.

On dit que deux processus aléatoires {X o }, {X fz)} sont indépendants si pour tout ¢ € N, les

vecteurs aléatoires ( Xl(l) , Xé') yenes Xf” ) et ( X}(z) , Xéz) yeees X,(Z)) sont indépendants.

3.1.1 Equation d’état

On considere 1'équation dynamique suivante :

+ F

Xt+1 =m t+1 Xt + VVHI (31)

t+1
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Ou { X,} et {W,} prennent leurs valeurs dans R™ et F, € R"" .

La suite (m,)teN* est une suite réelle non aléatoire.
On suppose ¢galement:

e Le bruit {,} est un bruit blanc gaussien de covariance Q)" ;
e Lavariable X, est gaussienne, de moyenne 7z, et de matrice var-covariance Q; ;

e Le bruit {Wt} et la variable X, sont indépendants.

Le processus {X t} vérifiant (3.1) est alors un processus gaussien. En particulier, X, est une

. . — . . X
variable gaussienne, de moyenne m, et de matrice var-covariance O, avec:

m,=m,+Fm_, O=FQ"F +0/

t t t t-1°

3.1.2 Equation d’état et d’observation

On considere le systéme dynamique suivant :

Xt + VVH~1 (3 2)

t+1

Xt+1:mt+1+F
Yt:/ut+GtXt+Vt

n\‘

Ou les deux processus {Y,} et {¥,} prennent leurs valeurs dans R" et G, e R"™*" est une

t
suite de matrice déterministe.

La suite (yt) « est une suite réelle et non aléatoire. On suppose également que :

te

e Le processus {¥,} estun bruit blanc gaussien de matrice var-covariance Q. ;
o Lesbruits {7} et {V,}, et la variable X, sont mutuellement indépendants.

Dans (3.2), X, modélise I’état d’un systéme non observé directement a I’instant ¢, mais I’on
dispose d’une observation y, qui correspond a une réalisation de la variable Y, .
Le systeme (3.2) est linéaire gaussien ; on en déduit que le processus couple {(X t,Y,)} est

également gaussien. En particulier, (X,,Y,) est un vecteur gaussien dont la moyenne et la
matrice de var-covariance sont données par:

(ﬁj:[m,wﬁ_lj [Q,X Q?]:[EQ,’:E#QY 0" G, ]
a) \u+Ga ) (0" of G0  GO'G+0
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Remarque 3.1

On peut trouver dans la littérature des modeles plus complexes ou :
o Les coefficients F, et Q" peuvent dépendre de ( Y,,7,,...,7,) ;

o Les coefficients G, et Q] peuvent dépendre de (Y,,Y,.,....Y, ).

3.1.3 Filtre de Kalman Bucy

Le modéle défini dans les deux paragraphes précédents est donné sous forme Markovienne,
d’autre part les matrices F, et H,, qui définissent la représentation d’état Markovienne,

dépendent du temps et le signal observé est une combinaison linéaire du signal caché. Le filtre
de Kalman permet alors de calculer I’estimée optimale au sens de I’erreur quadratique
moyenne.

Dans la suite on va supposer, afin de simplifier les écritures, que V¢ e N, F=F,6G =G,

0" =0",et 0 =0".
On a alors :

Xt+1 :mt+FXt+VVt+1
(3.3)
Y= +GX +V,

Le filtre de Kalman Bucy [11][12] [13] qu’on va décrire est un algorithme a deux étapes, dites
« correction » et « prédiction ». Il est possible de commencer indifféremment par 1'une ou
’autre ; il suffit de choisir la bonne convention pour 1’état initial.

Nous avons la propriété classique suivante :

Proposition 3.1

Soit Z=(X,Y) un vecteur aléatoire gaussien avec la matrice des

covariances Q" = E[(Y —E[Y])(Y —E[Y])], supposée inversible. Alors le vecteur
aléatoire X sachant Y est gaussien de moyenne et de matrice var-covariance

E[X|Y]=E[X]+0" (") (v -E[Y]), 01" =0" -0 (0")" 0™

Nous allons adopter les notations suivantes

i, = ELX|yl, B = ENX,~m)X,~,)| ]
%Hl =FE [Xt+1 y([)]’ EH =FE [(Xz+1 _%HIXXHI _’%Hl)" y(t]]
ﬁt+l =E [Yt+1 y(t)]’ 1T‘t+1 = E[(Yt+1 _ﬁt+l) (Yt+1 _ﬁm-l)" y(t)]

57



L’étape de prédiction ne dépend pas de 1’observation y,,, mais du dernier estimé, ce qui rend

les calculs plus simples par rapport a I’étape de filtrage. La moyenne et la matrice de var-
covariance sont données par:

t+l - E[Xz+l

ol=m, +Fm,,

t+1

YO] m,,

Bo= ELX =, )X = 7i,)| 26
= E [Xt+1 Xt'+1

y(t)]_nN/ltH n~1;+1
:E[(mz+1+FX +W+1)(mz+1+FX t+1)"y(t)]_(mz+l+Fn’>lz)(mt+1+Fn’>lz)y
NF +Q" —Fm,m, F

-m,m ) F +0"
—FPF +0Q"
L’¢étape de filtrage, appelée aussi étape de correction, prend en compte la derniere observation

yt+1 N
Nous avons :

]: :ut+1 +GE[Xt+1

ﬁt+1: E[ t+1 y(t)]

:/ut+1+G}%
=u.,+Gm,, +GFm,,

t+1

[y = EL(, = B )Y = Fy)| v

= B[ty + G X + V) (o + G Xy + V) | 931~ (e + G i) (py + G i)
-GPG +Q"

~G(FPF +0"YG +0"=GFPFG +G0"G +0".

D’autre part le vecteur couple (X,,,,Y.,,)=(X,, —#,,, Y., — i, ) est gaussien ; en utilisant
la proposition 3.1 nous avons :

E[X.|Y.,1=05 @) "7,

E[(X,, - E[X,,| Y, DX, - E[X,,[V,,]]7,1=0}7 -0} @) o
avece .

N =E[X, X,,1=P,,

Qt+1 = (Qt+1 ) - E [Xt+1 t+1] E[(Xt+1 t+1)( t+1 lut+1) ] t+1 G‘
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Qt?; = [ t+1 z+1] - E[( t+1 /JHI)( t+1 :ut+1) ] t+1 G' +QV'

Les deux vecteurs aléatoires gaussiens X ., et (Y,,Y,,...,Y,) sont indépendants, on en conclut
que :

E[X,|v"=E[X,,

ylt’yHl]:E[)?deHl]

t+1

De mémeona:

E[(X,, = ELX, |y DX, - ELX, |y )\y”‘
=E [(XHI - t+1| Yin ])(XYHI - E[)?Hl| .)7[+1])'| .)7t+1]
Alors :
= E[XHl ylHl] = E[th+1| ?t+1]+’;ﬁt+l

~

= t+1 t+1 G (G t+1 GY +QV)_1 (yt+1 _ﬁtﬂ):

Py =El(X,,

t+1

YD = ELY | 7 D | i)

=E [(X — E[ X,+1| Fa DX, — E[Xml VD] Pl
Pt+1 t+1 G (G t+1 G + Q )_1

t+1

En notant A,
alors :

P, G (GP,G +0")" la matrice de « gain» du filtre de Kalman on a

M, =m., + At+1 (yt+1 - /ut+1)

Pt+1 = ])t+1 At+1 G Pt+l - (I - At+1 G) t+1

On résume les deux étapes de prédiction et de filtrage dans 1’algorithme qui suit :

Algorithme 3.1 : Filtre de Kalman Bucy

2> =0

e [Initialisation

m, = m,
X,~ N(m,,F) On pose
ﬁo =k

> tef{l,..T}
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e Prédiction

m,=m, +Fm,_

B=FBF+Q"
e Innovation
ﬁz = H, +sz +GFnA11—1
[L=GFPFG+GQ0"G +0"
e Filtrage

i, =m,+F G(GPG+0")" (y, - &)

B=P-PG(GPG+Q0")'GP
Fin

3.2 Systémes linéaires non gaussiens

Dans le systeme (3.3) du paragraphe précédent on se trouvait dans un cadre gaussien et
I’évolution du systéme est régie par une dynamique simple (linéaire). Le filtre de Kalman
Bucy donne une solution optimale en minimisant la variance. Dans le cas non gaussien, la
solution donnée par 1’algorithme de Kalman, exposée ci-apres, est sous-optimale.

On se place dans un mod¢le linéaire de la forme suivante :

t+1 (3.5)

X, =FX, +W,
Y, =G X +V,

.} n’est pas observable

La problématique ne change pas, on suppose que le processus {X
directement, on souhaite estimer a chaque instant ¢ la valeur prise par X,. On dispose pour

cela d’une observation, qui correspond a une réalisation y; des variables {Ylt}. Les

parametres du systéme dynamique sont supposés connus (les matrices F et G, ainsi que les
moyennes et les matrices de var-covariances des bruits sont connues).

Ce modele est largement employé en navigation et radioguidage. Dans ce type d’applications,
on étend souvent 1’équation d’évolution a :

Xy=m,,+F X +W,

t+1 t+1

ou m,, est un vecteur déterministe. L’état X, est un vecteur aléatoire qui rassemble les

coordonnées (position et vitesse) a I’instant ¢ d’un objet volant ; I’équation d’évolution est
alors une discrétisation de la relation fondamentale de la dynamique, elle représente la facon
dont X, évolue dans le temps en fonction de I’état a I’instant précédent et des forces qui
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s’exercent sur 1’objet volant, que sont la poussée des moteurs m,,, et les perturbations

incontrolées W, .

qui sont reliées a X,, avec V, bruit de mesure. Le but est d’estimer a tout instant ¢ la

L’état n’est pas disponible mais on dispose des observations radar Y, = y,,

position et la vitesse de 1’objet volant, en corrigeant si besoin la trajectoire grace a la
commande des moteurs m,,, .

La présence de m,,, ne modifie pas le probléme de I’estimation de X, ; afin de simplifier
nous garderons pour la suite la forme (3.5).

Nous compléterons les hypothéses faites, en précisant que W et V' sont des processus
centrés et composés des variables décorrélées entre elles (ce sont des bruits blancs). On
considére également qu’ils sont décorrélés de X, et mutuellement décorrélés. Ces hypothéses

sont résumées dans :

X, m, P,+m,m, 0 0
El\w [t x, w v]l=|o 0 0"5., 0”5, (3.6)
Vt 0 0 (QWV)' 5{t:5} QV5{t:s}

Un tel modele est physiquement pertinent dans un probléme de navigation ; par ailleurs les
hypotheéses d’orthogonalit¢ de W et de V et conjointement de Wet V' permettent de
simplifier considérablement les équations du filtre. Nous supposerons également que la

matrice Q" est inversible pour tout .

L’idée exposée ci-dessus était de calculer un estimateur de X, sachant ¥ =y, en utilisant

le critetre de minimisation de I’erreur quadratique moyenne sous contrainte linéaire.
Cependant, la  solution dans ce cas, qui correspond a D’espérance

conditionnelle 7, = E(X,|y;), n’a aucune raison d’étre une fonction linéaire des

données y;, sauf dans des cas particuliers comme dans le paragraphe précédent ou les bruits
sont gaussiens. Par ailleurs, le calcul de I’espérance conditionnelle nécessite la connaissance
de la loi jointe de X, et de Y,, ce qui n’est pas le cas dans le modéle considéré. Par
conséquent on considere une solution sous-optimale qui est donnée par

h(.)linéaire Ay ey

i, =Pr,  (X,)= Min [(E(Xt_h(y;)))z]:AMmA [E[Xt—iA,Y,D G3.7)

La solution m, = Pr, ,(X,) est donc la projection de X, sur I’espace H, (Y)= {ensemble

des combinaisons linéaires des Y,,...,7Y, }.

Pour décrire le filtre nous aurons besoin des notations suivantes :

X = Xt+1 —Mm, = Xt+1 - PH,+1(Y)(XI+1 )a

Xin =Xy—m,, =X, _PH[(Y) (X))
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B =(Zunl Zuw)
>H,+|’ 1+1 K| K]y o

Ei = Yz+1 —Hia = Yt+1 H (Y)( +1) et l_‘t+1 :< gt+1| g”1>H, .

Les équations du filtre de Kalman s’obtiennent comme dans le cas gaussien en deux étapes :
¢tape de filtrage et 1’étape de prédiction. L’algorithme nous permet de commencer
indifféremment par 1’une ou ’autre. Dans ce paragraphe on va donner la version inverse a
celle donnée dans le cas gaussien c’est-a-dire on commence par la mise a jour (I’actualisation
dite étape de filtrage) ensuite 1’étape de propagation (prédiction). Nous allons nous contenter
de donner I’algorithme ; pour les démonstrations on peut consulter les références [11]. On
peut y trouver une version détaillée pour les différentes équations du filtre.

L’étape dite de filtrage nécessite le calcul au préalable de I’innovation &, et ﬁ .

Nous avons

Y)=Y-P, »n(GX +V)=Y,-GP; (X))

Y P,1(Y) H, (Y)
=Y -Gm
>HH :<Y’ -G nN/l’|Y’_G nN/l’>H

t-1

AV, =G @i|GX,+V, -G i)

t-1

X
X —’7~’lt| Xt _ant>H G +< V’| V’>Hr—l

On définit la matrice de gain 4, de filtrage de Kalman telle que :

1 :PH[(Y)(Xt):PH,_I(Y)(X1)+At(Yt _PH,_I(Y)(Yz)):%z +4, E“

E=(ala), = (X =) X =), =(X -7 -4 E|X, - -4F),
=(X, -7 | x,-7,), +A(E|E), 4= <;( 7). < 8), 4
=P +4 T, 4,
ou
A=FGL'=FG@GEG+0")"

L’étape de prédiction est directe et relativement simple :

m PH,(Y)(Xt+l)=PH,(Y)(FXt+W

t+l1

)=F Py o (X)=F,,

t+1 =
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P <)? |lt+l> :<Xz+1_n~1t+1|Xt+l_%t+l>H[ :<Xz+1_FnA11

< X,—na,>H F'+<W

t+1
-1
Les équations retrouvées sont similaires a celles retrouvées dans le cas gaussien.

X

t+1

—Fn%,>H

t

|VVt+1>H :FﬁtF'—i_QW

-1

Remarque 3.2

En pratique, ces équations dites du filtre de Kalman sont rarement implémentées directement
sur ordinateur telles qu’elles sont parce que la propagation d’erreur d’arrondi peut conduire a
une perte du caractére symétrique semi-défini positif des matrices de covariance. Il est
cependant possible de remédier a ce probleme d’ordre numérique en remplagant 1’algorithme
de Kalman par un algorithme dit « a factorisation » ou « en racine carrée ». Les principes des
algorithmes a factorisation consiste a remplacer la propagation des matrices de var-
covariances par celle de leurs racines carrées.

3.3 Systéme gaussien non linéaire

On considere le systéme stochastique non linéaire suivant :

(3.8)

=S (X)+W,
Yt=g(Xt)+V,

Ou f et g sont deux fonctions non linéairse, définies sur R™, a valeurs respectivement

dans R™ et R"
On suppose que les fonctions f et g sont dérivables. Les bruits {VK} et {V

'} sont des
bruits blancs gaussiens (de var-covariances respectives Q" et Q") indépendants entre eux et
indépendants de I’état initial du systéme X,.

La plupart des propriétés obtenues précédemment ne sont plus vraies. En particulier, le calcul
des espérances et des matrices var-covariances devient compliqué. Du fait de la linéarité des
systemes vus précédemment le filtre se calcule de maniere récursive dans le temps et les
équations sont relativement simples. Dans le cas non linéaire d’autres algorithmes ont vu le
jour comme le filtre de Kalman linéaris¢, des variantes comme EKF, ou encore le célebre
filtre particulaire.

3.3.1 Filtre de Kalman étendu (EKF)

La méthode consiste a calculer I’estimateur m,,, a I’instant (z+1) en linéarisant les
fonctions f et g autour de ’estimé m, a I’instant précédent. On va se contenter dans la

description de cette méthode d’un développement a I’ordre 1; un ordre plus élevé est
nécessaire pour une approximation plus précise.
Nous avons

f(x)= f(m,)+df () (x—m,) 3.9)
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g(x) = g(m,)+dg(m,) (x—m,) (3.10)
Les fonctions df et dg désignent les dérivées a 1’ordre 1 respectivement de fet g.
Le systéme (3.8) est remplacé par le systéme linéaire composé de (3.9), (3.10) suivant :

Xt+1 =n/lt+l +F;Xt+VVt+l (3 11)
Yt:/’lt—‘_GtXt—i_Vt ’ .

Ou Fz = df(n%), Gt = dg(l’lA’lt), m, = f(ﬁ:lzﬂ)_}?t ’ht et p, = g(’/htﬂ)_Gt ﬁlt'
On applique alors le filtre de Kalman a ce nouveau systéme linéaire.

Remarques 3.3

- On peut s’attendre a de bons résultats avec cette technique de filtrage lorsque 1’on est proche
d’une situation « linéaire » ou lorsque le rapport signal/bruit est grand ;

- Pour vérifier si le filtre de Kalman linéarisé est bien adapté, on peut, en sortie, tester le
processus de « pseudo innovation» &, =Y, —zi,, et vérifier s’il est « proche » d’un bruit

blanc ;

- Le choix du systéme de coordonnées dans lequel on exprime le probléme influence
beaucoup le comportement du filtre de Kalman linéarisé.

3.3.2 UKF (Unscented Kalman Filter)

Le filtre UKF est également récursif. Contrairement au filtre de Kalman linéarisé ici on
n’impose pas le calcul de la dérivée et on ne fait pas d’hypothése de régularité sur les
fonctions f et g. Le calcul de I’estimée a D’instant présent repose sur le calcul de la

moyenne et la matrice de var-covariance dans les deux étapes de prédiction et filtrage en
considérant un développement linéaire pondéré autour des estimés respectifs a ’instant
précédent.

On explicite le principe du filtre en dimension n_=1 ; on pourra consulter [76] pour le cas
général. Soit m, et P les estimés respectifs de la moyenne et la matrice var-covariance a

I’instant courant.
On commence par le calcul des sigma-points :

70

~ i ~ A (i) ; n A (j—n)
O =m, Zi,’) =m, +,/(n,+A1) (Ptm)] et zi-’) =m, —(n, + 1) (Ptl/z)J ! ,

~ \D ; . . .
ou ie{l..n}, je{l+n,,.2n_}et (P,”z) la i““colonne de la matrice racine carrée
d’autre part A est un paramétre de décalage [76].

Ensuite on calcule la transformation de ces sigma-points par les fonctions non linéaires du
systeme (3.8). On obtient les points d’intérét suivants :
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Vnelo,..2n, } 0= [z & ZV=f(EM)

L’étape de pondération (équation prédiction, paramétres d’innovation) consiste a poser :

2n, 2n,

~ ~ D ~ ~ ~ ~ w
m., = wagm) Z)fn) & P, = waIC) (Z)gn) —m,)( Z;n) -m,,) +0
n=0 n=0
n, - 2n,
~ ~ Y o~ ~ ~ ~ v
/ut+l = Zwr(zm) Z}(»n) & 1—;+1 = zwit) ( Z)En) - Iut+1 ) ( Z;n) - /ut+1) + Q b
n=0 n=0

ou les parameétres de pondérations sont donnés par :

" = A , @l :LJrcO, z" =g :;, Vne{l,.2n, |
(n,+1) (n,+ 1) 2(n, +A) '

Tout I’ingrédient étant présent on peut passer directement a 1’étape de filtrage.

3.3.3 Filtre Particulaire

Le filtre particulaire, que nous allons décrire dans le cadre du mod¢le (3.8), est une méthode
de Monte-Carlo séquentielle qui vise a propager une approximation de la densité

conditionnelle p(x,

de ce type de filtrage en particulier celui de poursuite de cible).

1), (les références [16] [11] [15] décrivent de nombreuses applications

Quel que soit le critére bayésien retenu, I’estimateur m, est calculable a partir de la densité

conditionnelle p(x,| /).

De maniére générale nous avons ;

t-1 t-1
p(xt,y’) p(xt’yt X1 N ) _ -
plxi|y)) === ———p(x| »)
r() Py
Py |x, i DpCe | XY
= oy y’_l) px | »i)
t 1
Alors par marginalisation on peut écrire :
p(y|xi v Dpx >y
p(x|y) = | ol pOe| i) dx
p yt yl

Dans le cas d’un systéme a dynamique markovienne, comme c’est le cas du modele (3.8),

cette marginale se simplifie de la maniére suivante :
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p(»| x)p(x,| x,)

p(x ylt): - p(x B yll‘—l)dx L
t j p(y,| ¥y ' ‘
p(y,|x,) -
- ;|t—[l J.p(xt| X )p(xt_l 2 l)dxt_l
p(yt yl )

L’intégrale ci-dessus n’étant pas calculable dans le cas général, on n’a pas de formule
t
Y1)

récursive explicite sur p(x,

3.3.3.1 Principe du filtre

Le filtrage particulaire, appelé aussi « Boostrap filter », est une méthode de Monte Carlo
séquentielle permettant d’approcher la distribution de probabilit¢ conditionnelle de 1’état
sachant les observations, au moyen de la distribution empirique d’un systéme de particules.
Les particules se déplacent selon des réalisations indépendantes a partir de 1’équation d’état,
et elles sont corrigées (pondérées) en fonction de leur cohérence avec les observations.

Les conditions de base nécessaire a 1’'implémentation d’un algorithme particulaire basique
sont :

e Savoir générer suivant la loi de transition de I’état p(x,| X))

e Savoir évaluer la fonction de vraisemblance p( y[| x,) en tout point de I’espace d’état.

Les algorithmes de filtrage particulaire consistent a remplacer la propagation de la loi

exacte p(x,| y/) par la propagation d’une approximation discréte de cette derniére, qu’on

notera p(x,| y;), qui est obtenue par tirages aléatoires.

De maniere générale, soit p(x) une densit¢ de probabilité associée a une variable

aléatoire X , soit {x(”,...,x(N)} un tirage (i.i.d) de taille N selon cette distribution. On
définit la densité empirique correspondante a ce tirage par :

1 N
p(x) = F; 5{x(n>}(x) >

Ou ¢ désigne la mesure de Dirac donnée par

5 () 1 si x=y
G(x) = :
b 0 si x#y

On suppose qu’on a une densité empirique correspondant a un tirage (i.i.d) de la densité de
V).

L’algorithme de filtrage comportera deux étapes: celle de « propagation» et celle
d’ « actualisation ».

probabilité p(x, | y/™") ; le but alors est d'approcher la densité p(x,
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3.3.3.2  Equation de propagation

L’équation de propagation correspond a la partie « prédiction » dans le filtre de Kalman, la
différence est qu’ici on travaille directement sur la formulation et la propagation de la densité
au lieu des espérances et matrices de var-covariance.

Posons
1 N
p(x., ylt_l):ﬁ;a{xf"s}(xf-l) (3.12)
On en déduit une approximation de p(x,| yi™').
Nous avons
t-1 t-1 o t-1
PG|y = [p(x,| x0) pCes| v dx = [p | x, ) Plx | v dx,
=p(x,|»)
Alors
1 1 1 -
A t_ A t_
DO\ ¥ = oG 3, by do =30 [0 80 vy
n=1
RN (n
=— x| x
sz( o X1

n=1
3.3.33 Equation d’actualisation

Cette étape est similaire a celle de filtrage dans le filtre de Kalman. En utilisant la formule de
Bayes nous avons :

»,

v =px,| y)p(y,

p(x,,y,

p(x, | v =pW,|x, i p(x, .

Y =p,|x)p(x,

De ces deux formules on déduit I’expression de p(x,| y{) en fonction de p(x,| y™") :

p(y,| x,) )
p(x,| )= 20]x). el JCA DY
P v
terme d'actualisation
Posons
~ r(y,|x) . Gy 1o py]x) & )
Bx, yf)=f—|;_1p<x, v 1)=—’—|,’_12p<x, XM,
Py, | N p(y, |y
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alors :

A t 1 Y
p(xt yl) = N;5{x§n>}(xt)a

ou {x}” o X )} est le résultat de tirage aléatoire (i.i.d) selon la loi p(x,| y!).

On résume ces équations de propagation et d’actualisation dans 1’algorithme suivant :

Algorithme 3.2 : Filtre Particulaire

Initialisation :
o1
" = Vne {L...N}
Soit {xé”,...,xém} un tirage (i.i.d) selon la loi p( x,).
(n=1)
Propagation :

(xi )™, v

On tire {xt(l),..., x )} , N particules selon la densité d’importance g( x,

Onpose: (x)™ =((x")",x")
Correction :

Calcul des poids d’importance :

(n)
~ p(x,
0" =

g(x"

x"Y p(y,| x™)

(i )™,

(n)

Normalisation des poids :

~(n)
m _ @
0" =—
>

t
i=1

On pose :

N
ﬁ(xt ylt) = Za)t(n)é‘{xl(n)}(xt)
n=1

Fin
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3.4 Exemples de simulation

3.4.1 Systéme linéaire

On considere le systéme linéaire suivant :

Xt+l =n/lt+l +FXt+Wn+l
Y =4, +G X, +V,

On conserve les mémes hypothéses du paragraphe (3.2). Pour un jeu de paramétre on va
donner la restauration par filtre de Kalman %, u signal caché x; en observant y;. On va
¢galement définir deux types d’erreurs de restauration :

1 < R 1 /T R
Err1=—2|x,—xt, Err, =— Z:(xt—x,)2
TT:] T T=1

3.4.1.1 Exemple 1 (cas de bruit gaussien)

Soit X,~ N(0,1), W,~ N(0,7%), et V,~ N(0,57).
On consideére que m, = a_cos(®, t?ﬂ) et 4, =a,sin(o, %[) , on simule les deux trajectoires

selon le systéme et on restaure par filtre de Kalman (filtre optimal).

Cas T =500, 77 =025, o, =10, ®, =5, a,=a,=1, F=0.5 et G=2

03 8

Figure 3.1 :Les courbe au-dessus représente 1’évolution de I’erreur de restauration du type
Err; enbleu et du type Err, en vert les deux en fonction de o .
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Figure 3.2 : Une simulation de trajectoire (a) pour o =0, (b) pouro = 0.25, (¢) pour o =0.5,
(d) pour o =0.75, (e) pour o =1, (f) pour o =1.25, (g) pour o =1.5, (h) pour o =1.75 et
(k) pour o =2. En vert le signal observé, en bleu le signal latent et en rouge la restauration
par le filtre de Kalman-Bucy.

34.1.2 Exemple 2 (bruit non gaussien)
Soit X,~ N(0,1), W, ~ Exp(A,), V,~ Exp(A,), m, = u, =0.

On donne un exemple de restauration par le filtre de Kalman (filtre sous-optimal)

Cas T=100, 2, =05, A, =1, F=05 et G=2
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o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figure 3.3 : les courbes au-dessus correspondent en vert au signal observé een bleu le vrai
signal caché et en rouge la restauration donnée par le filtre de Kalman.

Conclusion

Le filtre de Kalman donne d’excellents résultats dans le cas linéaire gaussien ; cependant, des
qu’on s’¢loigne de ce cas on n'a pas toujours de réponse satisfaisante avec les méthodes
classiques du type Kalman linéarisé. D’autres méthodes du type « filtre particulaire »
proposent une alternative intéressante, mais elles restent sensibles au bruit associ¢ aux
observations. Par ailleurs, ’approximation de la densité d’intérét par une densité empirique
discréte avec des sommes de Dirac ne semble pas toujours suffisante. Les méthodes dites « a
noyaux » donnent des résultats qui semblent meilleurs. Dans le cadre du filtrage particulaire la
dégénérescence des poids constituent un autre probléme important.
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Chapitre 4

Filtrage dans les chaines triplets mixtes a
sauts markoviens

Les modélisations avec des Chaines de Markov Cachées (CMC), Chaines de Markov Couple
(CM-Couples), et Chaines de Markov Triplets (CMT), décrites dans les chapitres précédents,
permettent d'estimer I'état ou les caractéristiques d'un processus, a partir d'une réalisation
disponible d'un autre processus dit « observé ». Dans ce chapitre on va se restreindre a 1'étude
d'un mod¢le triplet particulier ou le processus d'intérét et le processus observé sont a temps
discrets mais a espace d'état continu, alors que le processus auxiliaire (processus des sauts) est
une chaine de Markov a espace d'états fini. Cette chaine auxiliaire modélise les changements
de régime (les stationnarités) interne aux deux processus étudiés.

4.1 Modéle dynamique

Dans tout ce chapitre on considere le modéle triplet Z = (X,R,Y) =(X,,R,,Y,),.., oules X,

prennent leurs valeurs dans R“*, les Y, prennent leurs valeurs dans R, et les R, prennent
leurs valeurs dans espace d'état Q fini. La loi de Z est définie de la fagon suivante :

R={R, }teN est une chaine de Markov ;
Xt+1 = EH (RHl > Xz ) + H(Rt+l )VVHI ; (4 1)
Y =G,(R,X)+J(R)V,,

ou W =(W,),.,chaque W, prenant ses valeurs dans R” , V = (V,), .., chaque ¥, prenant ses
valeurs dans R? . Les composantes des processus W = (W,),., et V =(V,),. sont centrés,
X,

G,(R,X,), H(R,)) et J(R,) sont des vecteurs et matrices variables dans le temps ¢ en

teN

indépendantes, mutuellement indépendantes et indépendantes de X, e R ; F_ (R

t+1°

fonction des réalisations du processus d'intérét et du processus auxiliaire.
Le graphe orienté représentant les dépendances entre les trois processus est donné a la Figure
4.1..
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Figure 4.1 Graphe de dépendance du modele (4.1)

Posons S = (X, R), qui est donc le processus « couple » caché. De maniere immédiate, vu les
hypothéses sur les processus W =(W,),.. et V=(V,),., on constate que le triplet
Z =(X,R,Y) est un processus de Markov.

Proposition 4.1:

Soit Z =(X,R,Y)=(X,,R,,Y,),. processus triplet vérifiant les hypothéses ci-dessus. Alors

(a) Les processus S et Z sont de Markov ;

(b)(X|R) de Markov;
(c)VTeN ,ona
T-1
(@) POy = pGrf | | Pl
t=0
T
i pOolso) =] [ prls)
t=0
(d VteN,ona
(1) p(sz+l|st) = p(xz+l|xt’7;+1)p(r;+l|r;)

(11) p(Zt+1|Zt) = p(yt+1|St+1 )p(St+l|St)

4.2 Filtrage

Le probléme du filtrage dans le cadre qui nous intéresse ici consiste a estimer a chaque instant
"t" laréalisation des deux variables non observées R, et X, a partir des données observées

¥, Dans ce but, dans un premier temps on se propose de calculer la densité a posteriori dite
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«de filtrage » p(sé‘y(’)). Ainsi que nous allons le préciser, il y a en effet un intérét

algorithmique a calculer de maniére récursive dans le temps cette quantité.
L'utilisation classique de la régle de Bayes nous permet de montrer la récurrence suivante :

t+1y p(zt+l|Zt)

p(yt+ly0)

p(s

L) (4.2)

Posons Q =1{4,,..., A |. Soient p, et ® = {19,.’ j} respectivement la probabilité initiale

(i, j)ell,..K |
et la matrice des transitions de la chaine (Rt )le v » qui sera supposée homogene. On s'intéresse

au calcul récursif des trois densités marginales suivantes : p(xt+1| iy, p(rm| i) et

t+1

p(x,+1| Yo ), dont 'intérét dans la résolution du probléme de filtrage sera montré par la suite.

e Calcul de p(x,+l| et
Ona VteN :
p(xt+1| r()Hlﬁy([)): Ip(xt+1| xt”/'t+1)p(xz| r()t:y(t)) dxt (43)
p(y[+1| ’,.OHl’y(l)): J.p(yz+1| xt+1=rt+1)p(xz+1| rOHl’y(t)) dxt+1 (44)

Alors nous pouvons écrire:

t+1 t+1

ey p(xt+l’yt+l| 7o s Vo) _ p(yz+1| xt+1”/}+1)p(xz+1| Vo)
p(xz+1| o Vo )_ -

t+1 t+1

p(yz+1| 755 Ye) p(yt+1| s Y)
4.5)

J.p(xtﬂ |xt > rt+1 )p(xt r()t > y(t)) dxt

t+1

= p(yH—l |xt+l’rt+l) ;
I Ky s Vo) dx,,

PV |xt+l T )P(X,

t+1

e Calcul de p(l’t+1| Yo )

Nous avons Ve N :

yt+1)_ p(rt+l’yt+1 r()ti'y(t))
0 =
Zp(rmaym rot,yé)p(rot| o)

I}{H EQHZ

t+1

p(r,

p(ry| )
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t+1

Pl P
- () (4.6)
D Pl vl pv)
r({HEQHZ
Alors nous pouvons écrire:
Pl v = 2 P ¥ (4.7)
ieQ!
e Calcul de p(x,,| y5")
Ona VteN :
t+ly t+1 t+1 t+1 _ t+l
p(xz+l| Yo )= ZP(”O |J’0 )p(xz+l| Ko Yo ) (4.8)
rOHIEQHZ
Remarques

- Les égalités (4.3) et (4.4) ne sont pas toujours possibles a développer, le calcul analytique
des intégrales qui s’y trouvent n'étant pas toujours possible. Cependant, on peut faire appel a
des méthodes d'approximations numériques. Dans le cas particulier des systémes linéaires
gaussiens (conditionnellement aux sauts), comme on va le voir par la suite, ces quantités, qui
correspondent aux équations de la partie « prédiction » dans le célebre algorithme " filtre de
Kalman", peuvent étre calculées explicitement ;

- Le calcul dans (4.5) et (4.6) peut se simplifier selon la nature des deux densités définies dans
(4.3) et (4.4). Dans le cas des systémes linéaires gaussiens (conditionnellement aux sauts),
cette expression permet d'extraire les équations de la partie « filtrage » de 1'algorithme "filtre
de Kalman".

On constate a partir de (4.7) que le calcul de la quantité d'intérét a l'instant "z +1", nécessite
d'effectuer une série d'opérations dont le nombre est une fonction en "K' ". Au niveau
algorithmique un tel calcul représente un obstacle qui devient rapidement insurmontable
lorsque ¢ croit. Ainsi que 1’on va voir par la suite, pour y remédier les méthodes de Montes
Carlo séquentielles - qu'on appelle communément les méthodes de « filtrage particulaire » -
peuvent permettre d'approcher convenablement ces différentes lois de probabilité tout en
gardant 'aspect récursif du calcul en fonction du temps.

Finalement, le schéma du filtre st le suivant

p(rs] o) p(xa| 7 vo) p(ry"| vy

prédiction

filtrage
t+1 t+1 t+1 )

p(xt| r()t’y(t)) p(yt+l| o ’y(;) p(xt+l| o 5 Yo
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4.3 Modéle gaussien

Ainsi que nous allons le voir, dans le systéme linéaire gaussien, qui est 1'un des modeles
classiques les plus simples, les différentes équations du filtre se simplifient de manicre
remarquable et les différentes quantités sont calculables explicitement.

On reprend ici le modele (4.1) avec des bruits gaussiens. Ces distributions offrent un avantage
d'étre caractérisées uniquement par deux parametres: la moyenne et la matrice des covariance.
Les seules propriétés des vecteurs aléatoires gaussiens que l'on utilisera sont classiques et
leurs preuves complétes peuvent étre trouvées, par exemple, dans [38], [39].

: 1 d 4 d
On notera dans la suite x'=(x',...,x“*) le transposé d'un vecteur x € R~ .

Les processus X,, W, et V' considérés maintenant sont mutuellement indépendantes, leurs
caractéristiques sont les suivantes:

o Les processus V ={/,, T>t>0} et W=1{W,, T>t>1} sont gaussiens centrés et
indépendantes de matrice de covariance respectivement:

c’ =E[W, W

t+1 t+1 t+1

1, C/=E[V,V,],pour t>0
e X, estun vecteur gaussien de moyenne et de matrice de covariance :
m, , CF=E[(X,-my)(X,—m,)]

En notant N (m,T) la loi gaussienne de moyenne m et de matrice de covariance I', on a
alors:

(4,x), H(A) C[;; H'(A)

t+1

p(‘xt+l|xt =X = ﬂ“] ~ '/V(Ft

+1

P lx, =x,1,=&) ~ N(G,(&,x),J(&) C J'(£))

On suppose que pour tout x € R* ona:

Fo(A;,x)=4,,(A)x+b,,(4,) vjell,...K}
G,(A,x)=D,(A)x+e, (1) Viell,.,K}
Posons :
VteN m =E[X,] e P=E[X,-m)X, -m,)]

On consideére les notations suivantes :
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m ()= E[X,| 1§, v} et B(ry) = EL(X, =, (i) )X, = (1)) 73, 7]

t+1’y0] et +1( Hl)_ E[(Xt+1 t+1( Hl))(XHl t+1( Hl))' ’/E)tJrl’y(t]]

t+1

Ay (7, Hl)_ E[ t+1| Hla)’o]aet (7 Hl)_ (Y — £, (7 Hl))( ot~ H (7 Hl))'ro

i, (") = E[X

t+1

Vo)

Les équations du filtre de Kalman se calculent alors de la fagon suivante.

A partir des deux formules intégrales (4.3) et (4.4) on déduit les équations de prédictions
suivantes:

t+1( Hl) At+1(’;+1)n_/lz(7z)t) +bt+l(rt+1)
(4.10)

P (™M= A4, ) B A, () + H(r, ) CLH (),
et

/ut+1( t+l) Dt+1( +1) mt+1( Hl) + et+1(7;+1)
(4.11)

t+1( t+1) D, (7)) +1( t+l)D;+1(’?+1)+J( ) C z+1 ( h)

Comme le vecteur couple [(X,,,,Y,, )| rt,yi] est gaussien, le vecteur aléatoire

t+1

[X ,+1| 1 it est également gaussien et ses paramétres sont donnés par :

m,, (7, M) m,, (1, Hl)"' 1€ +1] (Vo = Ho (7 Hl));

1 D 1 YX
+1( H) 1)t+1( H—)_i_ t+1 [ +l] Ct+1’

avee
t+1 _[C+1]' E[(X t+1( IH)) ( t+1 /ut+l( t+1))| t+1,y0
:E (X Hl( t+l)) (Xt+1 t+1( t+l))Dt+1( 1)| t+1’y0
l+1( t+1)Dt+1(rt+l)7
et

Ct{ryl E[( t+1 :ut+1( Hl)) ( t+1 :ut+1( Hl))| t+1’y0
=T (™).

Alors nous avons:
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t+1 (]Hl)_ t+l( t+l)+ t+1( HI)D;H( +l) [ t+1( Hl)]_l (yt+1 /ut+1( t+l))
(4.12)

Pai™) =B (™) = Bt Dy () [T 8T Doy () (B ) (™)

Si le processus auxiliaire est une suite déterministe prédéfinie, ou aléatoire mais dont la
réalisation est accessible (observée), alors (4.10), (4.11) et (4.12) correspondent
respectivement aux étapes de prédiction et de filtrage dans l'algorithme du filtre de Kalman

classique. Pour une séquence {r, }tho fixée, la solution donnée par le filtre est optimale (au sens
de I’erreur quadratique moyenne).

Dans le cas ou la réalisation du processus auxiliaire est latente (cachée), on a besoin de
'), ou du moins donner une approximation

calculer a chaque instant les probabilités p(7,
convenable. Utiliser directement la récursivité proposée dans (4.6) n'est pas possible, car cela
consiste a faire tourner l'algorithme de Kalman pour toutes les séquences possibles de la suite
de variables R, , c'est-a-dire les K'*' possibilités. Rapidement, lorsque 7 croit, cela rend

cette expression inexploitable (le nombre d'opérations et I'espace de stockage nécessaire au
bon fonctionnement de l'algorithme croissent exponentiellement), et ceci méme dans un cas
simple, celui des systémes linéaires gaussiens.

Nous proposons d'approcher cette densité en utilisant deux méthodes de type différent. La
premicre approximation, classique, sera donnée par l'algorithme de filtrage particulaire. La
seconde, qui est nouvelle et qui constitue un apport original de la présente theése, est fondée
sur une exploration sous contrdle de l'arbre déterministe représentant toutes les réalisations
possible de la chaine R. Comme on va le détailler par la suite, ce dernier algorithme consiste
en ¢limination de toutes les séquences qui contribuent faiblement a la construction de la

densité p(r, | ¥,) - Cette élimination va utiliser un seuillage des probabilités a chaque niveau

de l'arbre (a chaque instant "¢ ") .

On commencera par rappeler brie¢vement le principe du filtrage particulaire dans le cadre du
présent modele.

4.4 Filtrage particulaire

La méthode de filtrage particulaire consiste, dans le cadre du modéle considéré, a proposer un
estimateur convenable pour la densité p(r, ‘ ¥s) sous la forme d'une somme de masses de
Dirac pondérée [2], [6], [10]. On approche donc la loi discréte p(.‘ ¥,) par la loi empirique

obtenue a partir de N réalisations d’une variable selon la loi discréte que 1’on cherche a
approcher. Nous noterons :

N
vl —%25 . (ro, (4.13)

n=1

lA’N(rot



Cette approximation se justifie par la loi des grands nombres : lorsque N tend vers I’infini, la
suite f?N(.‘yé) tend (en loi) vers p(.‘y(’)). Le support de f)N(.‘y(’)) sont les « particules »

{rl’?t} _, ; propager une telle approximation dans le temps de maniére récursive nous impose
it )n=1
de choisir le support de cette densité de fagon cumulative au cours du temps, c'est-a-dire :

frn = o d v e (4.14)
D'autre part on a :

t+1

t+1 t+1 _p(yt+l| ) ,yé)p(”;+1| I"t)
p(r, | Yo )= ;
p(yt+l| yO)

p(r| vo) (4.15)

Cette équation est la formule récursive principale pour propager la densité d’intérét.
Cependant, la simulation directe selon p(r, ‘ ¥,) est rapidement impossible lorsque ¢ croit ; en

effet, la condition de récursivité (4.14) n’est pas vérifiée. Le probléme est contourné de la
maniére suivante. Il est possible de simuler des particules selon n’importe quelle loi g sur

. - p(r5|v) ,
Q"' a condition de multiplier (4.13) par % En effet, lorsque les particules sont
0
p(ry|yg) &
simulées selon g et lorsque N tend vers l’'infini, la suite ﬁZé{rm}(ro:t) tend
q\ry) =t

également (en loi) vers p(.|y,). Le probléme est alors de choisir ¢, qui sera appelée « densité

d’importance », de maniére, d’une part, a ce que ¢ soit le plus « proche » possible de p(.‘ o)
d’une part, et qu’elle vérifie (4.14), d’autre part. Pour satisfaire la premiére condition on

prend alors ¢ qui dépend des y; ; on pose ¢(.) = q(.‘ ¥,) - La deuxiéme condition est remplie

dés que g(.|y,) vérifie

t+1

o) =q(r,

q(r o) (4.16)

t+1

v,) admet g(r ‘ ¥;) comme distribution

t+1

ce qui est équivalent au fait que la densité g(7,

marginale. Cela est vrai si nous restreignons notre choix de densité d'importance aux
fonctions qui se factorisent sous la forme suivante:

t+1
a(ry”| v =a(| vyl Tat| ™ ve) =aC| rs.ve™") a(r| vo) (4.17)
s=1

Comme noté ci-dessus, les particules simulées selon q(.‘ v,) doivent étre pondérées par « les

poids de pondérations » données par
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[+ p( t+1 t+l)
1) h +1] e+ (4.18)
q(ry" |V
On déduit de (4.14) et (4.17) la récurrence suivante:
7" s al 7 t+1
(i) = POl 1y (| 1) o) = w0, x () “[[e.. (4.19)
p(yt+1| yo)‘]( t+1| r09y ) s=0
avec :
_ POl 5y p(a| 1) _ po| )p(y)
PGl yaal DT pGOa] ve)

Dans le but de faire disparaitre le terme p(yt+1| v,), une normalisation des poids est
suffisante.

Finalement, pour obtenir {1;)(",11}51 a partir de {ro("Z} _, ontire N particules (i.i.d) selon la
loi.

Vne{l,...,N} t+1 [+1| (ro)(n)vy(t)ﬂ)a

et on pose :

~m W { (n)} {~(n> }N
{r031+1 }n 1 rO t )n=1 U rl‘+1 n=l"*

1 o -
D'autre part on a a((ry )") = N pour tout n dans {1, v N } Les pondérations @', sont alors

t+1

obtenues, pour tout i dans {1, v IV }, par:

( )
(l) _ w((~t+l)(1)) t-l*—l

t+1
E (n)
t+1
p(yt+l| Ntill),(rb )(l) yO)p(Ntill) (i))
(n) (n) N( ) ( ;
qG] )"y E:P(ym ()" ) P | )
0

t+l 7y0 N(n) (ro )(n) y(t)+1)
5

t+1

On pose :

Py(n, z+1| AE zwt(fl) 5 (7 >) dr,.;)

n=1

t+1

On tire les particules support { ,+1)(”)} suivant la densité marginale p, (r,,,| »;

=1
On en déduit 'approximation de la densité de filtrage a l'instant "(z +1)" :
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N
pN( t+1| yt+l =%Z5 ,H)() (d t+])

n=1

avee |

m W { (n)} { (n) }N
{7"0 t+1 }n 1 7"0 t )n=1 U rHl n=l1
Remarque

Le choix de la densité d'importance doit se faire de telle maniére que les poids d'importance
non normalisés soient bornés [5], [6]. La densité la plus convenable doit tenir compte de
l'information apportée par toutes les observations jusqu'a l'instant présent. Justement dans
notre modele un tel choix optimal implique que 1'on fasse des tirages a l'instant "(z+1)",

(n)

selon la distribution p(r t+1| r'",v,,,). Un choix plus simple pourrait étre le tirage selon

| "), choix qui serait donc sous optimal car il ne tient pas compte de l'observation a

t+1

l instant présent y,,, .

Un autre probléme li¢ a la dégénérescence (décroissance vers zéro) des poids d'importance
peut étre observé lorsque le temps augmente. Pour y remédier il y a d'abord le choix de la
densité d'importance qui doit étre le plus optimal possible. Sinon il y a des méthodes dites de
rééchantillonnage, dont l'idée principale consiste a éliminer les particules de faibles poids et a
augmenter celle d'un poids plus grand.

4.5 Approximations fondées sur I’exploration de l'arbre
des réalisations.

Nous présentons ci-aprés une famille d’algorithmes originale de filtrage qui permet de
construire des approximations de la densité p(r, ‘ ¥,) de maniére récursive dans le temps.

4.5.1 Filtrage par I’exploration de I’arbres des réalisations

Le probléme est de donner p(r; ‘ y4) & partir de p(7;”'[v5"). Nous proposons trois méthodes

de généralité croissante.

Soit p(r v

Méthode 1

Considérons la suite (L,) donnée par
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Ly(1) = Pl p() s et L) = D p(y, .

-1 _yt
g €Q

ry v )l ) pn”

et la probabilité (¢,) définie sur QQ par

N L(A
(=
D L)
weQ)
Considérons la suite d'ensembles suivante:
VieN A = ia) eQ / @d=arg max [4, ()] }
et
) E— —, S
p t y() - Ca}’d(A(;naX)) A(;nax) t

On pose alors

t
p(r| v =[1p0)| »)).etona p@r| yi)=a,()

j=0
Méthode 2

On considére les mémes suites (L,), (&,) que dans la Méthode 1. Soit ¢ € [O, 1] fixé. On
définit la suite d'ensembles suivante:

VieX, A?={0ecQ/ 4(w)2q }
et

(| vo)= g(r()) 0, (1)

weA(‘”

On pose alors

t
| yo)=[120] ¥, etona p(r| vy)=a,(r)

j=0
Méthode 3

Considérons la suite (L,) donnée par
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Ly(r) = p(yo|r)p(ry), L, (1) = p(p,|ry» vo D p(rlr) b(ry ve )

et la probabilité (@,) définie sur Q"' par

Vi, eQ™, 4 ()=

Soit g, €[0,1] une suite déterministe décroissante qui vérifie( K xg, < ¢, ). On définit la
suite d'ensemble suivante:

t

VieN, 29 ={a Q" /& ()24, |

et

1_7(V0| yo):W 55541) (75),

On pose alors

p(r| yo)=é,(ry). etona p(r| yo)= D p(r| ;)

r(;’l Q'

Ainsi dans les trois méthodes détaillées au-dessus on consideére les approximations
P(”t| yé)zﬁ(’ﬂ Vo) et p(rO‘| yé)zf?(ro’| v,), fondées sur une exploration contrdlée de

l'arbre de toutes les réalisations possibles de la chaine. En d'autres termes, elles sont fondées
sur 1'¢limination des trajectoires les moins probables en progressant dans le temps selon la
contrainte choisie. A chaque instant la taille de l'espace d'état dépend du critére de sélection et
du temps.

Le filtrage particulaire est également fondé sur l'exploration de l'arbre des réalisations
possibles de la chaine [20], [21], mais cette exploration se fait a travers des tirages aléatoires.
Généralement dans ce type de technique la taille du support de la densité (nombre de tirages
effectués a chaque instant) est fixée au début de l'algorithme, contrairement aux méthodes
alternatives que nous proposons ci-dessus, ou la taille du support est variable est dépend de la
contrainte choisie. Dans ce cas, comme on va le voir, le support peut étre plus riche.

Des simulations comparant la Méthode 1 avec le filtrage particulaire sont présentées dans la
sous-section suivante.

L'expression (4.8) nous permet de déduire les parameétres de la densité p(x,| v,) delaloia

posteriori, a savoir la moyenne et la variance. En posant

m, = BE[X,

ft

vil.et P, = E[(X,~m, )(X,~m, )

Yol
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nous avons:

my, = Y (| v )

t t+1
1y €Q

(4.20)
Bl= D p] v B+ m, () m o)) —my m

l’(; EQHI

On propose alors deux estimateurs de ces quantités ; le premier en utilisant 'approximation
particulaire et le second utilisant le nouvel algorithme, correspondant a la Méthode 1.

Dans l'approximation particulaire on a

p(x, )(n)’yo)

) = Zm(%\yo)p(x

I EQHI

i y= Zp(x

ce qui donne

i = ()

B =y B ) ) ) )= )

Dans l'approximation fondée sur 1’exploration déterministe sous contrainte on a donc la

démarche suivante. Soit ¢ €[0, 1] et, pour tout 7 dans &, AY = ® A'? . Alors
pCx| vy = D pes| (| v = D pGs| (x| 7).,
r(; et rﬂl EA(['I)

ce qui donne

A(Z) Zp(ro| Vo) 1, (7y)

reAl?)

(2) = Zp(ro| Yo (P(r0)+m (r0) m, (ry)") — A(Z) (m(z))

7 EA('I)

Rappelons le schéma du filtre utilisant le filtrage particulaire :

Yo

t+l| z+1

1
p("ot| Vo) p(x | 1 ve)
__ prédiction SN ¢ _ML&_)

p(xt| r0[7y(t)) p(yt+l Hlayo) p(xt+l rOHIDy(t)H)

85



L’estimation des sauts cachés est alors effectuée par:
7, = argmax([p(r,| y;)D.,

et la restauration du signal caché a l'instant ¢ sera effectuée par deux estimateurs différents
suivants:

%" = ELX,| iy, y1=m, (7)),

ou

5 =ELX| yil= X pGo| y) ELX | rg.vi) = 3 G| vo)m, ()

e e

Pour X ~A4(m,,F,) et p(r,) = p, donnés on va décrire les différents algorithmes.

Algorithme 1 (filtre particulaire)

(t = 0) (Initialisation)

Etape (0)

- Ontire N particules selon la distribution initiale g(r,) = p, .

> Onpose: Viell,.,N} @’ =% :

(t > 0) (Récurrence)
Etape (1) (Filtrage Particulaire SIR)
2> Pourie {l,...,N } , on fait un tirage (i.i.d) (actualisation)
70~q(r] 70, 3,,) Onposealors: 7P ={r¢ .70}

t

2> Pourie {l,...,N } , on calcule les poids nécessaire a ’actualisation a 1’étape 't ':

e el »
I AR XA ) . N
@,"” oc o on normalise les poids @,” = —
Q(rt| To:0-1- Yo Zﬁt(j)
j=1

Les paramétres de la densité gaussienne p( y,| 79 y,.,_,)sont donnés par les équations de

prédictions de l'algorithme du filtre de Kalman).

2> Pourie {1,..., N }, on fait un tirage (i.i.d) (ré échantillonnage)
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N
) )
rt(l)Np,v(rt| yl:t):zwt(l 5,["')

n=1

alors
O _ {0 L0
U {”1 151 }

N
p| i) = by (] po.) =% 28 (dr)

n=1

Etape (2) (Filtrage de Kalman)

> Pouriel{l,.

et p(x, | 1. v,.,) respectivement par filtre de Kalman

,N} on calcul les paramétres des densités p(x,| 7, ¥o...)) s P(V,| 70 Vo)

Etape (3) (Estimation d'état caché)

=> Pour le processus des sauts on a p(rt| Vo) a’(r)=p, (r,| V,.,) etalors:

7, = arg max{df” (7, )}

7

=> Pour le processus d'intérét on peut proposer deux estimateurs possibles:

N N
~(2 n A (1 n ~A(1 A 1
A =L D EX | v A=A 2w ) et 20 = ELX| A v =m0 )
n=1 n=1
t =t+1; Retour al'étape 1.
Fin.
Les équations du filtre fondé sur la Méthode 1
Le schéma de ce filtre est le suivant:
. ) p(xz+1| s o Vo) o)
v, =argmax (a,” (r,)) ! = argmax (&,;, (7,,,))
I T141
i/ prédiction p(yt+l | s rO , y([)) filtrage \L
A At+] 1
px| 7, v) v Pl 7w
PE)
t+1| yt+ t+1( t+1 )_

On considere les notations suivantes:
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2 2 o~ e n
t(+f( ra)=E[ t+1| TasTosYol et Pzil) )= E[X,, - t(+1) (DX — fﬁ +1))'| TrsTo> V0]

,ut(+21) r) = E[ z+1| Teislosol et 1—‘z(+21) ra)= B[, ﬁt(-fl)( N ,Ut(+21)( +1))'| Tt To5 0]

ity = E[X | 7700 et B =E[X,, —miX,, —m3)| 7]
Les équations de prédiction et de filtrage sont les suivantes:
Prédiction:
t(fl) +1) = A( +1) 2 (2) + bt+1 (rt+1)
“4.21)
Pt-(lj)( ) = A( H—I)P(Z) A (r)+ H( t+1)Ct+l '(7”;+1)9
et
2)( ) =D(r, +1)mt(-fl)( ro)te(r,)
4.22)
Ft(-fl)( i) = D(”z+1)PzEj)( z+1)D'(rz+1) +J(r,) Cz+1 J'(’”z+1)
Filtrage:
1| y1+1 A(zl)( )= t+1| r)p(yt+1| t+l’r0’y(t)) (4.23)
n [CONE N .
Zp( t+1| y )p(yt+l| t+19r0 9y(t))
’}+IEQ
2 t(fl) = mt(il) ( +1) + Ptfj) ( t+1 ) D'(’;Hl) Ft(fl)( t+1 )]71 (yt+1 t(+21) (rHl ) )
(4.24)

PO = B0,y - BOG,) DGy TGN DG (BD) )

Algorithme 2 (Méthode 1)
(t = 0) (Initialisation)

Etape (0)

> Vke{l,..,K} on calcul les paramétres des densités v, (v,) = p(», | o=4,) .
N(Z)(l )=D(A)m, +ey(4;)

L7 (4) = D(4) P, D'(4)+J(4) Cy T (4)
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> Vke{l,..,K} oncalcul les coefficients Forward :

&éz)(ﬂk)=p(r0 =/1k| Vo) = Kpou“k) Wg(yo)
> pe() wi(vy)

- Estimation de I'état du processus d'intérét et celui des sauts :
AR 5(2) _ ~(2)
7, = arg mr?x{ao (VO)} = arg 1&12))({0{0 (/'t)}

3P =m? =my+ P, D'(F) [TPE)1 (v - B (R))

P® =P~ P, D'() [TP(#)]" DG) P,

(t > 0) (Récurrence)

Etape (1)
> Vke{l,..,K} On calcul les paramétres des densités :
0 (x)=plx,| r, =277 v5) 7D =pW| = AR
Données par les équations (5.14) et (5.15), respectivement.

> Vke{l,...,K} On calcul les coefficients Forward @*(1,) données par I'équation (5.16).

Etape (2) (Estimation)

- On donne I'estimateur de 1'état du processus des sauts:

>

7, = arg m}gx{dfz) (r, )} =arg n}i)x{&’m (/'t)}

= On calcul les paramétres de la densité ¢3, (x,)= p(xt| 7y, ,) données par 1'équation (5.17).
-> Pour le processus d'intérét on propose alors 1'estimateur :

X2 =m? = E[X,

t

7y o]

t =t+1; Retour al'étape 1.
Fin.
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4.5.2 Expérimentations

On considere le systeme linéaire et gaussien avec (d,, = d, =1) suivant:

X = bt+1 (Rt+1 )+ A(Rm ) X, + H(Rm) w,

t+ +1

(4.25)
Y =¢,(R)+D(R) X, +J(R)V,

Avec, pour tout naturel ¢, E[X,]=E[W,

t+1

1=E[V,]1=0et E[X;]=EW.]1=E[V’]=1.
R une chaine de Markov homogene, stationnaire, et prenant ses valeurs dans 1’espace a deux
états Q) = {ﬁl, A, } Sa loi est donnée par la loi initiale p, =(7,,1—7,) et les probabilité de
transition:

p(r2| rI:rz):l—p(r2| n#ER)=1-60 (4.26)

On considére les notations suivantes: Ve N ,V1eQ, e (1) =e(t, 1) et b (1) =b(t,A), et on
supposera dans toutes les expérimentations que

A(2y) =—A(4) = a,

D(4,)=-D(4)=d,
(4.27)
H(4)=17,, H(A4)=1,

J(4)=0,, J(4)=0,.

Finalement, dans ce qui suit, on supposera que e =5b=0. Cette hypothése rend le modéle
assez bruité car les modéles conditionnels aux sauts correspondant aux deux valeurs de
Q={1,,1,} ne se différentient que par des variances et des corrélations.
Finalement, nous considérons le modéle suivant
Xt+1 = A(Rt+1) X[ + H(Rt+1) VVHI
, (4.28)
Y, =D(R) X, +J(R)V,

avec A,D,H,J définies par (4.27). L’objet de notre étude est de simuler, pour différentes
valeurs des parametres, les trois trajectoires du modele et de restaurer les processus cachés en
utilisant des algorithmes de filtrages vus précédemment.

Partant d'une réalisation y du processus Y on cherche donc une estimation des deux
trajectoires » et x réalisations des deux processus R et X . Les trois processus ¢étudiés sont
corrélés suivant le systeéme linéaire et gaussien (4.25). On va étudier 1'évolution de 1'erreur de
restauration en fonction de la variation des parametres:

On considere 7 =100 et on étudie deux algorithmes de filtrage suivants :

(i) Le filtre particulaire, qui sera noté FKP ;
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(i) Le filtre fondé sur l'exploration de l'arbre des réalisations, not¢ FKA (A pour
« alternatif), qui est « Algorithme 2 » fondée sur la Méthode 1 de la sous-section
précédente.

Les erreurs seront mesurées par

100 100 , 1/2
Erry=Y 1, (en%), Ern, =ﬁ{z(xt ~%) }

=1 =1

Notons que le temps d'exécution de FKP dépend uniquement du nombre de particules choisi,
le choix des autres parametres ne joue pas de role. En moyennant sur plusieurs trajectoires
pour différents parameétres on obtient la courbe présentée a la Figure 4.2.

L'evolution du temps d'execution de l'algorithme F.K.P en fonction du Nombre de particules
250
I I I I I I

200

Deltag(Secondes)

I=3
>

50

\ \ \ \ \
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

N
p

o \ \ \

Figure 4.2 L’évolution du temps A, (F K .P) d’exécution de 1’algorithme FKP en fonction du
nombre des particules. Le temps A, (F K .A) d’exécution de [D’algorithme FKA est
A (F.K.A)=0.15 secondes.
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On considére le cas o, =0,=0, a=05,d=-2, 0= p(r2|r1 #r,)=0.1, et on compare

l'erreur Err, dans les cas des deux algorithmes en fonction de 7, et r,. Les différents
résultats sont présentés sur les Figures 4.3 et 4.4.

F.Particulaire/Kalman F ArgMax/Kalman
0.4
0.3
b
0.2
0.1
0
I F Particulaire/Kalman (7 PK) < Er (FAMK)
F.Kalman -
L] - I e, FPK) >= Em(FANLK)
e i
I i i i i
| | | | |
|
2 T
|
|
15+ -
~ |
£ I
s -
|
|
05k _
|
|
0 |

Figure 4.3 L’évolution de l'erreur Err; dans les cas des deux algorithmes en fonction de 7, et
T,.

Kalman

— + - ArgMax/Kalman

C e -

C e -

C e -

C e -

—— Particulaire/Kalman
—

——

——

—

Err,

Figure 4.4 L’ évolution de l'erreur Err, dans les cas des deux algorithmes en fonction de 7, et

T,.
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Nous donnons ci-dessous 1’évolution de Err, en fonction du nombre des particules ; on
constate que dans le cadre de notre expérience il n’est pas nécessaire d’aller au-dela de 350.

——En(FK.
——Er(FK
@ (b)
0.05 : 0.05 T
0.04 | 0.04
~_ X 950
| - | sl \ ¥:002729
- \ Y:002318 = T
w 1 w X 500
ol — e 0.02¢ ¥:000563
X 500
il Y:0,01946 | il
| | | | | | | | | L L L L L L L L L
100 20 300 400 500 600 700 80 90 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
N, N
©) (d)
0.05 T 0.05 T
0.04F b 0.04- 1
X 950 e X 950
\ Y:002887 - v
0.03 T~ B 0.03- X500 "B
_ e, 1 — Y:0.03373
.E X:500 ut_l
002+ L 1 002t
001} : 001
1 1 1 1 1 1 1 L L 0 L L L L L L L L L
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
N N

p p
Figure 4.5 L’évolution de l'erreur Err, dans les cas des deux algorithmes en fonction du
nombre de particules

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Erry(FKP) | 7% 7% 15% [16% |19% [18% [14% |[10% |9%

Erry(FKA) | 10% [11% | 13% [16% |18% |18% |14% |11% |9%

Tableau 4.1 L’évolution de l'erreur Err, dans les cas des deux algorithmes en fonction de

t9=p(r2|r1 #r,),avec a=05,d=-2,7,=2,et7,=02.

Nous notons que les différents résultats sont comparables, avec parfois un léger avantage a
FKA. L'intérét de ce dernier par rapport a FKP réside donc surtout dans sa vitesse
d’exécution.
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4.6 Approximation fondée sur la mémoire longue

Dans ce paragraphe on va proposer deux approximations du modele initial (4.1) et on
comparera les résultats obtenus avec les résultats donnés par le classique filtre particulaire.

L’idée générale est de remplacer la loi du couple p(r,,y;), qui n’est pas connue dans le cas
du modele (4.1), par des lois manipulables. En effet, le calcul de la quantité p(rt| V), en

théorie peut se faire de manicre récursive dans le temps en utilisant la formule (4.7), mais en
pratique elle est difficilement exploitable et on fait appelle a des algorithmes du type filtre
particulaire, qui permet la propagation d'une approximation de cette derni¢re. Notre démarche

consiste a se restreindre a des lois p(r,, y,) de forme particuliére ou le calcul des quantités
p(rt| ¥,) reste possible, méme pour ¢ grand. Plus précisément, nous allons considérer pour
les lois p(r,,y,) laloi dune CMC-BI, et la loi d’une CMC-BML étudiées dans le chapitre 2.
Rappelons que dans le cas d’'une CMC-BI p(r;,y,) s’écrit :

p(s.y0) = )| 1) = pD[ ] pW)] 7).

=0
On a alors:

p(yz+1| rt+1)zp(rz+l| rt)p(rt| y(t))

(| v = G (4.29)
t1| ’ Zp(yt+l| rt+1)zp(rt+l| rt)p(rt| y(t))
Dans une CMC-BML p(7;,y,) s’écrit
t -
p(ry,v0) = p(r ) py| 1) = PG pvo| [ [ 2W;| 755987,
j
eton a:
PO | 700D P| 1P| h)
plra| o) = ¢ (4.30)

Y P )Y PG| TR YY)

41 1

Notons que les deux approximations proposées sont notamment utiles dans le cas ou les
parametres de la chaine des sauts ne sont pas connus. En effet, ainsi qu’exposé dans le
chapitre 2 on peut alors faire appel a des méthodes d'estimations itératives du type ECI qui

permettent d’estimer, dans le cas gaussien, tous les paramétres de la loi p(7;, ;) -
Nous avons

t+1

VtEN p(xt+l’rt+l| y(t)+1):p(7/'t+l| y(t)+1)p(xt+l| rt+l’y0 )
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Alors:

P 3= X = Al 5] 7 =S @D

On a:
PG| rs ) = [POea] xr) PG| 1as ) d, (4.32)
POa] ) = [PGe| Xora (x| 1) d, (4.33)
PO Fos¥0) = [Pl Xt ) PGa| s 0) dv (4.34)

) dx,, . (4.35)

p(yt+l n ) = jp(yt+1| X0l )p(xt+l

D'autre part:

K
POl Ty D POl 1 =200 = 2] vo)
o)== =L (4.36)
D | T = Ay 2 Py = 4| 1= 20 p0y = 4] vo)
=1 k=1

p(rt+l

On définit alors les probabilités suivantes:

K
p(yt+1| rt+1)zp(rt+l| n=2)p(, :/1i| y(t))
i=1

O] v =— : (4.37)

z p(yt+1
=1

K
T :/Iz)zp(’”m :/11| n=4)p(1 :ﬂk| o)
k=1

et
X1 T : KXo Ven| Tiaro t
P(x;+1| ’”may(t)ﬂ):p( 121141 yt+l|ty0) _ (X5, 1| tltyo) (4.38)
Py V| ¥0) PYa| T 30)
— p(yt+1| xt+15rt+l)p(xt+;| r;+1;y(t)) (439)
p(yt+l| rt+19y0)
Remarque

Dans le calcul du filtre dans le vrai modéle les deux égalités (4.3) et (4.4) résultent
2Yo) = P(X,
dans la dernicre approche qu'on propose c'est différent car généralement
p(x,| 1)) # p(x,| 1) ouméme p(x,| 1., 0) % p(x,| 1,,5)-

t+1
7o

directement de la régle de Bayes et de la simplification p(x, 1,,), alors que
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Posons pour tous 7, j dans {1, ey K}:

o PO = 4] 5= 200 = A )

141 (4.40)
Zp( =4 n = 20p0 = 2] vo)
. ﬂ r,=A)pr =4,
7l = Cin =4, )P0, = 2] 7o) (4.41)
ZP( T /1j| r=4)p(r, :/11(| y(t))
Alors nous avons
K P
p(x| ry =200 =2 7% p(x,| r, =24, ¥0) (4.42)
i=1
et
px| ry=2,)= Z 7 px| r=4) (4.43)
Les deux filtres fonctionnent selon les schémas suivants :
p(rt| Yo) p(xt+1| F1sY0) t+1| ym
BN p(x,| i’,+1,yé )] prédiction filtrage
p(xz| rt’y(t)) p(yz+1| +17y0) p(xz+l| +17y(t)+1)
l_?(rt| y(t) p(xt+l| +1) +1| yHl
N [p(x | +1 )] prédiction filtrage
p(‘xt| rt) _p(yz+1| rz+1) p(xt+l| rt+1)

Les expressions (4.42) et (4.43) montrent que ces densités sont des mélanges, de lois
gaussiennes dans le cas considéré. De méme, a chaque instant ¢ les densités p(y,,,| 7., Vo)

et p( y,+1| r.,), sont des mélanges de lois. Si I’on fait 'hypothése que ces lois sont des lois

gaussiennes (et non des mélanges) on peut en calculer les parametres. Cependant, la qualité
d'une telle approximation dépend des coefficients de pondération ; elle dépend donc fortement
de l'information apportée par les observations sur I'état de la chaine a chaque instant ¢.

On peut donc raisonner différemment et supposer que (R,Y) est une CMC-BI (ou CMC-

BML). Pour chaque ¢ on pose 7, =arg max[ p(r|yy)] et on utilise I'algorithme de Kalman

pour calculer la moyenne E[X | 7y, ¥o]=X,. Cette démarche peut étre partiellement non

supervisée dans la mesure ou les parametres de la loi p(r,,y,) peuvent étre estimés par la
méthode ECI décrite dans le chapitre 2.
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Exemple de simulation
On considére le modele (4.28) avec Q=1{1.,4}, A(4)=-025, A1), D(})=-2,

DA4,)=2, H(4)=0.1, H(,)=05, JA)=05, JA)=1, e=b=0, et
0=p(r2|r1¢r2):0.1.

: | |

Il (! 20 0 L] il 0 [ (] 9 00

Figure 4.6 Données simulées suivant le modele (4.28). (a): la restauration par le filtre
particulaire (500 particules) ; (b): la restauration donnée par le nouveau filtre avec
I'hypothése CMC-BML ; (c) : la restauration donnée par le filtre avec 1'hypothese CMC-BI.
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Conclusion

Les résultats présentés a la Figure 4.6 et d’autres résultats des simulations similaires montrent
que le filtrage fondé sur les CMC-BML est plus efficaces que les le filtrage fondé sur les
CMC-BLI. Par ailleurs, il est souvent d’efficacité comparable a celle du filtrage particulaire. I1
peut étre tres rapide si les paramétres de la CMC-BML sont connus, ou si leur estimation avec
ECI est facile et nécessite peu d’itérations.
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Chapitre 5

Chaines de Markov couples continues et
modeles a sauts

Les modeles de chaines de Markov couples et triplet sont strictement plus générales que les
chaines de Markov cachées. Dans le modele couple la chaine cachée n'est plus nécessairement
de Markov, par contre la loi sa posteriori est toujours markovienne. Dans le mode¢le triplet la
situation est encore plus générale car ni la chaine cachée ni la chaine couple ne sont
nécessairement de Markov. Dans ce chapitre on s'intéresse, comme dans le chapitre
précédent, au probléme de restauration bayésienne par filtrage. Nous allons présenter des
extensions des algorithmes présentés précédemment et nous allons procéder a leurs
comparaisons. Ce chapitre présente un modele de Markov triplet a sauts original, dans lequel
le filtrage optimal exact est possible avec une complexité linéaire en temps. Les premicres
simulations tendent a montrer qu’il peut étre percu comme une alternative intéressante, au
plan du temps de calcul, aux méthodes classiques fondées sur le filtrage particulaire. Les
simulations et les exemples, comme tout au long de ce mémoire, concernent exclusivement
les modeles avec bruits gaussiens.

5.1 Chaines de Markov couples

Un processus Z = (X,Y) sera appelé « chaine de Markov couple », en abrégé CM-Co, si Z
est une chaine de Markov d'ordre 1. Comme précédemment, on supposera que X est caché et
Y est observé. Une CM-Co peut donc étre vue comme étant une chaine de Markov vectorielle
partiellement observée. On montre aisément qu'une chaine de Markov cachée est une chaine
couple mais la réciproque est fausse [47]. On trouvera dans [46], [47] deux conditions
nécessaires et suffisantes pour que, dans une CM-Co Z =(X,Y) la chaine X soit de
Markov. Comme on va le voir par la suite la propriété de Markovianité de la loi a posteriori
permet dans le cas de la chaine couple de faire de la restauration bayésienne aussi simplement

que pour les chaines de Markov cachées.

Sachant que p(z,|z{") = p(x,|z") p(»,| x,,z "), on a dans une CM-Co :

px,| 2 =p(x,| z,) = p(x| %, v,) (5.1)
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P %2 = p| %, 2,0) = PO | X x0 v) (52)

Par ailleurs, les lois de X| et X, conditionnelles a Y, sont données par les densités

p(x, ‘ ), p(x,|»)),quipeuvent s’écrire

p(xt| x;_1ayt_1)17(yt| xnxt_]ayt—l)

plxi| v = e p v, (53)
[l %o vi) PO % v )P 7

(x| 1) = JP(J’J X3 X5 Viot) (xt| X Vi) p(x yltt_ll)dxz—l ' (5.4)
ij(yz| X5 X5 Viot) (xt| X Vi) PX | v )dx,

Systeme linéaire gaussien

Dans le cas du mod¢ele linéaire et gaussien que nous allons considérer maintenant la
récurrence dans 1'équation (5.4) nous permet de déduire une généralisation de l'algorithme de
Kalman au cas couple, comme proposé dans [8]. Dans les cas plus généraux, une solution par
filtrage particulaire a ¢galement était proposé dans [27].

Nous allons utiliser la propriété classique suivante :

Propriété 5.1:

Soit Z un vecteur aléatoire gaussien de moyenne m_ € R™ et de matrice variances-

covariances I e M, (R). Alors le vecteur aléatoire défini par Z =y, + H Z est gaussien

n_xn,

de moyenne . + H m_ et de matrice variances-covariances H I'" H .

Nous adoptons les notations suivantes pour les vecteurs gaussiens. Z = (X, Y) ~ N (m,, I'")

avec X ~ ./V(mx,l"x) et Y~ ./V(my,l"y), on pose alors: mZ:(mx,my)'

r~ r’

conditionnelles seront parfois notées (X | Y=y).

Fx Xy ) . ) .
et I'? :[ J, ou I'=(T") = E[(X-m)(Y -m,)]. Par ailleurs, les lois

On a alors deux résultats importants qu'on va exposer ici sous forme de propositions.

Proposition 5.1:

. . . . Z Fx ny
Soit Z:(X,Y)~JV(mz, "), avec m =(m,,m,) et I’ _(Fyx Fy]'

Alors:
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(XY =)~ N(m, + T[] (v =m)), T =T [0 1),

(Y| X =)~ N (m, + T[] (x=m), T7 =[] 'T9).

Proposition 5.2:
Soit (X| Y = y)~N (g, + Py, T'V)et (Y| X = x)~N (1, + O x, T’7) alors:

Z=(X,Y)~N(m_, T?),avec:

Ay yp' y
mZZ(Pmy—"_lLly? my)')et FZ: F +P1y—' P PF b
r’pP r’

ou

: r r-o
mz = (m\t’ me+/'lx) 9 et FZ = ‘x Q vt
’ or* r’+orro

Loi de transition de la chaine couple

Soit (Z,), - une chaine de Markov gaussienne et stationnaire (elle est alors également

homogene), avec Z, € R™.
. (A D .
Pour Z,~ N(m_,I'"), on notera Cov(Z,,Z,,,)=Cov(Z,,Z,)=G = (E C)' En utilisant la
Proposition (5.1) on a:
% 1 -1 '
VieN'  (Z,|Z =)~Nm +G[*] z-m), TP -G [*]' G)
On pose:
F=G[O°|", p.=(u, ) =(I.—F)m_,et =T -FG

La matrice X étant symétrique et définie positive, il existe au moins une matrice réelle

triangulaire inférieure S telle que X =SS (décomposition de Cholesky). De plus, si on
impose que les ¢léments diagonaux de la matrice § soient tous positifs alors cette
décomposition est unique.
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On considere pour la suite les notations suivantes:

I, : La matrice identité de taille n_ xn_ ;

0, = (0,...,0)' : Le vecteur nul de taille n_ ;
R ——

[O]xy : La matrice nulle de taille n, xn,.

On note les parametres de la loi gaussienne du couple comme il suit:

G L)

On déduit alors la formulation du systeéme linéaire correspondant suivante:

VteN', Z,, =u +FZ +SW,

t+1°

(5.5)

Ol‘l VVt+1 = (U

W, =U,,.,V,,) estindépendante de Z;.

V..) ~N(o.,I.)est une suite i.i.d. telle que pour tout ¢ € N°

t+1°

Prédiction et filtrage

Dans ce paragraphe on expose une méthode qui permet le calcul des parametres des deux
») et plx,
l'algorithme de Kalman au mod¢le couple. Comme dans le cas du filtrage de Kalman, l'intérét

de cet algorithme de filtrage est le calcul des parametres d'intéréts de maniére récursive dans
le temps. On adopte pour la suite les notations suivantes:

ylH) et y,, ce qui généralise

¥1), apartir de p(x,,

densités gaussiennes p(x,

(Xt

Y =y))~N(m,A,)
Ylt:ylf)NJv ( 7, }( Lz 1,_\'”1]
Mt+1 At+1 S
77)( Lx ny

Yl‘ — t NN — t , L — t t
a5} (2 %)

(:x = D

=+l =+l
+1 T —ox =y

i+l =+l

(Z., 2

t+1

(Zt

MX

@] ¥/ =)~ A{Mm - [Mf;‘ j

[1]
|

t+1

t+1
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Montrons:

77; :(mtayt)yaMH.] =,UZ +F77taLt :[[O] [O] },/1,4_1 =FLt,
yx vy

(5.6)
et=, =FLF +2%

Nous avons pour tout ¢ dans N :

E[X|Y =] |
Y =yi]= L =Ly
ETY| Y =y]

n=El[Z,

M =E[Z | Y =y1=E[p, +FZ, +SW,| Y = »]
=pu. +FE[Z Y =y ]+SEW,,| Y =]
=ILIZ+F77t

Lt :E[(Zt _771)(21 _77;)'

Y =y/]

(Xt_mt) ' ' t t
:EK . _yJ((X, -m) (4 =y )| Y, =y1}

. E[(Xz _mz)(Xz _mt)'
B -y -m)

_( A, [0]ny
o], [o],
At+1 =E[(Zt+1 _Mt+l)(Zt _ﬂt)' Ylt =y1t]

:E[F(Z[ _nt)(Zz _771)' Ylt :ylt]

=FE[F(Z, -n)(Z,-n)|Y =]
~F1L,

Ylt :ylt] E[(Xz _mz)(Yt _yz)'
Y=yl E[X,-y) -y)

Y =]
Y =]

B =E[(Zy ~ M) (Zy — M) | Y = 3]
=E[(F(Z,=n)+SW,) (F(Z,-n)+SW,)|¥ =]
=FE[(Z,~n)(Z,~n)| Y} =0 1F +SE[W_ W,
=FLF +SE[W, WS
=FLF+SS
=FLF +3

Y =y]18
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Partant des paramétres de I'équation itérative définie dans (5.5) on peut ainsi calculer ceux de
la loi de la chaine cachée conditionnellement aux observations.

M. "
F Mt+1
| ——mm > L,
m, At+1
A, Een

Notons que les équations de filtrage et de prédiction peuvent étre données selon deux
schémas : soit en commengant par 1'é¢tape de prédiction suivie de celle du filtrage, ou bien
inversement commencer par ['étape de filtrage suivie de celle de la prédiction.

Le schéma le plus commode dépendra de l'application traitée et des conditions initiales. Nous
avons :

(x| ») ~prédiction P 21) R T— PO ™) (5.7)
P > PO VD) > PG| ) (5.8)

On fait le choix de décrire le premier parcours, sachant que le second est analogue et différe
du premier uniquement l'ordre des équations dans 1'algorithme.

x
H: M,
y
F Mt+l m
! — t+1
prédiction t+1 filtrage A
=Y t+1
m[ =+l
A =

t =+l

. (A D a
On garde les notations G = (E Cj , F= ( g) on peut expliciter la matrice de variance-
I

covariance.

S AT A7 ,
Onpose /" =(1"7) = ona:
Bl ]_'22
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a=AT, +E
p=AT,+E
y=DT,+C
§=DT,+C

—_

F=GI" =

—_

Aeliee el

A=T"a +Tp
D=T" +I"§
E=T"a +I"p
C=T"y +T°68

G=I"F =

Y=I*"-FI°F
T —(al™a+p f+al™ B+Ba) I —(al™y +pI7y +al™ 6 +pI7 6

(5.10)
- )
[~ o +8I" a4y [ B+ f) I~y +817 8 +yI7 8 +617"7)

On peut alors réécrire les équations de prédiction et filtrage données dans (5.6).en fonction
des parametres connus a I’instant courant.
Nous avons :

Prédiction:

M =u+am+pBy =m +a(m—-m)+p(y,—m)
Mt+1=/uz+F77t = s
Ml =p,+ym+8y =m,+y(m—m)+5(y,—m,)

t+1

L =2, ta A a

=+l

=V '
Ea=Zp+r Ay
Ea.=FLF+YX =
=X '
'—‘z+1_212+a At7

= '
=2, +y A«

=1+l

Filtrage

¥i) sont

Etant donné que les parameétres =, et M, , de la densité gaussienne p(z,,,

calculés, la proposition 5.1 nous donne les parameétres de la densité gaussienne conditionnelle

p(xt+1 y1t+1) .

m, =M +Z,+al, 7/)(222 +7 A, 7/)71 (Ve —M},), (5.11)
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A, =, +aA, a')_(le +aA, 7/')(222 +7A, 7/')_1 (2, +7 A, a") (5.12)

Finalement 1’algorithme de 1’estimation de 1’état caché par la moyenne a posteriori dans le cas
linéaire général des chaines de Markov couples gaussiennes et stationnaires se déroule de la
maniere suivante.

Algorithme 2.3: L’ estimation de I’état caché

. Initialisation : pour t=1, ona Z, =(X,,Y,) ~N(m_, ') alors :

m, =m, +F*y[1“yr(yl —my)

(X1| Yi=y)~N(m, A) ,avec 1
A =T T[]

A

Xy =m

. Etape Intermédiaire (1): pour ¢>1, on a Cov(Z,,Z,.,)=G on pose F = G[I"ZT1
et =T"-FG Alors:

avec :
77t = (mt’yt)" Mt+1 =m, +F(77t _mz)’ Lt :( At [O]XJ’J, At+1 = FL”
ol lol,
E.,=FLF +%
. Etape prédiction (2) :pour ¢>1ona (Z,, |Y) =y)~N(M,,, E,.,) alors :

Y =y~ N, =)

t+1° i+l

(X

t+1

Etape filtrage (3)

. Pour t>1ona (Z, |Y' =y)~N(M,,,, E,,) alors:

t+1

(X, | Y =y"Y~WN(m,,, A,) (Proposition5.1)

t+1

Recommencer a I’instant suivant les étapes (1)-(2)-(3) pourz =¢+1.
Fin
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Modéle de chaine de Markov cachées avec bruit indépendant

On montre dans ce paragraphe que le modele de chaine de Markov couple englobe le cas
classique des chaines de Markov cachées a bruit indépendants. On se place toujours dans le
cas stationnaire homogéne et on considére les signaux caché et observé centrés.

On s’intéresse donc au systéme dynamique linéaire et gaussien classique, ou les bruits sont

mutuellement indépendants, qui s’écrit de la maniére suivante.

Xt+1 = ¢Xt +CDU1+1
, (5.13)
Y=y X +¥V

avee ©

=0 D =T -gpI"¢g & W=pyTly +X=pyTy +¥V¥

Ona:
Ve Yo,=yvX.,+¥V,
=y (pX,+0U,)+¥YV,,
:W¢Xt +W®Ut+l +LPV1+1

Posons VteN™ Z,, =(X,,,Y.,,) lesysteme (5.13) est équivalent au modéle couple donné
par I’équation vectorielle suivante :

VteN', Z,,=FZ +SW,

t+1 2

(5.14)

. ¢ 0 ® 0
avec W, =U,,,V.,,))~N(o,,1)), F= et S=
wveg 0 wvd Y

Nous constatons en quoi le modele couple est plus général que le modéle caché classique. La
matrice F' est quelconque dans le cas général, alors qu’elle contient deux zéros dans le cas
caché classique. De méme, la matrice S est générale dans le cas couple alors qu’elle contient
un zéro dans la cas caché classique.

Reformulons (5.5) sous la forme suivante

|:XM}:{0{ IB:|{Xt:|+|:SH S12j||:Ut+l:| (5.15)
Y., y oY Sy Sy || Vi
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Ainsi que nous 1’avons mentionné plus haut, le couple Z = (X,Y) est de Markov, mais une

des chaines X, ¥ n’et nécessairement de Markov. On peut voir rapidement des conditions
suffisantes pour que X ou Y soit de Markov. En effet, si # =0 la chaine X est de Markov,

et si ¥ =0 la chaine Y est de Markov. On a donc deux cas particuliers « symétriques ». Le

premier est une extension du cas classique (5.13), dans lequel on a en plus 6 =0, et le
deuxiéme est un cas introduit trés récemment, qui aura une grande importance dans 1’étude
des modeles a sauts dans la sous-section suivante.

Exemples de simulations

Dans ce paragraphe on considére le probléme de restauration dans le cas
monodimensionnel n, =n =1. On se fixe également un horizon temps 7' =200 pour les

différentes courbes ainsi que pour le calcul de I’erreur de restauration.

On va adopter des notations en minuscules pour les parameétres :

rz_u2 b G,_ad F_a,B
b @) e ¢ \y &)

On va s’intéresser dans notre exemple aux chaines couples telle que :

0 , 2
S:[ g j, et 2 =SS :( 4 Taej,avec 496[0,1].

2

o8 oy(1-6%) tTol o
2 2 g2 b 1{e* —b )
On suppose que @ =v"®w” —b" #0, on a alors: [F ] =— - et I’ensemble des
w\-b v

parametres vérifie les contraintes suivantes

" =(1-a%) 02—,820)2—2aﬂb=i[(w—e2)uz—aza)2+2aeb]
w

o2 =(1-6%) &~y ~2y Sb=[@-d*)0* —v* +2cd b]
w

70'6’:(1—a6—7/,b’)b—(a702+ﬁ5a)2)=l[(w+ac+ed)b—ada)2—ceuz]
@

On a:
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a:l(aa)z—eb)
Igzwl(euz—ab) Z’:_OCUZJF,BZ?
@ G =T = [1TTU 0D
7=i(da)2—cb)
@

F=G @) = e=ab+pBo’

c=yb+sa’

s=L(cv—db)
w

Dans les exemples ci-apres on considére exclusivement les signaux centrés m, =m, =0.

Exemple 1 (cas symétrique)

B=y=01, a=5=05, v=w=1let bc{0.1,0.3,0.5,0.7,09 |

) 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Les cinq figures au-dessus représentent le signal vrai en vert le signal bruité en gris et enfin la
restauration  par filtrage en rouge respectivement pour les valeurs de
be {0.1, 0.3,0.5, 0.7,0.9} dans I’ordre croissant et 1’erreur de restauration correspondante

dans I’ordre {0.963,0.901,0.604,0.51,0.307 }.
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> Cas =0 (ev’=ab)

On a:
a=av’ P =(-a’) v’ =0 +L(eb-aa’)
@
d=y0v’ b
yoiEab o =(1-8Y0 -y 0 —275b=0" - L(ch+d o)
e=ab @
c=yb+6w’ r0'0=b—a702=b+i(eb—aa)2)
@

12|a|

Le dernier systéme est bien définit si X 0 5
020w +y v +2y0b

Exemple 2
f=0,7y=01, a=6=05, v=w=1 & be{0.1,0.3,0.5,0.7,0.9 }

Si f=6=0 (ev’=ab & cv*>=db) ona:

a=av? P=(-a*) v =0>+L(eb-aw?)
@
d=yv’
rv et 0'2=a)2—}/202=a)2—i(cb+da)2)
e=ab lw
c=yb tol=b-ayv’=b+—(cev’ —ada®)
@
. ‘ T N R
Ce dernier systéme est bien définit si .
U|7/|Sa)

Exemple 3
B=6=0,7y=01, =05, v=0w=2 & be{0.1,0.3,0.5,0.7,0.9 }

Si f=6=a=0 (ev’=ab,cv’=db & aw’ =eb) ona:

a=e=0 P =0°

d=yv> et o’ =w -yv’ =a)2—i(c2 V' +d’ o)
@

c=yb Told=>b

Si ¢#0 tel que 7y =06 a,onretourne au cas des chaines de Markov cachées.
Ona:

Z,=FZ + So W. (5.14)
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Avec:

a 0 g T 0 . - 9
F = R = ou = et 7 =0
0 7/0 0 0 z_}/o o '(1_02) 7/0 a 7/0

Le systeme (5.13) est alors équivalent au systéme :

Xoy=aX +7U,

Ou ry,=06 (5.15)
Y, =y, X, +0J(1-6")V,
>Cas y=0 (dw’ =cbh)
Ona:.
a=av’+ b ' =(l-a’) 02—ﬂza)z—Zaﬂbzuz—i(ezuz+a2a)2—Zaeb)
@
d=0b i et 62 =(1-0%) 0" =0 —<(cv>+d b)
e=ab+pfo @
c=0w’ TU@Zb-5(db+ﬁw2)=b—£(CUZ—db)
@
1>15|

Le dernier systeme est bien définitsi | , S
v zav+p o +2apfb

Conclusion

L’¢étude a été menée pour plusieurs jeux de parameétres, et il apparait que le filtrage de Kalman
demeure trés efficace lorsque le systéme linéaire gaussien classique est étendu au systéme
linéaire gaussien couple.

Nous allons voir dans la seconde partie de ce chapitre que sous I’hypotheése y =0 le filtrage
dans les modeles couples a sauts s’effectue de maniére directe et il apparaitra que
I’approximation du modele général consistant a poser y =0 ne semble pas grossiére.

5.2 Chaines de Markov couples gaussiennes a sauts

Dans la seconde partie de ce chapitre nous traitons du probléme du filtrage optimal dans les
systémes linéaires, markoviens couples et gaussiens, a sauts. Nous présentons un modele
général, qui est un processus de Markov gaussien couple a sauts, et nous étudions deux
approximations du filtre optimal :

(1) filtre particulaire ;

(i1) filtre optimal exact, possible dans un modele particulier.
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Le premier peut ainsi étre vu comme un filtrage approché dans un modéle exact, et le
deuxiéme peut étre vu comme un filtrage exact dans un modele approché. Ces deux approches
sont des contributions originales de la thése.

5.2.1 Modgé¢le général

On considére donc trois processus stochastiques X, =(X,,..,X,;), R =(R,,...R;) et

=(Y,,....Y;) . Comme précédemment, les processus X et ¥," sont & valeurs respectivement
dans R"™ et R™, alors que le processus R est a valeurs dans un espace fini dit « espace des
sauts » 2 =1{A,..,A}. Les deux processus X et R/ sont cachés et ¥, est observé. Le
processus couple Z = (X/,Y,") est gaussien conditionnellement a la chaine des sauts R, .
Le probléme consiste a estimer séquentiellement X, et R a partir des réalisations observées
du processus Y. Plus précisément, on souhaite calculer l’espérance conditionnelle

E[X

t+1 t+1

,y, ] et la probabilit¢ p(r,

t+1 t+l

[t v, de la

t+1("1

t+1 t+1

probabilité¢ p(r

), et I’observation y,,,. Dans cette démarche le filtrage est optimal au
sens de ’erreur quadrathue moyenne et donc on souhaitera retenir comme estimateur pour x,
I’espérance conditionnelle x, = ']. Par ailleurs, les sauts sont estimés par la méthode

MPM. On a donc a I’instant (¢ + 1) :

= arg Max[ p(r,,,| 71" (5.16)
VH-IEQ

)%Hl _E[ t+1 ylHl]_ Z p(rlHl HI)E[XHI ! ylHl] (517)
t+1r Qr+l

Pour les mémes raisons que dans le cas des chaines triplets gaussiens a sauts markoviens vues
au chapitre précédent, dans le cas des chaines couples avec sauts le calcul de ces deux
derniers estimateurs n’est pas possible en général car le nombre d’opération est exponentiel en
fonction du temps. Notre contribution ici est double. La premiere est de proposer une
extension du filtrage particulaire valable dans les modeles a sauts vu dans le chapitre
précédent. La deuxieéme originalité consiste en filtrage exact, mais dans un mode¢le particulier,
lorsque les données suivent le modele couple a sauts général. On compare alors, via les
simulations, 1’efficacité des deux approches pour résoudre le probléme de la restauration.

Dans ’approche classique on fait I’hypothése que le processus des sauts R/ est une chaine de

Markov et la loi du couple (X/,Y") conditionnellement aux sauts est celle d’un systéme
linéaire gaussien suivant :

Xy = ¢(Rt+l) X, + q)(Rm) U,
(5.18)
Y =y(R)X,+¥(R)V,

)et ‘P(R) des matrices de taille adequates et (U,).p

153 DA Sy VA ey’ St N AV 153 5

avece ¢(Rt+l) s W(R[) s (D(R

.....
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de wvariance-covariance la matrice identité. On considére également que pour tout
te{l,....,T-1}, W, =(U,,,V.,) estindépendant de Z, =(X|,Y) et les variables R, et
Z, =(X,,Y,) sont indépendantes conditionnellement a R, .

On a ainsi, conditionnellement & R/, le systéme classique (5.11) de la sous-section
précédente.

Rappelons que le filtrage optimal avec une complexité raisonnable dans le systetme a saut
(5.18) n’a pas été proposé jusqu’a maintenant et il est fait appel a diverses méthodes
d’approximation, dont le filtrage particulaire.

Comme dans la sous-section précédente, il est possible de mettre le systeéme (5.18) sous
forme matricielle. En effet, on peut remplacer la seconde équation par une autre équivalente.
Ona:

Yt+1 = lr//(RH-l) ¢(Rt+l) Xz + l//(RHl ) q)(RHl ) Uz+1 + \P(RHI ) Vt

+1

On peut alors réécrire (5.18) sous la forme matricielle suivante :

|:Xt+1:| — |: ¢(Rt+l) 0i| |:Xt:| + |: (D(RHI) O :||:Ut+l:| (5 19)

Yt+l ¢(Rt+1 ) l//(Rt-H) 0 Yt lr//(Rt+l) (D(Rt+1) lP(RHI) I/t+1

Comme dans la sous-section précédente (sans sauts), on généralise ce systeme en considérant
I’équation matricielle suivante :

|:Xz+1:| |:a(Rz+1) B(R,., ):| |:X,:| |:S11(R1+1) Sy (Rm)} |:Ut+l:|
= + (5.20)
Y, 7(R,) O(R.)]| Y Su(R) Syu(R.) ||V

t+1

Le modele (5.20) sera appelé « Modele conditionnellement gaussien a sauts markoviens
(MCGSM).

On pose pour la suite :

a(R,,) PB(R.)

Sll (Rz+1) S12 (Rt+1 )j|
7(Rt+1) 5(Rt+1) .

j|’ g S(RHI) ) |:S21(Rt+1) S22 (Rz+l)

F(R.,) {

On peut alors écrire le modele sous la forme linéaire compacte suivante :

Zt+1 = F(RHI)Zt + S(RHI)VVHI

La loi de Z] =(X/,Y,") conditionnellement & R/ est alors celle d’un modéle de Markov
couple gaussien. Cependant comme montré dans [3] et rappelé dans la premicre partie de ce
paragraphe, le filtrage exact « I’algorithme de Kalman » peut étre étendu en conservant les
mémes avantages en terme de complexité algorithmique, aux modeles de Markov couples
gaussiens.
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On s’intéresse donc au probléme du filtrage optimal dans le systéme a sauts général (5.20).
Dans un premier temps, nous proposons une extension au systeme (5.20) du filtrage
particulaire utilis¢é dans le systéme classique (5.18). Dans un deuxiéme temps nous
proposerons un cas particulier du systeme (5.20) dans lequel le calcul exact du filtre optimal
avec une complexité linéaire en temps est possible.

Notons des a présent que ce cas particulier est le suivant :

[Xm} [a(Rm) B(R,,, )} |:Xz:| |:S11(R1+1) Sy (Rm)} {Um}
- + (5.21)
Y O 5(Rt+l) Yt S21 (Rt+1) S22 (Rt+1) Vt+1

t+1

Notons également le cas particulier symétrique suivant :

|:Xz+1} _ {a(Rm) 0 :||:Xt:| N {SII(RHI) Siy (Rz+1)} |:Ut+l:| (5.22)

Y., 7(R.) O(R,)]Y, Su(R) Su(R) ||V

Le modéle (5.22) reste une généralisation du modele classique (5.19) ce n’est pas le cas du
modele (5.21).

Notons que dans le modeéle classique (5.19) le couple (X[ ,R/) est markovien et le couple
(R/,Y,") ne Dest pas ; dans le modéle (5.21) la situation est inverse : le couple (R/,Y,") est
markovien et le couple (X, ,R/) ne Dest pas. Dans le général (5.20) aucun des deux

couples (X[, R"), (R].,Y,") n’est nécessairement markovien.

A R =7 donné, le filtrage exact optimal au sens de lerreur moyenne quadratique est

faisable dans les modeles (5.20), (5.21) et (5.22); il est alors intéressant de se poser la
question suivante. Supposons que les données sont simulées selon le modele général (5.20), et
ensuite restaurées, a sauts connus, avec les modeles (5.21) et (5.22). La différence entre ces
restaurations et celle obtenue avec le modele (5.20) nous renseignera sur 1’accroissement des
erreurs lorsque I’on utilise (5.21)ou (5.22) au lieu du vrai modele (5.20).

Comme mentionné précédemment, le filtrage optimal exact n’est pas possible dans le modele
(5.19) et des approximations, comme celles utilisant le filtrage particulaire, sont
indispensables. Bien entendu, le filtrage exact n’est pas non plus possible dans le modele
(2.20), qui généralise le modele (5.19).

Nous proposons dans la suite de cette sous-section trois contributions suivantes :

(1) Nous ¢étendons le filtrage particulaire, devenu une méthode de filtrage classique dans le
modele (5.19), au modele général (5.20) et étudions son comportement dans ce nouveau
contexte ;

(i1) Nous montrons que le filtrage exact avec complexité linéaire en temps est possible dans le

modele (5.21) et nous donnons les formules correspondantes. En effet, nous montrons que ce
modele est un cas particulier du modele récemment présenté dans [9] ;
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(i11) Nous proposons une étude numérique dont 1’objectif est de comparer, en traitant des
données simulées par le modele (5.20), I’efficacité du nouveau filtrage particulaire (voir point
(1) ci-dessus) avec le filtrage exact utilisant le modele (2.21) obtenu a partir du modele (5.20)
en remplacant y(R,,) par 0. Ainsi Defficacit¢ d’une méthode approximative (filtrage

particulaire) appliquée a un modéle exact est comparée a 1’efficacité d’une méthode exacte
appliquée a un modele approché.

5.2.2 Filtrage particulaire dans le modé¢le couple gaussien général

Nous présentons brievement dans cette section une extension du filtrage particulaire utilisé
dans les modeles classique (5.19) au modéle MCGSM (5.20). De manicre générale, le

probléme vient du fait que dans le modele (5.19) — et donc également dans le modele (5.20) —

la loi p(r,,| »™") ne peut pas étre calculée récursivement et doit étre approchée. La méthode

+1

briévement décrite ci-dessous est une extension relativement directe de celles proposées dans
les modgeles classiques dans les références [ 6], [10].

Considérons le modele (5.20) et supposons que la réalisation R/ =7" est donnée. La loi de
z! =(X].,Y]") conditionnelle & R/ =#" est alors celle d’'une chaine de Markov gaussienne

t+1 t
no,n) et y,, en

utilisant le filtre exact « algorithme de Kalman généralisé au modele couple », comme rappelé

t+1 t+1

couple ; il en résulte que p(x,,|# ",y ) est calculable a partir de p(x,

t+1

t+1

y,) a partir de

. . . . 1
ci-dessus. Par ailleurs, nous avons la formule suivante, qui donne p(r"

PRy ety
il e PG| yDpG )
144G l y11)= l (O yt)l p(r | )
t+1 1 (5'23)
p(yt+l rIHl’ylt)p(rH]‘rr) t ¢
- +l 1 o) 1 p(r|»)
DI CM ES ) ICMEAVICH R
Cette derniére égalité est alors utilisée séquentiellement pour approcher p(7.,| vi"') par un

ensemble de masses de Dirac pondérées, selon la technique classique du filtrage particulaire.

Pour commencer, p(r|y;) est approché avec

) =NL 25{1’{’" } (5.24)

p =l

PG|y ~by

ou N, est le nombre de trajectoires simulées. Connaissant p(rf| ), p(x,| y)) est donné par

p(x,|y)= Zp(rf\yf )p(x, |1 0) (5.25)
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Reportant (5.24) dans (5.25) on obtient

- (5.26)

TN I
PO by, (a ) == 2 p(x,

p =l

t+1

Précisons que les paramétres des lois p(y,, [, ;) dans (5.23) et ceux des lois p(x,

7L,
pour ie {1,...,N , }, dans (5.26) sont calculés séquentiellement par I’algorithme de filtrage donné

dans la premiére partie de ce chapitre « extension de 1’algorithme de Kalman pour le cas du
modele couple ».

5.2.3 Filtrage exact dans le modéle approché

t+1
,/;‘Fl ’yl ]
t+1

r,y ], et y,,.Laloi p(r,,|y") est obtenue a partir de p(r|y;) et

.., classiquement, en utilisant le fait que (R/,Y,") est une chaine de Markov cachée. Par

Considérons le modele (5.21). Le probléme est donc de calculer p(r.,[y/™) et E[X,

), E[X,

+1 +1

a partir de p(r,

ailleurs, 1’égalité (5.21) implique la possibilité de 1’€criture suivante:
Xy = AR DX, +BR DY, +AR, Y + DR, (5.27)

ou AR,),BRR.,),C(R.), et D(R,) sont des matrices de taille adéquate dépendant de r,

t+l
(calculées classiquement, en utilisant le conditionnement dans le cas gaussien, a partir de
(5.20), et W,, ...,W, sont des vecteurs gaussiens indépendants entre eux, centrés, de matrices

de covariance unit¢é et telle que pour tout r=1,.,7-1, W,

(X!,R™",Y). En prenant I’espérance de (5.27) conditionnelle a (R,

est indépendant de

Y™ =(r,,»") nous

+1°

avons, en utilisant le fait que dans le modele (5.21) on a E[X,[r,r, v 1=E[X,[r,)!]

((R,,Y,,) et X, sont indépendantes conditionnellement a (R,Y))) :

ELX,, 7}+1’y{+1] = ZE[XtH Tis rt+l’ylt+l]p(rt ylm)
= A" ELX [, yi1p(s| v ™1+ B )y, +CO )y, (5.28)
D ELX |, vi1p(r|yD p(valrn )

= A(r™)- +B(r ™)y, +Cr My,

> p(r,

t

)’:)p()’m r;ayt)

Ce qui nous donne le filtre.

5.3 Expérimentations

On considére X" et ¥;" a valeurs dans R . Le triplet 7, = (X,",R,Y,") est supposé
stationnaire ; sa loi est donc définie par la loi de (7},7,), que considérons sous la forme
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p(t,,t,) = p(r,ry)p(x,,y,,%,,¥,|1,1,) . Oublions temporairement la dépendance de
P(x,y1,%,,,

p(x,,¥,,X,,¥,) sont nulles et toutes les variances sont égales a 1. La loi p(x,,y,,x,,,) est
alors donnée par la matrice de covariance

r,r,) des sauts (r,r,) . Supposons que toutes les moyennes de la loi gaussienne

1 h X

b
1

e
C

~
U Q@ & =
S = 0 Q

Donc la loi p(x,,y,,x,,y,) est donnée par les cinq co-variances a,b,c,d, e, avec la condition

que I~ 7 est définie positive. Le graphe de dépendance est donné sur la Figure 5.1.

Vi c V>
e

b b
d

X, a X,

Figure 5.1 Graphe de dépendance de (X ,,Y,, X,,Y,)

L’équation (5.20) prend la forme

|:Xn+1}=|:a IBj||:Xn:|+|:Sll S12j||:Un+l:|
Y. y o7, S Sy | Vi
a p| |a el b_l_ 1 |a—eb —ab+e
y S| |d c|b 1| 1-b*|d=cb —db+c|’

T
|:S11 S12:||:Sll SIZ:| :F_Al—HlAT
S2l S22 S2l S22

avece

et

Donc le modéle (2.20) est un modele (5.21) si S,, =0, ce qui donne d —cb =0. Cela signifie

que pour (R,,R,)=(r,r,) donnés, les covariances a,b,c, et e peuvent étre les mémes dans
les deux modeles et la différence se situe au niveau de d : elle est quelconque dans le modele
(5.20) général, alors qu’elle est égale a cb dans le modele (2.21) (on peut noter que cela
signifie que X, et Y, sont indépendantes conditionnellement a Y,). Il est important de
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remarquer que cela implique que les lois de (R,R,), (X,,Y,X,), et (¥,X,,Y,) sont
strictement les mémes dans le modéle (5.20) et son « approximation », consistant a prendre
pour un « nouveau » d la quantité cb. Sachant que les deux modeles sont stationnaires cela
implique que les lois de (R ,R,,,), (X,.Y,, X, .,),et (¥,,X, .Y, ), sont les mémes pour tout
n=1,..., N-1.

Considérons le modele (5.20) complet, avec la loi de la chaine de Markov stationnaire des
sauts définie par p(r,r,). On suppose toutes les moyennes nulles. La loi du processus triplet
est donc donnée par p(7,r,) et les matrices de covariance

Xl X2 YZ

X[ 1 b0 aG?) )

[y BB 1) ) {r(rf) A(rf)f} (5.29)
Xyla(?) ety 1 b0 | |AWR) ()
Y, 1d() ) b)) 1
avece
r:[ ! b(rﬁ)} etA:{“(”? e(nj)}_
b(r7) 1 d(r’) ()
Cela donne
X, _ a(rnn+l) ﬂ(rnn+l) X, n Su(”nnH) S12(rnn+l) U, (5.30)
Y., 7(’”;1“1) 5(rnn+l) Y, S21(rnn+1) Szz(rnnﬂ) Via '

Finalement, la distribution du modéle est donnée par la loi p(r;,r,) et les corrélations a(r’),
b(r?),c(r’),d (), et e(r?).
Dans les simulations ci-aprés on va considérer b(r’)=b, a(r’)=a(r), c(’)=c(r),
d(r?)=d(r,), et e(r;’)=e(r,). On va donc simuler des réalisations du modéle 7" = (7},...,T})
dans toute sa généralité (5.30), et estimer, par des filtrages adaptatifs, (R, X,") a partir de
Y," . Nous allons considérer trois méthodes:

(i) la méthode de référence, appelée MR, dans laquelle R" =7" est considérée comme

connue. Sachant donc R =r", la seule variable cachée X' =x est estimée
classiquement par le filtre de Kalman;

(i1) la méthode utilisant I’extension du filtrage particulaire au modele (5.20) décrite dans
la sous-section 5.2.2, notée FP ;

(iii)la nouvelle méthode, note NM, consistant a poser y(r,)=0 pour tout r

n?o

et a
appliquer la méthode exacte décrite dans la sous-section précédente.

Dans toutes les expérimentations on suppose que chaque r, prend pour valeur 0 ou 1.
On va considérer deux séries d’expériences.
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Dans la premiere la loi p(r,r,) est fixée et donnée par p(r, =0,r, =0)= p(r,=1Lr, =1)=0.4,
and p(r,=0,r, =1)= p(r, =11, =0)=0.1. Alors nous considérons cinq cas correspondant a
cinq modeles suivants. Dans tous les cas, nous avons

b=03, a(0)=0.1, a(1)= 0.5, c(0)= 0.4, c¢(1)=0.9, e(0)=0.75, e(1)=0.33.

Alors on choisit cinqg couples (d'(0),d'(1)), i=1,..,4, tells que les covariances
y(r,) =[d(r,)—bc(r,)]/(1-b*) correspondantes vérifient :

Cas 1: 7(0)=y(1)=0.0;
Cas2: y(0)=y(1)=0.1;
Cas3: y(0)=y(1)=02;
Cas 4 : 7(0)= (1) =0.3;
Cas 5:7(0) = y(1) = 0.4.

Ainsi nous faisons croitre ¥ = y(0) = (1), ce qui a pour effet le fait que le modele (5.20) selon

lequel on simule les données est de plus en plus différent du modéle “approché” (5.21) qui est
utilisé pour appliquer la méthode NM. En principe, cette croissance devrait implique la
dégradation des résultats obtenus avec la NM et 1’objet principal de 1I’expérimentation est
d’étudier cette dégradation. Ainsi que nous nous allons le voir, le résultat intéressant est que
cette dégradation n’est pas significative.

Notons qu’il n’a pas été possible d’aller au-deld de y =0.4 car la matrice (5.29) n’est plus
définie positive.

Donc dans chaque cas nous simulons 7," =¢" = (x",r",»") selon le modéle (5.30) et

(x,r") sont cherchés avec les trois méthodes MR (ou " est donné), FP, et NM. La

. s . . 1< .
différence entre x| et Destimée % est mesurée par &(x,,%,)=—. > (x,—%,), et la
N\‘'=
=

N
. I AN . oy
différence entre 7" et ’estimée 7" est mesurée par le taux d’erreurs (7,,7,) =— Z

N

rl’l _rn

n=1
(rappelons que les 7, valent 0 ou 1).

La longueur des échantillons considérés est N =200, et dans la méthode FP nous avons
utilis¢ 500 particules.

Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 5.1, et deux familles de trajectoires sont
présentées sur les Figures 5.2 et 5.3.
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Case 1 Case?2 | Case3 |Case4 | Case5

4 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
1 N
Erreur &(x,,%,) = D x,-%,)
n=1
MR 0.0576 0.0574 | 0.0587 | 0.0584 | 0.0576
FP 0.0605 0.0597 | 0.0610 | 0.0604 | 0.0609
NM 0.0595 0.0593 | 0.0606 | 0.0600 | 0.0597
N
Tau d’erreurs z(r,,7,) =% Zrn -7,
n=l
MR 0.0 % 00% |0.0% 0.0 % 0.0 %
FP 25.80% | 25.00 |26.10 |27.45% |25.30%
% %
NM 25.15% | 2535 [25.70 |28.10% | 25.65%
% %
Temps de calculs

MR 0.15 0.14 0.16 0.16 0.13
FP 123.58 113.17 | 108.18 | 157.28 | 113.56
NM 0.50 0.48 0.29 0.75 0.47

Tableau 5.1. Les erreurs quadratiques et les taux d’erreurs

FP, et NM.

obtenus avec les Méthodes MR,

02 |

Figure 5.2. Réalisation de R/, estimée de la loi p(r, =1

10 15

son calcul dans NM (en bleu, trais courts).
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Figure 5.3. Cinquante derniers points de la vraie trajectoire (en noir, trait plein), restauration
par MR (en vert), restauration par FP en rouge (traits longs), et restauration par NM (en bleu,
traits cours).

Nous proposons les conclusions suivantes:

1. On observe que lorsque y croit, ce qui fait que le modele (5.21) utilise dans la méthode

NM s’¢loigne du modele (5.20) utilise pour simuler les données, les résultats obtenus avec la
méthode NM ne se dégradent pas de maniere significative. De plus, malgré le haut niveau de
bruit les résultats obtenus avec les méthodes NM et FP sont proches des résultats
« optimaux » obtenus avec la méthode MR. Cela est trés encourageant car cela montre que le
filtrage optimal est robuste par rapport au paramétre y, au moins dans le contexte considéré.

2. Le filtrage particulaire assure également de trés bonnes performances, qui sont treés proches
de celles du filtre optimal (la méthode MR). Cependant, le temps d’exécution, environ deux
cents fois plus cours dans la méthode NM, plaide en faveur de cette dernicre.

Dans la deuxieme série d’expérimentions nous considérons le cas y = 0.4, qui est donc le
plus défavorable a la nouvelle méthode NM, et nous faisons varier p(r,r,). Soit p(r,r,)
écrit sous la forme suivante p(}’l,rz)zp(rl)p(7’2|rl). Dans tous les cas p(r)=0.5, et

p(r, =0, =0) = p(r, =[5, =1) = ¢ varie. L’objectif de cette expérience est de regarder si la

variation des paramétres de la chaine des sauts modifie les conclusions ci-dessus.

Les résultats sont présentés dans le Tableau 5.2.
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q=09 | ¢g=08 | ¢=0.7 | ¢g=06 | ¢g=0.5 | g=04 | ¢g=03 | g=0.2

N
Erreur &(x,,%,) :]\l[ Dix,-%,)
n=1

MR | 0.0538 | 0.0508 | 0.0544 | 0.0589 | 0.0519 | 0.0513 | 0.0569 | 0.0505

FP 0.0546 | 0.0522 | 0.0563 | 0.0619 | 0.0543 | 0.0548 | 0.0633 | 0.0531
NM | 0.0551 |0.0514 | 0.0553 | 0.0609 | 0.0547 | 0.0535 | 0.0605 | 0.0530

N
Tau d’erreurs z(r,,7,) =% Z

n=1

A

r, -

n

FP 20% 23% 21% 30% 26% 26% 28% 22%
NM | 24% 25% 22% 30% 25% 27% 27% 23%

Tableau 5.2. Les erreurs quadratiques et les taux d’erreurs obtenus avec les méthodes MR, FP,
et NM. Dans tous les cas y = 0.4, et p(r, =05 =0)= p(r, =1, =) =¢.

Nous constatons que les conclusions générales restent vraies indépendamment des parameétres
de la chaine des sauts.

Bien entendu, les expérimentations présentées sont tres partielles et d’autres études sont
nécessaires pour valider I’intérét des nouveaux modeles.

5.4 Conclusion

Nous avons étendu le filtrage particulaire, utilisé dans les modeles classiques (5.19), a un
modele général (5.20) dans lequel le couple (chaine cachée, chaine observée) est markovien
conditionnellement aux sauts. La nouveauté de ce modele est que la chaine cachée n’est plus
nécessairement markovienne conditionnellement aux sauts. Ensuite, nous avons considéré un
cas particulier de cette généralisation dans lequel le filtrage exact avec une complexité linéaire
en temps est possible. Il s’agit d’une contribution originale, méme si le mod¢le présenté peut
¢galement étre vu comme appartenant a la famille « modeles cachés conditionnellement
linéaires a sauts markoviens » proposée dans [9]. Nous avons présenté une ¢tude des
simulations pour comparer les deux méthodes (filtrage particulaire dans le modele général et
filtrage exact dans un mode¢le particulier, vu comme un mode¢le approché du modele général).
Les conclusions générales de notre étude sont les suivantes :

(a) Le trés bon comportement du filtrage particulaire, avéré dans les modéles classiques
(5.19), est préservé dans le modele général (5.20) ;

(b) La qualité du filtrage, ainsi que celle de 1’estimation des sauts, par la nouvelle méthode
(5.21) mentionnée ci-dessus sont comparables a celles obtenues avec le filtrage
particulaire, méme dans les cas ou dans le modele général servant a générer les données
les valeurs de y(A) pour A €Q sont tres différentes de 0 (la méthode est robuste par

rapport au parametre y ) ;

(c) Le temps d’exécution de la méthode utilisant le modeéle (5.20) est environ deux cent fois
plus court que celle utilisant le filtrage particulaire (pour 500 particules).
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Conclusion générale

Nous avons abordé dans cette thése le probléme de filtrage statistique optimal dans des
systémes markoviens a sauts. Nous avons apporté les contributions suivantes :

(1) dans le modele classique, ou 1’on utilise habituellement le filtrage particulaire, nous avons
proposé deux méthodes sous-optimales originales. Leur intérét, par rapport au filtrage
particulaire, réside essentiellement dans leur rapidité. En effet, dans le cadre des simulations
effectuées, elles se montrent plus rapide et de I’efficacité comparable a celle de filtrage
particulaire ;

(i1) nous avons étendu le modele classique a un modele plus général et nous avons proposé de
généraliser le filtrage particulaire classique au nouveau modele. Par ailleurs, un cas particulier
original du nouveau mode¢le, dans lequel le filtrage optimal exact est possible, a été proposé et
¢tudié. Ce dernier point nous semble particulierement prometteur car la nouvelle méthode
utilisant ce mode¢le est trés rapide et, du moins dans le cadre de nos simulations, donne des
résultats comparables aux résultats optimaux obtenus a sauts connus.

(ii1)) nous avons proposé¢ des méthodes d’estimation des parameétres de type EM et ICE
adaptatives, permettant un filtrage non supervisé€. En particulier, la nouvelle m éthode de type

ICE est applicable dans les modeles récents avec des bruits 8 mémoire longue.

Une réflexion théorique sur les nouveaux modeles et la qualité des résultats qu’ils procurent
est probablement parmi les perspectives le plus intéressantes.
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