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Résume

La restauration statistique non-supervisée de signaux admet d’innombrables ap-
plications dans les domaines les plus divers comme économie, santé, traitement du
signal, météorologie, finances, biologie, fiabilité, transports, environnement, ... Un
des problémes de base, qui est au cceur de cette thése, est d’estimer une séquence ca-
chée (x,)1.n & partir d'une séquence observée (y,)1.n. En traitements probabilistes
du probléme ces séquences sont considérées comme réalisations, respectivement, des
processus X = (X,,)1.v et Y = (Y,,)1.n. Plusieurs techniques fondées sur des méthodes
statistiques ont été développées pour résoudre ce probleme. Le modéle parmi le plus
répandu pour le traiter est le modéle dit « modeéle de Markov caché » (MMC). Dans
ce modéle nous supposons que le processus caché X est markovien et les lois p(y|x)
de Y conditionnelles & X sont suffisamment simples pour que la loi p(z|y) soit éga-
lement markovienne, cette derniére propriété étant nécessaire pour les traitements.
Plusieurs extensions de ces modéles ont été proposées depuis 2000. Dans les modéles
de Markov couples (MMCouples), plus généraux que les MMC, le couple (X,Y)
est markovien), ce qui implique que p(z|y) est également markovienne (alors que
p(x) ne Pest plus nécessairement), ce qui permet les mémes traitements que dans
les MMC. Plus récemment (2002) les MMCouples ont été étendus aux « modeles
de Markov triplet » (MMT), dans lesquels on introduit un processus auxiliaire U et
suppose que le triplet 7" = (X, U, Y") est markovien. La encore il est possible, dans un
cadre plus général que celui des MMCouples, d’effectuer des traitements avec une
complexité raisonnable.

L’objectif de cette thése est de proposer des nouvelles modélisations faisant partie
des MMT et d’étudier leur pertinence et leur intérét. Nous proposons deux types de
nouveauteés :

(i) Lorsque la chaine cachée est discréte et lorsque le couple (X,Y") n’est pas
stationnaire, avec un nombre fini de « sauts » aléatoires dans les paramétres, 1'uti-
lisation récente des MMT dans lesquels les sauts sont modélisés par un processus
discret U a donné des résultats trés convaincants (Lanchantin, 2006). Notre pre-
miéere idée est d’utiliser cette démarche avec un processus U continu, qui modéli-
serait des non-stationnarités "continues" de (X,Y"). Nous proposons des chaines et
des champs triplets et présentons quelques expériences. Les résultats obtenus dans
la modélisation de la non-stationnarité continue semblent moins intéressants que
dans le cas discret. Cependant, les nouveaux modéles peuvent présenter d’autres in-
téréts ; en particulier, ils semblent plus efficaces que les modéles « chaines de Markov
cachées » classiques lorsque le bruit est corrélé;

(ii) Soit un MMT T = (X,U,Y) tel que X et Y sont continu et U est discret
fini. Nous sommes en présence du probléme de filtrage, ou du lissage, avec des sauts
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RESUME

aléatoires. Dans les modélisations classiques le couple caché (X,U) est markovien
mais le couple (U,Y") ne l'est pas, ce qui est a l'origine de I'impossibilité des calculs
exacts avec une complexité linéaire en temps. Il est alors nécessaire de faire appel a
diverses méthodes approximatives, dont celles utilisant le filtrage particulaire sont
parmi les plus utilisées. Dans des modéles MMT récents le couple caché (X, U) n’est
pas nécessairement markovien, mais le couple (U,Y") l'est, ce qui permet des trai-
tements exacts avec une complexité raisonnable (Pieczynski 2009). Notre deuxiéme
idée est d’étendre ces derniers modeéles aux triplets 7' = (X,U,Y’) dans lesquels les
couples (U,Y") sont "partiellement" de Markov. Un tel couple (U,Y) n’est pas de
Markov mais U est de Markov conditionnellement & Y. Nous obtenons un modéele
T = (X,U,Y) plus général, qui n’est plus de Markov, dans lequel le filtrage et le lis-
sage exacts sont possibles avec une complexité linéaire en temps. Quelques premiéres
simulations montrent 'intérét des nouvelles modélisations en lissage en présence des
sauts.

Mot-clefs

Chaines de Markov cachés, chaines de Markov couples et triplets, chaines par-
tiellement de Markov, chaine caché a saut markovien, dépendance longue, champ de
Gaussien-Markov caché, modele Logit, inférence bayésienne, filtrage, lissage, Espé-
rance Maximisation, Estimation Conditionnelle Itérative.
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Abstract

Restoration unsupervised statistical signal admits countless applications in fields
as diverse economy, health, signal processing, meteorology, finance, biology, reliabi-
lity, transport, environment, ... One problem base, which is central to this thesis is
to estimate a sequence hidden (z,)1.ny from an observed sequence (v, )1.n. Probabi-
listic treatment of the problem in these sequences are considered accomplishments,
respectively, process X = (X,)1.x and Y = (Y,,)1.n. Several techniques based on
statistical methods have been developed for solve this problem. The most common
model among the process is the model called og hidden Markov model fg (MMC).
In this model we assume that the hidden process X is Markov and laws p(y|z) of YV
conditional on X is sufficiently simple so that the law p(z|y) is also Markovian, this
last property is necessary for treatment. More Extensions of these models have been
proposed since 2000. In Markov models couples (MMCouples), more general than
the MMC, the pair (X,Y") is Markovian), implying that p(z|y) is also Markov (when
p(x) is no necessarily), which allows the same treatment as in MMC. More recently
(2002), were extended to MMCouples « triplet Markov models » (MMT), in which
we introduce a auxiliary process U and suppose that the triple T'= (X, U,Y") is Mar-
kov. Again it is possible, in a more general that of MMCouples, perform treatments
with a reasonable complexity.

The objective of this thesis is to propose new modeling part of the MMT and to
investigate their relevance and interest. We offer two types of innovations :

(i) When the system is discrete and hidden when the couple (X,Y") is not statio-
nary with a finite number of « jumps » random parameters, the recent use of MMT
in where the jumps are modeled by a discrete process U a been very convincing
(Lanchantin, 2006). Our first idea is to use this approach with a process U conti-
nuous, which models non-steady "continuous" from (X,Y’). We offer chains and
fields and triplets present some experiments. The results obtained in the modeling
of non-stationarity still seem less interesting that in the discrete case. However, new
models may have other interests, in particular, they seem more efficient than og
hidden Markov fg classic when the noise is correlated ;

(i) An MMT T = (X,U,Y) such that X and Y are continuous and U is dis-
crete finite. We are dealing with the problem of filtering, or smoothing, with random
jumps. In modeling classic the pair hidden (X,U) is Markov, but the pair (U,Y")
is not, what is the cause of the impossibility of Exact calculations with linear com-
plexity in time. It is then necessary to use various approximate methods, which those
using particle filtering are among the most used. In recent models MMT the pair
hid (X,U) is not necessarily Markovian, but the pair (U,Y’) is, what which allows
accurate treatment with a reasonable complexity (Pieczynski 2009). Our second idea
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ABSTRACT

is to extend these models to triplets 7' = (X, U,Y) where the pairs (U,Y") are "par-
tially" Markov. Such a pair (U,Y") is not Markov but U is Markov conditionally on
Y. We a model with T'= (X, U,Y") more general, which is more Markov, wherein the
filtering and smoothing are accurate possible with linear complexity in time. Some
preliminary Simulations show interest in new models smoothing in the presence of
jumps.

Keywords
Hidden Markov Chain, pairwise and triplet Markov chains, Partially Markov
chains, Hidden Chain to Jump-Markov, long dependence, Hidden Gaussian-Markov

field, Logit model, Bayesian inférence, filtering, smoothing, Expectation Maximisa-
tion, Iterative Conditional Estimation
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Introduction

Notre travail se situe dans le domaine des traitements statistiques des signaux.
Parmi ces traitements nous nous intéressons aux méthodes bayésiennes. Le pro-
bléme général est celui de I'estimation du signal caché a partir du signal observé.
Nous considérons que le signal observé est une réalisation y = (y,,)1.ny d'un processus
aléatoire Y = (Y,,)1.x sur un réseau S = {1, .., N} et nous cherchons a estimer la réali-
sation x = (z,)1.ny d’un processus aléatoire caché X = (X,,)1.n. Nous supposerons que
les variables X, prennent leurs valeurs dans un espace X et les variables Y,, prennent
leurs valeurs dans un espace ). Lorsque le signal caché est discret son estimation
sera appelée « segmentation » ; lorsqu’il est continu on parlera de « filtrage » ou de
« lissage ».

Une méthode bayésienne de segmentation ou de lissage est caractérisée par une
fonction de cott, dite aussi fonction de perte, L : XV x XN — R. La fonction de
colit L permet de mesurer la perte moyenne subie lors de 'application d’'une mé-
thode donnée. En notant une méthode bayésienne §, la méthode (on dit souvent la
"stratégie") bayésienne vérifie :

E[L(S(Y),X)] :argsmin E[L(S(Y),X)] (1)

Lorsque l'espace X est fini les fonctions de perte parmi les plus utilisées sont les
suivantes :
O
L: XVxXN S R ‘ (2)
(x%:NVx%:N) = 1_5(x%:N’x%:N) 7
L: XNxXN > R 5
(i) = 1= TN, 0(ah,22) )

avec § est l'indice de Kronecker d(a,b) =1 si a =0 et 0 sinon.

La fonction (2) pénalise de la maniére toutes les solutions S(Y') différentes de X.
La solution bayésienne correspondant a cette fonction de perte, appelée « Maximum
a Posteriori » (MAP), est donnée par :

Taap(y) =argmax p(zx|y) (4)

xeXN

On remarque que l'estimateur du MAP est équivalent & 'estimateur du maximum
de vraisemblance lorsque la loi a priori est la loi uniforme.

Contrairement a la fonction (2), la fonction (3) a un aspect local et elle ne pé-
nalise pas de la méme maniére toutes les estimations de X. La méthode bayésienne
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INTRODUCTION

correspondant a cette fonction de perte est dite « Maximum des Marginales a Pos-
teriori » (MPM). Elle est donnée par :

VneS T,(y) =argmaz p(z,|y) (5)
TpeX

Notre travail concerne les situations dans lesquelles le nombre d’observations N
est trop grand pour que ’on puisse envisager d’utiliser les lois du couple (X,Y") dans
toute leur généralité et il est nécessaire de faire appel a des formes particuliéres de
ces lois. A titre d’exemple, en traitement des images, le réseau S est constitué des
"pixels", ou des "sites", dont le nombre N peut étre de 'ordre d’un million. II est
alors trop grand pour pouvoir envisager le calcul direct de la loi p(x,y) du couple
(X,Y). Les modéles particuliers utilisés classiquement a des fin de segmentation ou
de lissage pour N "grand" sont les « modeéles de Markov cachés » (MMC). Introduits
dans les articles fondateurs [5,9, 10, 53], ils permettent, d’une part, de modéliser
d’une maniére simple la loi p(z,y) et de prendre en consideration la corrélation
spatiale (dans le cas des images) ou temporelle (dans le cas des signaux mono-
dimensionnels) des données cachées. D’autre part, ils permettent de calculer (dans
le cas des signaux mono-dimensionnels) ou d’approcher efficacement (dans le cas
des images) les estimations des données cachées par des méthode bayésiennes. Ces
modeéles ont d’innombrables applications dans divers domaines. Ainsi, de maniére
non exhaustive, nous pouvons citer quelques publications en imagerie médicale [31],
bioscience [29,62], imagerie radar [32,51,55,114], écologie [3, 18], communication [25],
acoustique [3].

Dans les modeles de Markov cachés on définit la loi p(x,y) en deux temps.
On définit d’abord p(x), qui est supposée markovienne, et ensuite on définit la
loi (qui modélise le caractére stochastique du "bruit") p(y|x). L’'important dans
ces modeles est que la loi p(x]y), dite « a posteriori », est markovienne. Or, une
fois que l'on a posé la markovianité de p(z), on ne peut obtenir la markovianité
de p(xly) qu’au prix des bruits p(y|r) simples. C’est une faiblesse inutile de ces
modeles car la markovianité de p(z) n’est pas nécessaire. Cette faiblesse a été levée
dans les modeles dits « modeles de Markov couples » [91,93, 104], dans lesquels
on suppose directement que le couple (X,Y) est markovien. Comme conséquence
nous obtenons que p(z|y) et p(y|z) sont aussi markoviennes. La premiére propriété
implique la possibilité d’utiliser les mémes méthodes bayésiennes que dans le cas des
MMC. La deuxiéme permet une modélisation « markovienne » des bruits, ce qui
est plus complet que les modélisations habituelles. Notons que dans une chaine de
Markov couple la chaine X n’est pas nécessairement markovienne, mais cela ne nuit
aucunement aux traitements car la markovianité de X ne sert, dans les MMC, que
pour montrer la markovianité de p(z|y).

Par la suite, les modeles de Markov Couple ont connu des extensions qui sont
les modeles de Markov Triplet (MMT) [36,92,94]. Dans ces modeéles on introduit
un troisiéme processus U = (U, )nes €t on suppose que le triplet 7' = (X,U,Y) est
de Markov. On arrive & une famille de modeles trés riche, ot le processus U peut
modéliser des propriétés trés diverses. Il peut modéliser la non-stationnarité de X
[64,67,69], la semi-markovianité de X [27,70,71], ou encore le caractére "évidentiel"
X [64,068,96]. Sachant que dans une chaine de Markov T' = (X,U,Y") la loi de
(X,Y) n’est pas nécessairement markovienne, le modele MMT est strictement plus
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général que le modeéle de Markov couple. Pourtant, les mémes traitements bayésiens
sont encore possibles. En effet, un MMT T = (X,U,Y) peut étre vu comme un
modéle markovien couple T' = (V,Y"), avec V = (X, U). Il est alors possible d’estimer
simultanément X et U.
Notre travail concerne les modéles de Markov triplets. Plus particuliérement nous
nous intéressons aux chaines et aux champs de Markov triplet. Nous proposons trois
contributions :
¢ Dans le cas des chaines triplets avec la chaine cachée discréte, nous proposons
un nouveau modeéle dans lequel U soit une chaine de Markov a espace d’état
continu [30];

¢ Dans le cas des champs triplets avec le champ caché discret, nous propo-
sons un nouveau modéle de champ Triplet dans lequel U est champ Gaussien-
Markovien ;

¢ Un modéle de chaines de Markov triplets récent (2009) a permis de traiter, par
des méthodes directes et optimales, le probléme de filtrage et de lissage en pré-
sence des sauts. Nous généralisons ce modeéle & un modéle original permettant
de considérer des bruits & mémoire longue.

Organisation du manuscrit

Notre manuscrit est composé de cing chapitres, qui sont organisés comme suit :

Le premier chapitre est consacré a des rappels et des définitions concernant les
modeles graphiques et les chaines de Markov cachées. En premier lieu, nous rappelons
les définitions des modéles graphiques orientés et non-orientés, qui servent en second
lieu a rappeler les modeles des chaines de Markov cachées a espace d’états discret et a
espace d’états continu. Pour chacun de ces modéles, nous donnons divers algorithmes
classiques d’inférence Bayésienne permettant de calculer p(x,|y) et p(x,|T,_1,v)-
Nous présentons également des exemples de simulations pour ces modéles.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons les chaines de Markov couples.
Nous détaillons des algorithmes d’inférence Bayésienne : algorithme de Baum-Welsh,
algorithme de Baum-Welsh conditionnel et 1’algorithme de Viterbi. Ces algorithmes
permettent de calculer les solutions bayésiennes MPM et MAP dans le cas de la
segmentation des observations y;.n. Nous procédons a une étude comparative entre
la CMCouple et la CMC-BI en présentant des simulations originales.

Dans les deux premiers chapitres, nous présentons divers algorithmes de trai-
tement correspondant aux divers modeéles paramétriques, dont les parameétres sont
supposés connus. Le troisiéme chapitre sera dédié au cas dans lequel ces parameétres
ne sont pas connus et doivent étre estimés a partir des observations. Nous énoncons
d’abord les principes généraux de deux algorithmes généraux d’estimation des pa-
ramétres : algorithme Espérance-Maximisation (EM) [16, 20,22, 34] et Estimation
Conditionnelle Itérative (ICE) [7,33,89,95]. Ensuite nous détaillons ces algorithmes
pour certains modéles traités dans les chapitres précédents. Enfin, nous présentons
une application numérique originale d’estimation des paramétres.

Dans le quatriéme chapitre, nous présentons les modéles de Markov triplets. En
premier lieu, nous traitons le cas des chaines de Markov Triplets (CMT) avec pro-
cessus auxiliaire U discret, et nous détaillons différentes utilisations de ce processus
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pour modéliser la M-stationnarité et la semi-markovianité. En second lieu, nous
présentons un nouveau modéle de la CMT avec processus auxiliaire continu [30] et
nous donnons des exemples d’applications en segmentation d’images. Nous présen-
tons une étude numérique concernant des images simulées et des images artificielles.
En troisiéme lieu, nous présentons un modeéle original de champ de Markov triplet,
avec un champ auxiliaire U Gaussien-Markovien (CGM) [50, 106, 108].

Dans le cinquiéme chapitre, nous rappelons tout d’abord la définition d’un pro-
cessus a mémoire longue. Ensuite, nous présentons le modeéle récent des chaines
couples partiellement de Markov (CCPM) qui permet de prendre en considéra-
tion la mémoire longue d’un processus observé, tout en préservant la possibilité
d’étendre 'algorithme de Baum-Welsh, qui permet de calculer p(x,|y). Puis, nous
présentons deux nouveaux modéles prenant en considération la mémoire longue et
permettant de faire un filtrage et un lissage exact dans certains modéles cachés
a sauts. Le premier, général, est dit « chaine conditionnellement linéaire & sauts
markoviens » (CCLSM). Dans le deuxiéme, appelé « chaine conditionnellement li-
néaire a sauts markoviens et bruit gaussien & mémoire longue » (CCLSM-GML)
on considére des bruits gaussiens [19, 99, 100].Enfin, nous produisons des résultats
d’expérimentations informatiques concernant ces nouveaux modéles.

Le manuscrit se termine par une conclusion et des perspectives, une bréve annexe,
et une bibliographie.



Chapitre 1

Modéles de Markov Classiques

Dans ce chapitre, nous rappelons I'un des modéles de Markov cachés le plus utilisé
depuis les années quatre-vingt. Il s’agit du modéle des chaines de Markov cachées
(CMC), connu en anglais sous le nom de « Hidden Markov Chain » (HMC). Nous
détaillerons les algorithmes de calcul dans deux cas : celui ou les données latentes
sont & valeurs dans un espace d’état discret et celui ou elles sont a valeurs dans un
espace d’état continu.

Pour commencer, nous rappelons quelques notions sur les modéles graphiques
orientés et non-orientés. Nous rappelons la notion d’indépendance conditionnelle,
qui joue un role essentiel dans le développement des algorithmes de calcul, et aussi
dans la définition des modeéles graphiques.

Dans toute la suite, on note par X une collection de variables aléatoires (X,)
indexées par une partie non vide & de IN™. Lorsque m = 1 il s’agit de chaines et pour
m = 2, il s’agit de champs bidimensionnels. Nous noterons z = (2, ),es les réalisations
de X. Pour tout A sous-ensemble de S, on notera par ailleurs X 4 la restriction du
processus X a A.

I.1 Modéle graphique

La modélisation graphique est un moyen général pour illustrer certains aspects
des modeles probabilistes. En effet, elle permet de représenter les variables aléatoires
par les sommets d'un graphe et les relations d’indépendance conditionnelle entre ces
variables par les arétes de ce dernier.

Dans toute la suite, nous noterons par p(.) les densités des lois, éventuellement
p(.].) les densités des lois conditionnelles, par rapport a la mesure de comptage dans
le cas discret et par rapport a la mesure de Lebesgue dans le cas continu. La notion
de base dans la modélisation graphique est 'indépendance conditionnelle.

Définition 1.1 Soit A, B et C trois sous ensembles de S, deux o deuz disjoints. On
dit que X 4 et Xe sont indépendants conditionnellement a Xp - et on note X4 1
Xe| X - si et seulement si :

p(za, zclrs) = p(xalvs)p(zclrs) (L.1)

En terme d’information, ceci se traduit par : connaissant Xz, Xe n’apporte pas
d’information supplémentaire sur X 4 (resp. X 4 sur X¢).
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Nous détaillons dans la suite les modéles graphiques orientés et non-orientés;
pour plus de précisions, les lecteurs intéressés pourront également consulter le livre
de Steffen L. Lauritzen [71], ou 'article de P. Smyth et al. [113].

I.1.1 Modéle graphique non orienté

Soit § = {1,.., N} une partie de N, et soit £ un sous ensemble de S x S. Nous
appelons « graphe » le couple G = (§,€). L’ensemble S sera nommé ensemble des
sommets, et £ l'ensemble des arétes. Le graphe G sera nommé graphe non orienté
lorsque pour tout couple de sommets (u,v) € 82, si (u,v) € € alors (v,u) € £. Soient
u et v deux sommets de G. On dit qu’il y a une aréte entre u et v dans G, et on note
U, si (u,v) € £. On note u «g v §'ll n’y a pas d’aréte.

Pour tout sommet u de S, on note v(u) 'ensemble des voisins de u, cad. 'en-
semble des sommets v qui sont reliés par des arétes a u :

v(u) ={v ES,U?U} (L.2)

Un sous-ensemble C de G est une clique si et seulement si :

O C est un singleton, ou

O V(u,v) deux sommets de C, u et v sont mutuellement voisins (u € v(v) et

vev(u)).

On dit qu’il y a un chemin entre u et v, s’il existe une suite des sommets u, .., u,,,
telle que : w € v(uy), .., u;i—1 € v(u;), .., u, € v(v). Soient A, B et C trois sous-ensembles
de § deux a deux disjoints. On dit que B sépare A et C, si seulement si pour tout
sommet a dans A, tout sommet ¢ dans C, tout chemin entre a et ¢ passe par ou
moins un sommet b appartenant a B.

Sur la figure (I.1), D = {3,4} sépare B = {1,2} et C = {5,6}. Un chemin entre
{1} e B et {5} € D passe par {3} € D.

Définition 1.2 Soit G un graphe. Le processus aléatoire X = (X,)1.n satisfait la
propriété de Markov « par paires » par rapport 4 G, si V(u,v) couple de sommets tel
que u «g v, X, et X, sont indépendants conditionnellement a Xy 0y -

V(u,v), siu @ alors Xy 1L Xo| Xoequ v} (1.3)

Définition 1.3 Soit G un graphe. Le processus aléatoire X = (X, )1.n satisfait la
propriété de Markov « locale »par rapport 4 G, si pour tout sommetn e {1,..,N}, X,
est indépendant de ses non-voisins (X¢)wnovn)y conditionnellement & (Xi)tew(n) -

VneS X, 1L (Xt)t¢{nuu(n)}|(Xt)t€l/(n) (L4)

Définition 1.4 Soit G un graphe. Le processus aléatoire X = (X,)1.n satisfait la
propriété de Markov « globale »par rapport ¢ G, si pour tout triplet (B,C,D) de
sous-ensembles de S, disjoints deux a deuz, tels que D sépare B et C dans G, on a :

Xp L Xc|XD (15)

On dit alors également que G est le graphe d’indépendance conditionnelle pour X .
6
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Notons, a titre d’exemple, que sur la figure (I.1), D sépare B et C : {X;, X5} 1L
{X57X6}|{X37X4}

B D C
o~ L~
: X1 1 : X3 1 : X5 |
! I ! I ! I
! | ! | ! |
! | ! | ! |
! | ! | ! |
! | ! | ! |
: | : I : |
- G —(x)
|\____/, |\____/, |\____/,

FIGURE 1.1 — Exemple d’un graphe d’indépendance conditionnelle non-orienté :
{X1, X2} et {X5, X} sont indépendants conditionnellement a { X3, Xy}

Remarque 1.1 Pour un graphe d’indépendance conditionnelle non-orienté G = (S, &),
les trois propriétés de Markov (locale, par paire et globale) sont équivalentes. La dé-
monstration de l’équivalence est détaillée dans le livre de Steffen L. Lauritzen [7]].

Sachant que ces trois propriétés sont équivalentes, nous choisirons, lorsqu’il s’agira
de graphe non orienté, d’utiliser I’'une ou 'autre selon nos besoins dans chaque cas
d’étude. Par exemple, si nous nous intéressons a la loi p(z,|zsy,) dans le cas d’une
chaine de Markov la propriété de Markov locale nous sera la plus utile, et si nous
nous intéressons a la factorisation de la loi p(x) nous pourrons utiliser la propriété
de Markov globale.

I.1.2 Modéle graphique orienté

On appelle graphe orienté et on note 6, tout graphe dont les arétes sont définies
par leur origine et leur extrémité, c’est-a-dire dont les arétes sont orientées, munies
d’un sens. Une aréte d’'un graphe orienté est appelée arc. On note par g cs
l’ensembkc; des arcs.

Soit G = (S, £ ) un graphe orienté, et soit (u,v) € §2. On dit que u est un parent
de v ¢’il existe un arc d’origine u et d’extrémité v, ce que l'on note par u = v.

Un graphe orienté 6 est dit acyclique si pour tout w un sommet de § il n’existe
aucun chemin (cycle) orienté qui part de u et revient a u. Un sommet v de S est un
descendant d’un sommet u de S s’il existe un arc d’origine u et d’extrémité finale
v ; sinon v est un non-descendant de u. On note par pag(v) I’ensemble des parents
de v et par ndg('u) I’ensemble des non-descendants de v.

—

Définition 1.5 Soit G un graphe orienté acyclique. Le processus aléatoire X satis-
—

fait la propriété de Markov locale orientée par rapport a G, si pour tout sommet u

7
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—
de G, X, est indépendant de ses non descendants Xnda(u) conditionnellement a ses
parents Xpaé,(u) :

Xy Ll Xnd?j(u)|Xpa§>(u) (16)

On dit que (X,g) est un modele graphique Markovien orienté, si X satisfait la

— —
propriété de Markov locale orientée par rapport a G. On dit également que G est
un graphe d’indépendance conditionnelle orienté de X .

Exemple 1.1 Soit (X,,)new un processus gaussien vérifiant :
Vne N* X, =pX, +e,

avec X1 une gaussienne centrée réduite, p € R* et |p| < 1. Les €, sont indépendants
identiquement distribués, Yn € N* €, ~ N (0,1 - p?) et chaque €, est indépendant de
X1, ooy X,

Si on note par G le graphe de sommets n e {1,..N} et d’arcs (n,n+1), (X,g)
est un modeéle graphique orienté.

La définition de la propriété de Markov globale pour les graphes orientés se
base sur la notion de séparation des sous ensembles. Nous avons donné la définition
dans le cas des graphes non-orientés (voir 1.4); dans le cas des graphes orientés la
définition de sous ensembles séparables est différente. Pour donner cette définition
nous avons besoin de passer d'un graphe orienté & un graphe non-orienté. Cette
méthode consiste a passer par un graphe moral. On associe a chaque graphe orienté

— —
G un graphe moral g™ = (§,€™), ou €™ est obtenu a partir de £ . Pour obtenir £™
on relie, par une aréte non orientée, les parents, qui ont un descendant commun ;
ensuite on supprime toutes les orientations. Nous avons donc 1’équivalence suivante :

UV UV 0U VU ou {FkeS,u=k et vk}

g g g g

Pour illustrer cette transformation, la figure (I.3) présente un graphe moral obtenu
a partir du graphe représenté sur la figure (I.2). Le sommet {4} est un descendant
commun de {3} et {2} ; de maniére analogue, {6} est descendant commun de {5} et
{4}. En suivant la régle générale, on relie {2} et {3}, {4} et {5}, puis on supprime
les orientations.

8
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FIGURE 1.2 — Exemple d’un graphe d’indépendance conditionnelle orientée : { X7}
et {X3, X4} sont indépendants conditionnellement a { Xg}

FIGURE 1.3 — Graphe moral du graphe (1.2)

Soit A une partie de S. On dit que A est ancestral, si pour tout v appartenant
a A, les parents de u sont dans A, pa(u) c A. Soient B,C et D trois sous ensembles

de §, deux a deux disjoints. On dit que D sépare B et C dans 5, si et seulement
si, D sépare B et C dans le graphe moral G™, avec G™ engendré! par le plus petit
ensemble ancestral contenant B,C et D.

Définition 1.6 Soit 6 = (8,?) un graphe orienté. Le processus aléatoire X =

(X,n)1un satisfait la propriété de Markov « globale »par rapport a 6, st pour tout
triplet (B,C,D) de sous-ensembles de S, disjoints deux & deuzx, tel que D sépare B
—

et C dans G, on a :
Xg I Xe|Xp (L.7)

Le choix entre les deux modéles graphiques « orientés » et « non-orientés » de-
pend essentiellement de type de relation que nous cherchons a modéliser. Chaque

1. Soit 6 = (S,E')) un graphe, 8’ ¢ S, on appelle sous graphe engendré par S’ le graphe
—

— —
G' =(8,&") ou & est 'ensemble d’arcs dans G ayant les deux extrémités dans S’.



CHAPITRE I. MODELES DE MARKOV CLASSIQUES

modele a des avantages par rapport a 'autre, comme mentionné par Lauritzen |75].
Les modéles graphiques orientés acycliques ont un grand intérét pour modéliser les
relations asymétriques ou dites « relations de causalité ». Les modeles graphiques
non-orientés ont un grand intérét pour modéliser les relations symétriques d’inter-
action entre les variables aléatoires. Les deux ensembles des modéles graphiques
orientés et non-orientés ne sont pas égaux : Smyth et al. [113] donnent un exemple
de modéle graphique orienté acycliques qui n’admet pas de modele graphique non-
orienté équivalent (un graphe orienté 6 = (S, ?) et un graphe on orienté G = (S, &)
sont dits « équivalents » en terme d’indépendance conditionnelle si et seulement
si pour tous sous-ensembles B,C et D disjoints deux a deux non-vides de S, C sé-

pare B et D dans 5 < C sépare B et D dans G ). Il donne également un exemple
de graphe non-orienté qui n’admet pas de modeéle graphique orienté acyclique équi-
valent.

I.1.3 Factorisation d’une loi selon un graphe

Il n’est pas toujours possible de définir un graphe d’indépendance conditionnelle
pour un processus X. Smyth et al. [113] donnent des exemples de lois de probabilité
qui n’admettent une représentation graphique ni par modéle orienté ni par modéle
non-orienté. Réciproquement, il est parfois possible d’associer plusieurs lois & un
graphe d’indépendance conditionnelle.

Soit X = (X, )1.n un processus aléatoire. Les X, sont a valeurs dans un espace X,
et ils sont indexés par un ensemble fini des sommets S d'un graphe d’indépendance
conditionnelle G. La densité de la loi de X se factorise selon le graphe G par rapport

a la mesure de référence vy =Q vy, , si elle s’écrit :
neS

p(x) = [ [ pe(2e) (1.8)

ceC

ol C est I'ensemble des cliques du graphe G. Vc € C, p. est une fonction de X<l dans
R*.

Le développement de la loi d'un processus selon son graphe d’indépendance
conditionnelle permet d’aborder des problémes d’estimation et de segmentation dans
certains modeéles & données incompletes. Dans toute la suite, nous utilisons des mo-
deéles graphiques non-orientés « minimaux », dans lesquels deux points s et ¢ ne sont
pas reliés par une aréte si et seulement si les deux variables aléatoires associées X et
X, sont indépendantes conditionnellement aux autres. Le graphe minimal prend en
compte de I'indépendance conditionnelle « par paires » pour ’ensemble des variables
considérées [38].

1.2 Chaine de Markov cachée

Dans cette section, nous traitons un modeéle de Markov caché parmi les plus
simples, qui est la chaine de Markov cachée (CMC). Nous distinguons deux cas :
celui ol le processus caché X est un processus discret et celui ot ¢’est un processus
réel continu.

10
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Les chaines de Markov cachées sont des modéles graphiques comportant des
données observées et des données latentes. On note y = (v, )1.v les données observées,
qui sont issues de la réalisation d’un processus Y = (Y},)1.xy sur un réseau mono-
dimensionnel S, et x = (z,)1.n les données latentes, qui sont issues de la réalisation
d’un processus X = (X,,)1.n-

En premier lieu, nous étudions le cas des chaines mono-dimensionnelles & espace
d’état discret : les X, sont a valeurs dans le méme espace discret X = {wy,..,wg}.
En second lieu, nous étudions le cas ou les X,, sont & valeurs dans R.

I.2.1 CMC a espace d’état discret

Définition 1.7 Soit X = (X,,)1.x un processus aléatoire, avec les X,, a valeurs dans
un espace discret X = {wi,..,wr}. On dit que X est une chaine de Markov si et
seulement si il admet comme graphe d’indépendance conditionnelle non-orienté, le
graphe ot chaque site n admet son prédécesseur n—1 (sin >0) et son successeur
n+1 (sin<N) comme voisins (voir figure (1.4)).

@ @ @ .............. @ .............. @

FIGURE 1.4 — Graphe d’indépendance conditionnelle non-orienté d’une chaine de
Markov

Selon la remarque (I.1), le processus X satisfait les propriétés suivantes :
O la propriété de Markov globale : Vn > 1, Xy, .1 et X,,,1.ny sont indépendants
conditionnellement & X, :

p(l‘lzn—ly xn+1:N|xn) = p(l'lzn—l |xn )p(xn+1:N|xn); (19)

0 La propriété de Markov locale : X,, et les (X;)tsfnn-1,n+1} sont indépendantes
conditionnellement & (X,,_1, Xp41) :

P(nlTien) = P(Tn|Tn1, Tni1); (1.10)

O La propriété de Markov par paires : si ¢ n’appartient pas au voisinage de n,
alors X, et X; sont indépendants conditionnellement au reste des variables :

P(%, $i|$t¢{n,i}) = p($n|$t¢{n,i} )p(ffz |$t¢{n,z’}) (1'1 1)
11
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Une chaine de Markov est dite homogene si les transitions p(z,1|z,) ne dépendent
pas de n. La loi d'une chaine de Markov homogeéne est alors entierement déterminée
par sa loi initiale p(z1) et les transitions p(x,.1|x,). On dit quune chaine de Mar-
kov est stationnaire si elle est homogéne et si la loi marginale p(z,) ne dépend pas
de n. La loi initiale est alors appelée loi invariante ou stationnaire. Notons qu’il est
possible de factoriser la loi d'une chaine de Markov selon son graphe d’indépendance
conditionnelle. En effet, si X est une chaine de Markov admettant pour graphe d’in-
dépendance conditionnelle (I.4), nous obtenons avec la propriété de Markov globale :
Xy et Xq.y_o sont indépendants conditionnellement a Xy_q :

p(z1n) = p(zrn2lzn-1)p(TN|TN-1) (1.12)

par récurrence sur la chaine Xi.y_o nous obtenons alors :

(xlN (1'1 ]\If:[jp(xnﬂkcn) (113)

Dans toute la suite, on note p; pour désigner p(z; = w;), et P = (p; j )kxk pour désigner
la matrice des transitions p; ; = p(Tp+1 = wilz, = w;).

Dans toute la suite nous serons amenés a effectuer des simulations des réalisations
des chaines de Markov. Ces simulations se font directement : il suffit de fixer la loi
initiale p; et la matrice P. Nous commencons par simuler x;, ensuite pour tout n,
on effectue un tirage aléatoire de x,, selon sa loi p(x,|x,-1) conditionnelle & z,,_;.

Exemple

Considérons 'exemple de simulation suivant. Nous simulons une chaine X de
taille N = 128 x 128 & deux états X = {wy,ws}, dont la loi admet pour matrice de

transition P :
0.98 0.02
P = ( 0.02 0.98 )

La loi invariante correspond au vecteur propre gauche associé a la valeur propre 1
de la matrice P. Le vecteur ligne 7 d’éléments p; correspondant a la loi invariante
et est obtenu en résolvant 1’équation matricielle :

TP =m. (I.14)

Dans le cas de la matrice P, la loi invariante est donnée par 7 = (3, 1).

Pour visualiser la chaine simulée sous forme d’une image 2-D, nous allons re-
présenter la réalisation par le parcours d’Hilbert-Peano. Le parcours d’Hilbert-
Peano [7,83] est souvent utilisé en traitements d’images |1 10] dans le but de trans-
former des données bidimensionnelles en données monodimensionnelles. Le parcours
est représenté par la figure (1.5). L’avantage de cette transformation est qu’elle per-
met de garder deux points, voisins dans la chaine, voisins dans I'image. Cependant,
deux points voisins dans I'image peuvent ne pas I'étre dans la chaine [7]. D’autres
types de transformations sont connus dans la littérature comme la transformation

en ligne ou en colonne, ou encore la transformation de Hilbert, qui ressemble & celui
de Hilbert-Peano.

12
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FI1GURE 1.5 — Construction du parcours d’Hilbert Péano

FIGURE 1.6 — Exemple de simulation d’une chaine de Markov : image obtenue avec
transformation d’Hilbert-Péano

Définition 1.8 Soit (X,Y) = (X,,,Y,)1.ny un processus aléatoire couple ou les X,
prennent leurs valeurs dans un espace discret X = {wi,...,wk} et les Y, sont a
valeurs dans ) = R. (X,Y') est appelée "chaine de Markov cachée a bruit indé-
pendant" (CMC-BI), si X est une chaine de Markov, et la densité de la loi du'Y
conditionnellement a X = x vérifie :

O les Y, sont indépendants conditionnellement a Xi.n :

p(yinlTin) = Ijlp(ynlxm) (1.15)
g Vnell,.,N]
P(Ynlz1:n) = P(YnlTn) (1.16)

13
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FI1GURE L.7 — Graphe d’indépendance conditionnelle d'une chaine de Markov cachée
a bruit indépendant.

Le modéle de la chaine de Markov cachée a bruit indépendant (CMC-BI) est sou-
vent utilisé pour 'estimation des données latentes. Il existe plusieurs algorithmes
d’estimation, qui se basent sur la possibilité du calcul des probabilités p(z,|y1.n) et
P(@ps1|Tn, y1:8). Nous détaillons dans la suite certains algorithmes qui permettent
ces calculs.

I1.2.2 Inférence Bayésienne dans la CMC discréte

Pour calculer les probabilités a posteriori p(x,|y1.n), 'un des algorithmes les
plus utilisés est celui de Baum-Welsh. Cet algorithme comporte deux étapes : la
premiére est une étape de « filtrage » et la deuxiéme est une étape de « lissage »,
termes qui seront précisés par la suite. En utilisant la propriété de Markov globale,
la loi p(x,,y1.n) se développe, sous la forme :

(2, y1:8) = P(Tn, Yion )p(yn+1:N|xm Yin)- (1'17)
Si on note :
n(Tn) = p(Tn; Y1), (1.18)
et
ﬁn(xn) :p(yn+1:N|xnayn)7 (119)
nous obtenons p(z,|y1.x) en fonction des «, et des 3, :

p(znlyin) = = (1.20)

Zj:l CVn(xn = wj)ﬁn(xn = wj)
De méme pour p(Zp.1|Tn, y1.8), ON & :

:L‘n axna :
p($n+1|xn>y1:N) = p( L le))
(T, Y1)

avec

p(yn+2:N|xn+1> yn+1)p($n+1 ; yn+1|xn> yn)p(fpn; ylzn)
ﬁn+1(xn+1)p(xn+l ) yn+1|xna Yn )p(xna ylzn)

p(xn+1> Ly yl:N)
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On a p(Zpnit, Yni1|Tn, Yn) = P(Tns1, Yns1lrn) du fait que c’est une chaine de Markov
a bruit indépendant. La loi p(x,,y1.n) se développe comme dans (I.17) et comme

P(Yns1:N|Tn, Yn) = Bu(xy) alors p(zn, y1:8) = Bu(2n)p(2n, Y1 ). nOUS pouvons expri-
mer p(Tni1|Tn, y1.v) en fonction des 3, et des transitions p(x,.1, Yns1|Tn) :

BnJrl (anrl )p(anrl y Un+1 |xn)p(xn7 ylzn)
ﬁn(xn)p(‘rna yl:n)

p(xn+1|xnay1:N) = )

et aprés simplification :

n xTL
p(xn+1|xn7y1:N) = %p(%u,ymﬂxn)- (1-21)

La densité de la loi du couple (X1, X,,) conditionnellement a y;.5 s’écrit :
p(xrwla xn|y1:N) = p(xn|y1:N)p(xn+l |xn7 yl:N) (122>

En utilisant les équations (1.20) et (I.21) on obtient :

p(xn+17xn|y1:N) & ﬁn+1(xn+1)@n(xn)p(xn+layn+1|xn) (123)
Le point important est que les probabilités «,, et 3, sont calculables par les
récurrences suivantes :

1. calcul des a, (récurrence directe) :
O Initialisation : aq(x1) = p(x1,41) ;
O Supposons «,, calculé dans I'étape précédente (n) :

On+1 (iUml ) = p(9€n+1 ) y1:n+1)

k
Y p(Tn = W), Tps1, Yima1)
j=1

la formule de récurrence est la suivante :
k
(07| ({L‘n+1) = Z Ofn(trn = wj)p(xn+1ayn+1|xn = wj) (124)
j=1
2. calcul des f3,, (récurrence rétrograde) :

O Initialisation : Sy (zy) =1;
O Supposons f,,1(2,.1) calculé dans 'étape précédente (n+1) :

p(yn+1:N|xn> yn)

k
Y p(Tna1 = W), Ynsrn [T, Yn)
j=1

la formule de récurrence est la suivante :

k
ﬁn(xn) = Z ﬁnJrl(an =Wy )p(xn+17 yn+1|xn)- (125>

j=1
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FIGURE 1.8 — Exemple : simulation et segmentation d’une chaine CMC-BI (a) X
simulé a 2 classes {wy,ws}, p; = 0.5 et p(w;lw;) =0.99 (b) Y simulé avec A, (0.0,1.0)
et NV,,,(2.0,1.0) (c) X estimé avec les vrais paramétres (taux d’erreur 0.61%)

Lors de I'implémentation de l'algorithme de Baum-Welsh, des problémes d’ordre
numérique peuvent apparaitre car les a,, tendent vers 0 lorsque n est suffisamment
grand et (4, tend également vers 0 lorsque la taille V de I’échantillon tend vers I'infini.
Pour surmonter ces problémes, des variations de cet algorithme ont été proposées,
comme ’algorithme de Baum-Welsh conditionnel [35,37].

I.3 CMC a espace d’états continu

Dans cette section, nous nous intéressons au cas des modéles de chaines de Mar-
kov cachées ou les données latentes sont réelles. La définition de la markovianité est,
bien entendu, identique a celle des chaines discrétes :

Définition 1.9 Soit X = (X,,)1.n un processus aléatoire, dont les marginales X,
sont a wvaleurs dans R. X est une chaine de Markov si et seulement si il admet

comme graphe d’indépendance conditionnelle non-orienté le graphe représente par
la figure (1.4).

Comme nous l'avons déja mentionné dans 'exemple (I.1), le processus X qui est
un AR(1) est une chaine de Markov a espace d’état continu. L’écriture des processus
AR(1) se généralise a I’écriture suivante

Vne{2,..N}, Xpi1=f(Xn€n), (1.26)

ol les €, sont identiquement distribués dans le cas d'une chaine homogéne. Une telle
écriture admet souvent des interprétations physiques en termes de la dépendance
entre les variables cachées et le « bruit », et est de ce fait souvent utilisée. Cependant,
nous continuerons & utiliser les mémes notations p(.|z,) pour les transitions : la
transition p(.|z,) est alors la densité de la variable aléatoire f(z,,¢€,). Comme dans
le cas discret, la densité p(x) est factorisée selon :

p(a) = plar) H p(zntln). (1.27)

La définition suivante, rappelée pour mémoire, est identique a celle définissant les
CMC-BI discrétes :
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Définition I.10 Soit (X,Y) = (X,,Yn)1.ny un processus aléatoire couple & valeurs

dans espace produit R x R. (X,Y) est dit une chaine de Markov cachée a bruit

indépendant, si seulement si X est une chaine de Markov, et la loi p(y|z) vérifie :
O les Y, sont indépendants conditionnellement auxr Xi.n :

p(yun|rin) = l:[lp(ynlxm), (1.28)
o Vne{l,.,N} :
P(Ynlz1:n) = P(YnlT0)- (1.29)

1.3.1 Inférence Bayésienne

Le calcul des probabilités a posteriori de X,, conditionnellement & y = y;.y n’est
pas toujours possible d'une maniére exacte. Bien que les démarches générales soient
les mémes que dans le cas des CMC-BI, les sommes sont remplacées par des intégrales
ne pouvant pas étre calculées explicitement dans tous les cas. En effet, si on désigne
par o, = p(Tn, Y1) les probabilités « Forward »et par B, = p(Yn+1:n|Tn, Y1) les
probabilités « Backward », alors :

p(a1]y) =o< a1 (1) B1(21) (1.30)
et pour tout n e {2,.., N}

p(@aly) =oc an () Bn(n), (1.31)
avec «,, et (3, sont obtenus d’'une maniére recursive :
1. Calcul de a,(.) :
O Initialisation : oy (x1) = p(z1,91),
O Supposons «, calculé a I’étape n :

O[n+1(l‘n+1):[Ran(xn)p(xn+layn+1|~rn)d~rn' (132)
2. Calcul de S,(.)

O Initialisation : By (z1) =1,
O Supposons f3,,1 calculé a I'étape n+1 :

Bo(2) = A Bt (T )P(Zrs, Yot [T ) At (1.33)

Nous traitons dans la suite le cas d'une chaine de Markov cachée gaussienne. Dans
ce cas, nous avons les propriétés suivantes :

— Pour tout n, X,, est une variable aléatoire gaussienne;

— Conditionnellement a X,, = z,, le noyau de transition p(.|z,) est la densité

d’une loi gaussienne.

Dans ce cas, le calcul de o, et de (3, est possible de maniére directe par le filtrage de
Kalman et 'algorithme de Rauch-Tung-Striebel (RTS) [105], qui est un algorithme
de lissage. Considérons ’écriture suivante du modéle :

Xpi1 = FXn+€na
Y, =my+HX,+§,

avec X1 ~ N (mq, V1), et les e, ~ N(0, R) identiquement distribués et tels que €, 1L x,,,
les &, ~ N(0,Q) et tels que &, 1L x,. Dans la sous-section suivante, nous détaillons
le filtre de Kalman.

(1.34)
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1.3.2 Filtre de Kalman

Le filtre de Kalman permet de calculer les probabilités « Forward » p(z,|y1:n)
en deux étapes : une étape de « prédiction »qui permet de calculer la loi du X,
conditionnellement a X,,_; et Yj.,,_1, et une étape de « correction », qui permet
d’intégrer les informations apportées par 'observation de Y,,.

Prédiction

Le couple (X,Y") est gaussien, donc la loi de X,, conditionnellement & Y7, 1
Y1:n_1 est une gaussienne de moyenne E[ X, |y1.,_1] = m;, et de variance V[ X,,|y1.,-1]
P, . De méme, la loi de X, conditionnellement a y;., est une gaussienne de moyenne
E[X,|y1:n] = my et de variance V[ X,|y1.n] = P,. D’apreés les équations du systéme
(1.34), nous pouvons calculer m;, et P; en fonction de m,_; et P,_; :

mT_L = E[Xnkgl:nfl] = E[(Fanl + 6n—1)|y1:n71:|7
comme €, 1 Il Y11, et B[ X,,_1|y1:n-1] = my_1, nOUS obtenons :
m,, = Fmy,_1, (1.35)

de méme pour la variance :

P;=F2P,_, +R. (1.36)

Correction

Dans cette étape, nous utilisons les informations apportées par I'observation de
Y,, et nous cherchons la formule de récurrence pour calculer m,, et P, en fonction de
m,, et P, . D’apres les hypotheses, X,, conditionnellement a ¥.,-1 est une gaussienne,
de méme pour Y, |y1.,-1. Nous commengons par calculer la moyenne de Y, |y;.,-1 et
sa variance, puis la covariance entre X,|y1.,-1 et Yy |y1:-1. En utilisant toujours les
équations du systéme (1.34) :

E[Yn|y1:n—1] = E[(my +HX, + 5n)|y1:n—1]

= my+Hm,
V[anlin*l] = E[(Yn - E[Yn|y1:n—l])2|y1:n—1]
= HQPT; +Q
C[(Xna Yn)|ylznfl] = E[(Xn - ]E[Xn|y1:n,1])(Yn - E[Yn|y1m71])]
= HP,
-k,

Comme conséquence, nous obtenons la loi du couple (X,,,Y,,) conditionnellement &
Y1n_1, qui est une gaussienne No(M, V') avec :

m;, [ B ky,
M_(my+Hmn) ct V_( k., HQPn+Q)
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Finalement, nous obtenons la loi du X, conditionnellement & y.,, a partir de la loi
du couple, X, |y1., ~ N(my, P,) avec k, = HP, :

my, =my, + kn[yn —my, - Hm, ][H*P,— + Q] (1.37)

P, = P — k,[H2P,— + Q] 'k7 (1.38)

Une fois calculées les moyennes m,, et les variances P,, nous pouvons passer a l’étape
suivante, qui est 1’étape de lissage qui & pour but de calculer les moyennes et les
variances de X, |y1.n-

1.3.3 Lissage

Le lissage RT'S a pour but de déterminer la loi du X, |y;.x et la loi de X, |21, y1:n
dans le cas d’un systéme linéaire gaussien de type (1.34). Ces lois étant des gaus-
siennes, X, |y1.x ~ N(m2, Pr) et X,|zpi1,y1.80 ~ N (m, P}). Les moyennes m}, m}
et les variances P, P} peuvent étre calculées par recurrence retrograde. Comme

initialisation, nous prenons les valeurs obtenues avec le filtre de Kalman :
my =my =my (1.39)

Py =Ph =Py (1.40)

Sur le graphe d’indépendance conditionnelle non-orienté (1.9), (B) sépare X,, (A) et
Y,i1:nv (C), donc nous avons :

FIGURE 1.9 — Graphe moral obtenu a partir du graphe d’indépendance conditionnelle
non-orienté

p($n|~rn+1a yl:N) = p($n|~rn+1a yl:n)

Le calcul de la covariance du couple (X,,, X,,,1) conditionnelle & Y7.,, qu’on note C,,,
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donne :

C[(Xna Xn+1)|y1:n] = E[(Xn - E[Xn|y1:n])(Xn+l - E[Xn+1|y1:n])]
= E[(Xn—mn)(Xnse1 = mipy) ]
= E[(X, - mp)(FX, + 60— Fimy)]
= FE[(X,-m,)?%]
= FP,
= C,

En utilisant la propriété du calcul de loi conditionnelle pour les vecteurs gaussiens,
nous pouvons en déduire la moyenne m? et la variance P} de X, |, 1910 ¢

m;; =my + C17’L|::L‘n+1 - m;b+1][P_+1]_1 (141)

n

Pr=P,-C,[P,,,]'CT (1.42)

n+1

De méme, nous pouvons en déduire la loi du z,|y;.x :

L: = FP,PL (1.43)
my, = my + Ly[my . —my ] (L.44)
Py =Py~ Ly[ Py — P l(L)" (1.45)

ce qui était notre objectif.

Exemple

Dans cet exemple nous simulons des réalisations d’un systéme linéaire gaussien
qui a comme dynamique le systéme (1.34), et nous présentons des résultats de filtrage
par le filtre de Kalman et de lissage RTS. Les parameétres de simulation sont présentés
dans la table 1.1.

Paramétres | Valeur

m1 0

i 1

F 1

R 1
My 0

H 2

Q 0.1

TABLE I.1 — Paramétres de simulation

Les réalisations z1.y et yp.v sont représentées sur la figure (1.10) avec N = 100.
La courbe supérieure est celle de y;.x et la courbe inférieure est celle de x1.y. Sur
la figure (I.11) on trouve l'estimation Zy.x & partir de l'observation y;.n (a) est
I'estimation avec le filtre de Kalman et (b) 'estimation par le lissage RTS.
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FIGURE 1.10 — Simulation systéme linéaire gaussien

—X
------- xsmooth

@ (b)

FIGURE L.11 — (a) Estimation par filtrage de Kalman (b) estimation par lissage RTS

On remarque que les trajectoires estimées par le filtre de Kalman et le lissage
RTS, sont presque identiques et elles sont trés proches de la vraie trajectoire. Cela est
di au fait que la variance de &, est petite () = 0.1 ; le systéme est donc peu « bruité ».
Dans l'exemple suivant nous considérons () = 1 et nous gardons les mémes valeurs
pour les autres parameétres. Les réalisations xi.y et y;.ny sont représentées sur la
figure (I1.12).

1 I I I

FI1GURE 1.12 — Simulation systéme linéaire gaussien
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FIGURE 1.13 — (a) Estimation par filtrage de Kalman (b) estimation par lissage RTS

Nous pouvons remarquer que l'estimation de la trajectoire Zy.y par le lissage RTS
(I.13).b est plus proche du signal caché que son estimation par le filtrage de Kalman
(I.13).a. Bien entendu, cela est dii au fait que le lissage prend en considération toutes
les observations y;.y pour estimer x,, tandis que le filtrage prend en considération
que les observations de 1 jusqu’a n i.e yy.,.

Considérons une CMC-BI générale, qui peut se mettre sous la forme du systeme

suivant :
Xp1 = Xna n
(5’):{ v :g((Xm;; (1.46)

avec les fonctions f et g connues. Dans ce cas « non linéaire » et « non gaussien », il
est possible de proposer une extension du filtre de Kalman, qui est le filtre de Kalman
« étendu » (ou « linéarisé »), qui consiste a linéariser le systéme en remplacant
les equations par leurs développements de Taylor. Pour tout n dans [1,..,N], on
développe les equations du systéme (1.46) & 'ordre 1 au point X?, et nous obtenons
le systéme sous sa forme linéarisée (1.47), en suite on peut appliquer les mémes
algorithmes déja présentés sur le nouveau systéme qui est linéaire en x.

7Y . Xn+ :f(Xgaen)+(Xn—X2)8—£(Xg’€n)
(€ )-{ v, _ (X0, 60) + (X, - XD I (XD €. (1.47)

Le filtrage particulaire, trés utilisé actuellement, est une autre alternative pour trai-
ter le systéme non linéaire non gaussien ci-dessus.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord rappelé diverses définitions classiques
de la modélisation graphique. En particulier, nous avons briévement discuté de re-
lations entre les graphes orientés et les graphes non orientés. Ce type de modéli-
sation permet de décrire d’'une maniéere visuelle les relations d’indépendance condi-
tionnelle entre les variables aléatoires X,, d’un processus X observé sur un réseau
S ={1,..,N}. En second lieu, nous avons utilisé ces modéles pour définir les modeéles
de chaines de Markov cachées, dans les deux cas des données cachées discrétes et
continues. Dans ces deux cas nous avons détaillé des algorithmes d’inférence bayé-
sienne permettant de calculer la loi a posteriori p(x,|y1:n) et p(Zpi1|Tn, y1:n). Pour

22




CHAPITRE I. MODELES DE MARKOV CLASSIQUES

le modeéle de chaine cachée a états finis nous avons détaillé ’algorithme de Baum-
Welsh ; pour celui de chaine cachée a états continus nous avons détaillé le filtre
de Kalman et le lissage RTS. Nous avons donné également quelques exemples de
simulation pour ces différents modéles et traitements classiques.

Dans le chapitre qui suit nous présentons un autre type de modéles de Markov,
dits « modeéles de Markov couples », qui est une généralisation du modéle de chaine
cachée classique [91,92,101].
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Chapitre 11
Modéle de Markov Couple

Dans le modéle de chaine de Markov cachée classique, nous supposons que les
données cachées ont une structure markovienne p(z) = p(21) [12-1' p(Zpe1|2s ). D une
part, cette hypothése n’est pas toujours vérifiée dans le cas des données issues du
monde réel. D’autre part, il s’avére qu’elle n’est pas nécessaire pour la mise en
oeuvre des traitements bayésiens discutés dans le chapitre précédent. Pour alléger
cette hypothése et prendre en considération une situation plus générale Pieczynski
[91,104] a proposé de remplacer '’hypotheése de la markovianité de processus X par
la markovianité du couple (X,Y"). Cette hypothése permet d’assurer la markovianité
de X conditionnellement & Y qui est essentielle pour appliquer les algorithmes de
calcul pour p(x,|y1.n) et p(ns1]Tn, y1:x ). Cependant, le processus caché peut étre
markovien ou pas, ce qui méne a un modele plus général. Ce nouveau modeéle est dit
«modele de chaine de Markov Couple » (CMCouple). Dans la suite, nous présentons
ce modele d'une maniére détaillée ainsi que les algorithmes d’inférence Bayésienne
qui permettent de calculer les probabilités a posteriori d’intérét. Nous comparons
également le CMCouple avec le modéele de CMC classique.

II.1 Chaine de Markov Couple

Dans toute la suite, Z = (Z,,)n-1.ny désigne un processus aléatoire couple a temps
discret, ou Z, = (X,,Y,), avec X,, et Y, a valeurs dans un espace respectivement
X et ). Dans le cas discret X' est un espace fini X = {wy,...,wk}, et dans le cas
continu réel X = R. Sauf mention contraire, les Y,, considérés seront réels : ) = R.

Définition I1.1 Un processus aléatoire couple Z est appelé « Chaine de Markov
Couple » (CMCouple) si et seulement si il admet pour graphe d’indépendance condi-
tionnelle le graphe représenté par la figure (1.4).

Bien entendu, une CMCouple vérifie alors les propriétés classiques que nous rappe-
lons ci-dessous pour mémoire :

Propriété I1.1 Le processus Z vérifie les propriétés de Markov par rapport au
graphe G :
O Propriété de Markov globale : Soit B,C et D trois sous ensembles de S deuz a
deux disjoints, si C sépare B et D dans G alors :
p(z8, 2pl2c) = p(z8l2c)p(2pl2c) (IL1)
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O Propriété de Markov locale : Yu € S, de voisinage v(u) dans G.

p(2u|zve[1:N]/u) = p(zu|zveu(u)) (112)

a Propriété de Markov par paires : ¥V (u,v) deux sommets de S, siv ¢ v(u).

p(Zua Zv|Zt¢{u,v}) = p(Zu|Zt¢/{u,v} )p(Zv|Zt¢{u,v}) (II3>

Nous pouvons factoriser la loi de Z selon son graphe d’indépendance conditionnelle
non orienté G :

p(=) = p(=1) 1‘1 P(enlzn) (11.4)

La proposition suivante précise la markovianité du processus caché condition-
nellement aux observations, ce qui va rendre possible les traitements bayésiens ana-
logues & ceux pratiqués dans les CMC classiques. Pour des raisons de symétrie, le
processus observé est également markovien conditionnellement au processus caché.
Cette propriété, qui permet de modéliser le bruit de maniére plus compléte que
dans les CMC classiques, constitue un avantage des CMCouples par rapport & ces
derniers.

Proposition II.1 Soit Z = (X,,,Y,) 1.~ une chaine de Markov couple. Alors on a
les propriétés suivantes :

O X conditionnellement a 'Y =y est une chaine de Markov.

O Y conditionnellement a X = x est une chaine de Markov.

La preuve de la proposition, qui est proche de celle du résultat analogue valable
dans le cas des CMC, peut étre consulté dans [17,18,92].

La proposition suivante, relativement immédiate montre que les chaines de Mar-
kov cachées sont des chaines de Markov couples.

Proposition I1.2 Soit Z = (X,Y') une chaine de Markov cachée & bruit indépen-
dant alors Z = (Z,)n=1:n est une chaine de Markov couple.

Preuve : Pour montrer qu'un CMC-BI est un cas particulier du modele CMCouple,
il suffit de factoriser la densité de la loi du couple (X,Y") comme la densité de la loi
d’un CMCouple.

Soit X = (X,,)n=1:; un CMC-BI et soit Y = (Y},),-1.n les données observées. Si
on note Z = (X, Y, )n-1:n alors :

p(z) = p(x,y)
= p(x)p(ylr)

= (@) 1‘1 o) [T plonlen)

N-1
= p(xl)p(yl|x1) H p(xn+1|xn)p(yn+1|xn+l)
n=1
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En utilisant la formule de Bayes p(x1,y1) = p(z1)p(y1|z1) et Vn e [1.N=1] p(Tni1, Ynit|Tn, Yn) =
P(Tns1|n)P(Yns1|Tns1) du fait que X est une CMC-BI, nous obtenons par regroupe-
ment :

N-1
p(xlayl) H p(xn+1ayn+l|xn7 yn)
n=1

p(2)

p(zn]fjjp(wzn)

Ce qui prouve que Z = (X,Y) est un CMCouple. |}

La proposition de Pieczynski [93,96] montre que le modéle couple CMCouple est
strictement plus général que le modele classique CMC et précise, dans le cas des
chaines stationnaires réversibles, des conditions sous lesquelles une CMCouple est
une CMC. Autrement dit, la proposition suivante donne les conditions nécessaires
et suffisantes pour que, dans une CMCouple Z = (X,Y'), la chaine cachée X soit
une chaine de Markov.

Proposition I1.3 Soit Z = (X,Y') une chaine de Markov Couple qui vérifie :

1. p(2n, Zns1) ne dépendant pas de ne{l,..,N -1} ;

2. p(zn = a,2p1 = b) = (2, = b, 2p11 = a) pour tout n e {1,..,N — 1} et pour tout
a etb.

Alors les trois conditions suivantes :
1. X est une chaine de Markov;
2. V2<n< N =1, p(yn|@n, Tn-1) = p(ynlzn) ;
3. ¥1<n <N, p(ynlz) = p(ynltn),

sont équivalentes.

Preuve : La démonstration a été présentée par Pieczynski et all. dans les articles

[93,90].

1 =2: Z est une CMCouple, nous pouvons développer sa densité comme suit :

Hfz\[:? P(2n; 2ns1)
Hy];f:—zl p(2n)
L5 (&0, Tnets Yns Yns)
a2 P(T0sYn)
H?j':[:_llp(l‘naxn+1) H?j-:[:_llp(ynayn+1|xmxn+l)
HnN;Ql p(wy) Hfz\[:;lp(ynmn)
a(x) b(y)

p(z) =

X étant de Markov nous avons a(z) = p(x). Par ailleurs, nous obtenons la loi de X
en intégrant p(z) par rapport a y :

p@)= [ p()donx) = o)
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On déduit :
L b)) =1

et comme pour tout 1 <n < N, (Zy,..,Z,) est une chaine de Markov, alors :

L b dlyn) = 1 (IL5)
Considérons n = 3, la formule (I1.5) elle s’écrit :
/;3 b(y1:3) d(y1:3) = 1 (IL.6)

en intégrant (I1.6) par rapport a y; et y3 nous obtenons :

p(yalr1, 2)p(y2|zs, 23) _
/ p(yelr2) A2) =1 UL7)

Fixons xs et posons fi(y2) = p(ye|r1 = wi,x2) = p(ye|re, 3 = w;). L'égalite (I1.7)
définit alors le produit scalaire

fi(yz)fj(lh) d

<fi>fj > y p(y2|x2)

(I1.8)

On a donc K vecteurs fi,.., fx tels que < f;, f; >= 1 pour tous 7, j variant de 1 a K.
On a en particulier | f;| = /< fi, fi >, et donc | fi— fi|? = | fi|?+1f;1?-2 < fi, f; >= 0.
Il en résulte que les vecteurs fi, .., fx sont égaux, ce qui signifie que f;(y2) = p(ya|z1 =
wi, o) ne dépend pas de w;, d’ott le résultat.

2= 1 et 3 : Supposons p(Yn|Tn-1,2n) = P(Yn|Tn; Tns1) = P(Ynls),

I_ITLN;l1 p(yna yn+1|xna xn+1)
T p(Ynlen)
I_InN:_l1 p(yn|xna Tn+1 )p(yn+1|yn, T, fL'n+1)

HnN;Ql p(yn|xn)
N-1

p(y1|x1, x2) H p(yn+1|yn, Ly xn+1)

n=1

b(yin) =

donc l'intégrale de b(yy.x) par rapport y;.ny vaut 1 :

_/N b(y)d(yin) =1
y

et nous obtenons :

p(x) = a(x)
la densité de la loi de X est markovienne, d’ou 1. Par ailleurs, Yn € [1..N] I'intégra-
tion de p(2) par Y11, Yns1:n vaut p(z)p(ya|z,), en effet

nyl P(2) d(Yrn-1)d(Yn+1:n) _/le a(@)b(y1n) d(Yrn-1)d(Yn+1:n)

p(@) [ b)) A1) dGron)
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en utilisant 'hypothése p(yn|®n-1,2n) = D(Yn|Tn, Tns1) = p(Yn|z,) nous pouvons cal-

culer l'intégrale de [N ) b(y1.n) A(Y1:n-1)d(Yns1:N) :
o

HN:_llp(ynayn+1|xna$n+1)
b : d n— d n+1: = = d mn— d n+1:
Jo ) dnon ) = [ ot At )

H?;l iy Y1 Ly L5
1 1 pggl Y +1| +1) d(ylzn—l)
yn T35 p(yilw:)
y f 1Y p(yis Yisa |, i1
AR 1Y p(yilas)

. 077 p(yi Yirt |z, @iv) _ 175 p(yi,Yir1 |z, Tiv1) _
ona: [y Ry A1) = e [fyp TT2) ) ey T ey W21 =
175 p(yi,yir1|®istic1) L
Jys 75’ plyil:) AYona == 1, et
[T, p(yi,yiv1lTi,ziv1) _
_/‘nynfl Hﬁ\:f—l p(yz‘xz) d(yn+1N) -

d(yn+1:N)

n

N2 p(Yi Y i
fwan& Hgﬁ;’;éfiiwﬂfyp(y : =N) AYn] d(Yns1n-1) = - = P(Yn|Tn, Tns1)

o PE) A1) A1) = Pl 9) = P00

En utilisant la formule de Bayes et le résultat préceédent p(y,|r) = ]% =
p(x
w :p(yn|xn)’ d’ou 3.
p(x)

3 = 2 : nous avons :

p(yn|xn7 xnfl) LN—Q p(yTu T1n-2, xn+1:N|xn7 xnfl) d(xlznf% xn+1:N)

ny € :
L M d(x1:n727 anrl:N)

N-2 p(l‘na Tp-1 )
/‘ P(Ynlr1n)p(T18)
XN—Q

p(l‘na 1771—1)

d(l'l;ka, xn+12N)

d’aprés 3, p(ya|r1:n) = p(ynlzs) donc :
n|L1: T1:
p(yn|xn7 xnfl) = [ p(y | - N)p( : N) d(xlznf% xn+1:N)
XN-2 p(l‘na 1771—1)
Z1:
p(yn|xn) //; M d(xlznf% xn+1:N)

N-2 p(xna :L‘n—l)

p(yn|xn)
dou2. |

D’aprés cette proposition, le fait que X soit une chaine de Markov sachant que Z =
(X,Y") est un CMCouple, est équivalent a p(y,|z) = p(yn|x,) pour tout n e {1,..,N}.
Prenons un exemple concret de la nature pour interpréter cette propriété. Soit une
image numérique ou chaque pixel peut étre "eau" ou "forét", et supposons que la
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chaine couple est une ligne de cette image. L’observation est alors le niveau de gris.
Dans le modeéle classique CMC nous avons p(y,|z) = p(ya|x,), ce qui signifie que
I'aspect visuel de la forét (par exemple) ne peut pas dépendre des pixels ("eau" ou
"forét") se trouvant a coté, alors que cette possibilité existe dans les CMCouples.
Ainsi les CMCouples permettent de prendre en compte les différences éventuelles
des aspects des pixels se trouvant prés des frontiéres.

Soit Z = (X,Y) une chaine de Markov couple stationnaire et réversible (rap-
pelons que Z est dite stationnaire si p(z,41, 2,) ne dépendent pas de n pour tout
n e {l,..,N -1}). La loi d'une chaine de Markov couple stationnaire est comple-
tement déterminée par la loi du couple (29,21) = (22,92,%1,y1). Pour exploiter la
proposition (I1.3), nous pouvons développer la loi de (Z;.2) sous plusieurs formes
particuliéres donnant lieu a autant de sous-modéles de CMCouple. Les différents
graphes d’indépendance conditionnelle de ces modéles sont représentés sur la figure
(I1.1). Nous commengons par développer la loi p(z1.9) sous la forme suivante :

p(212) = p(21:2)p(Y1:2|71:2)

CMC-BI

Dans ce premier modéle, nous supposons que les y, sont indépendants condi-
tionnellement aux (x,)1.n et que pour toute n, y, ne dépend que de x,. Le graphe
d’indépendance conditionnelle de ce modéle est (a) sur la figure (II.1). D’aprés la
proposition (I1.3), X est une chaine de Markov. La loi du transition est donnée par :

p(z2|21) = p(xa|1)p (Y2l 72) (IL9)

CMC

Dans le modéle précedent, nous avons supposé que les y, sont indépendants
conditionnellement aux (x,)1.ny ce qui se traduit par ’absence des arétes entre les
Y, sur le graphe (a). Pour généraliser le modéle de CMC-BI nous supposons cette
fois que les y,, sont corrélés et nous gardons 'hypothése p(yn|Tn_1,Tn) = p(Yn|Tn)-
Pour cela nous ajoutons des arétes entre les y,, afin de modéliser cette dépendance
et nous obtenons le graphe (b). X est une chaine de Markov et les transitions et la
loi initiale de la chaine couple sont données par :

p(22]21) = p(@a|r1)p(y2lys1, 72) (I1.10)

p(z1) = p(z1)p(y1|z1) (IL11)

Avec le modele CMC, nous pouvons modéliser la corrélation des observations avec
un nombre réduit de parameétres.

CMCouple-BI

Dans ce modéle nous supposons que les Y,, sont indépendantes conditionnelle-
ment & X mais 'égalité p(yn|Tn-1:m) = p(yn|x,) n’est pas vérifiee. D’aprés la propo-
sition (I1.3), X n’est pas une chaine de Markov. En utilisant la formule de Bayes
pour développer la densité p(Ynns1|Tnni1), on obtient :

p(y12|z12) = P(Y1]212)P (Y22 1:2) (IL.12)
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les transitions de la chaine couple sont alors :
p(22]21) = p(@2|21)p(y2|r1:2) (IL.13)

CMCouple
Dans le modele CMCouple général nous avons :
p(y12|71:2) = p(11]z1:2)P(Y2|21, 72) (11.14)
et la forme la plus générale des transitions est :
p(zal21) = p(@2l21)p(Y2l21, 72) (I1.15)

Nous pouvons remarquer sur la figure (I1.1) que les arétes entre les sommets sont
en nombre croissant d'un graphe a ’autre, ce qui illustre la richesse et la complexité
croissante des modéles considérés.

©

n Ys
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FI1GURE II.1 — Graphe d’indépendance conditionnelle des chaines de Markov couple.
(a) : CMC-BI; (b) : CMC; (c) : CMCouple-BI; (d) : CMCouple

II.2 Inférence dans le modéle couple

Nous présentons dans cette sous-section ’extension de I'algorithme de Baum-
Welsh, qui permet de calculer les probabilités a posteriori p(z,|y) et p(@n1|Tn, y)
(avec y = y1.n), aux modéles CMCouples. Lorsque le CMCouple est une CMC l'ex-
tension redonne I’algorithme classique. Comme nous ’avons mentionné, ce calcul est
de complexité comparable a celle de ’algorithme classique dans les CMC.

I1.2.1 Algorithme de Baum-Welsh

Soit Z = (X,Y) une chaine de Markov couple (II.1), dont nous disposons des
observations y = y;.; du processus Y sur une grille de taille V. La loi de Z s’écrit
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sous sa forme factorisée :
N-1
p(z) = p(21) [T p(znil2n) (I1.16)
n=1

Comme dans le cas classique des CMC, 'algorithme de Baum-Welsh permet d’es-
timer une réalisation du processus caché X a partir des observations au sens de la
solution MPM (5).

FI1GURE II.2 — Graphe d’indépendance conditionnelle d’une chaine Markov couple

Nous reprenons ci-aprés le calcul des probabilités « directes » «,, et les proba-
bilités « rétrogrades » [, qui sont des extensions des quantités analogues utilisées
dans les CMC classiques. Nous avons :

If(l‘n = Wi, yl:N) (1117)
Y1 P(Tn = wj, Y1:N)

p(x, = wi|y1:N) =

Comme nous pouvons remarquer sur la figure (I1.2) B = (z,,,y,) sépare A = (y1.,-1) et C =
(Yn+1:n) (tout chemin entre A et C passe par B voir (I.1.1)) d’ou p(x,,y1.n) peut
s’écrire comme un produit :

p(l'm yl:N) = p(fn, yl:n)p(yn+1:N|xn> yl:n)

En notant par a,(x,,) = p(z,, Y1) la probabilité directe, et par B, (x,) = D(Ynt1:N|Tn, Yn)
la probabilité rétrograde, nous avons :

an(xn = wz)ﬂn(l‘n = wi)

p(2n = wilyin) = Zszl (2 = w;) B (0 = w;)

(I1.18)

De méme nous pouvons déduire la probabilité de X,,,; conditionnellement a X,,, Yi.x
en fonction des f3,, et les transitions p(z,11]2,) :

P(Tns1|Tn, y1:n) = %p(zmﬂzn) (I1.19)

Les a, et les 3, sont calculés par recurrence :
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1. Etape directe :
O Initialisation : aq(z1) = p(x1,y1)
O a l'étape (n+ 1), supposons «,, calculé a I'étape précédente (n) :

K
Ofn+1(l'n+1) = Z Oén(xn = wj)p(zn+1|zn)
j=1

2. Etape rétrograde :
O Initialisation : Sy (zy) =1
O a l’étape n, supposons (3,1 calculé a I’étape précédente :

K
ﬁn('rn) = Z;Bn+1($n+1 = wj)p(2n+1|2n)
j=

Lors de I'implémentation de l'algorithme de Baum-Welsh, des probléemes d’ordre
numeérique peuvent apparaitre a cause des «, qui seront considérés comme nuls si
n est trés grand, de méme pour les (3, si n est petit, et N grand. Pour surmonter
ces problémes, P. A. Devijver a proposé 'algorithme de Baum-Welsh conditionnel

dans le cas de CMC-BI [37]. Dans la section suivante nous présentons ’algorithme
de Baum-Welsh conditionnel dans le cas du chaine de Markov couple présenté par S.
Derrode et W. Pieczynski [35], qui peut étre vu comme une généralisation de celui

de P. A. Devijver au cas CMCouple.

11.2.2 Algorithme de Baum-Welsh conditionnel

Dans le cas de CMC-BI Devijver (1985) a proposé un algorithme fondé sur la
factorisation des probabilités de lissage p(,|y1.n) pour assurer la stabilité numérique
lors du calcul des «,, et des (3,,. Pour cela, il propose de les diviser par des quantités
ayant le méme ordre de grandeur, afin de garder les p(x,|y1:n) et p(Zps1|Tn, Y1:8)
invariantes.

On pose :

o () = 20
p (ylzn)

(on peut remarquer que ceci est équivalent a l’étape de correction dans le filtre de
Kalman). On a :

= p(@aly1n) (11.20)

(T, y1:n) = i (20) B (T0)

En remplagant «, par p(y1.n, )@, (2,) nous obtenons :

P(Zn, Y1:8) = P(Y1n) O (2n) Br () (IL.21)

En divisant (I1.21) par p(yi.ny) nous obtenons p(z,|y1.n) en fonction de @, :

P(Y1:n) T (20) B (@)
p(y1:n)
P(Yn+1:N1Y1n)

P(@nlyr:n)
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En posant :

o ﬁn(xn)

Bn(wy) = ————
p(yn+1:N|y1:n)

La gensité de la loi du X,, conditionnellement aux y;.y est donnée en fonction de @,

et B, par :

(I1.22)

P(@alyrn) = @ (20) Ba(an) (I1.23)
et la loi de X,,,; conditionnellement aux x,, et y;.n est donnée par :
n+1\Ln+
P(mal s ) = % (zastln) (11.24)

Les probabilités &, et (3, sont calculées d'une maniére récursive comme dans 1’algo-
rithme de Baum-Welsh classique. En effet, nous avons :

1. Calcul des @, :
O Initialisation @;(x1) = p(z1|y1) ;
O a l’étape n + 1, supposons @, calculé a I'étape n :

Zan(xn)p(zn+1|zn) (I1.25)

z\)Zn Tn N
+1( +1) p(yn+1|y1n Tn

avec p(yn+1|y1:n) = Zznﬂ an a-,n(xn)p(znvtl|Zn)'
2. Calcul des 3, : _
O Initialisation Sy (zn) =1;
O a ’étape n supposons fF,,1(x,1) calculé a Iétape précédente :

$n+1 BnJrl (anrl )p(zn+1 |Zn)
Yot 2w O (20)P(2ns1]2n)

Notons que la plus grande généralité théorique des CMCouples par rapport aux
CMC classiques se traduisent par leur plus grande efficacité en segmentation non
supervisée - les parameétres étant estimés par la méthode "ICE" présentée dans le
chapitre suivant - des données. Comme présenté dans [35] dans certaines situations
Ierreur de classification est systématiquement divisée par deux. Nous présentons
également quelques résultats dans la sous-section (I1.3) ci-apres.

Bn( n) =

(I1.26)

I1.2.3 Programmation dynamique : Algorithme de Viterbi

Dans la section précédente, nous avons présenté les deux versions de ’algorithme
de Baum-Welsh, qui permettent de calculer la solution MPM (5), qui correspond &
la fonction de perte locale (3) .

Tupy = (@MY (I1.27)

avec TMPM —argmaz p(x,|y1.n) pour tout ne {1,..,N}.
Tn€

Dans cette section, nous présentons l'algorithme qui permet de calculer la solu-
tion du maximum a posteriori MAP (4) qui correspond & la fonction de perte globale
(2). Cette solution est définie par :

Zyvar(Yin) =argmaz p(xlyrn) (11.28)
zeQ)
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Le calcul du MAP est possible avec 'algorithme de programmation dynamique,
appelé algorithme de Viterbi.
Nous pouvons factoriser maz p(z) de la fagon suivante :

mazx p(z) =max { maz p(zns+1:n|2n) maz p(z1:)} (I1.29)
x Tn Tn+1:N Tlin-1

Cette factorisation permet d’avoir la récursion de type « avant » basée sur les
probabilités p(z1.,).
Si on définit 9,,(z,) par :

5n(zn) = max p(zn+1:N|2n) (1130)

Tpy1NEQNT

Les 0, (z1.,) vérifient la récurrence arriére suivante :

On-1(2zn-1) =mazx P(2nl2n-1)0n(2n) (I1.31)
en effet :
Op-1(zp-1) = maz  p(znn|zn-1)

Ty NeQNH

) xn:l\z/ggj\%"ﬂ p(zn+1:N|Zn)p(zn|anl)

= Z}chzgp(znkn,l) magN%p(an:Nkn)

Tnt+1:N€

= mag P(2n|2n-1)0n(2n)

Pour stocker les valeurs qui maximisent les d,,_1(z1.,-1) dans le sens rétrograde, d'une
étape a 'autre, on utilise 1'égalité suivante :

¢n($n—1) =argmaxr p(2n|zn—1)5n(zn) (1132)

Tn€
Finalement, 'algorithme de Viterbi se déroule de la maniére suivante :
O Initialisation :

Un(ry-1) ZCLTngCW p(znlzn-1)
TNE

et
on-1(2n-1) =max p(zy|zn-1)
J?NEQ

O Calcul dans le sens rétrograde : Yn=N—-1,..,1

7vbn(xrkl) ZCM"QW?]CW p(2n|zn71 )5n(zn)

et
5n—1(zn—1) :ng p(2n|zn—1 )571(271)

0 Calcul dans le sens direct : Initialisation : Ty pap =argmazx p(z1,y1)d1(21) et
r1€02
Vn=2,..,.N
ZTne1,MAP = Una1 (Tn,map)

La méthode MAP a été programmeée et comparée avec la méthode MPM dans le
cadre des CMCouples [35]. Malgré leur différence les résultats obtenus, de maniére
relativement surprenante, se sont avérés d’étre toujours trés proches en qualité.
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I1.3 Etude comparative entre CMC-BI et CMCouples

Dans la suite, nous procédons a une étude comparative entre le modéle de chaine
de Markov Couple et celui de chaine de Markov cachée a bruit indépendant. En
un premier lieu, nous considérons des données issues du modeéle CMC-BI classique
et en second lieu des données issues d'un modéle CMCouple. Dans un troisiéme
temps, nous segmentons avec les deux modeéles des données de synthése obtenues
par différentes bruits introduis sur une image artificielle. Pour finir la comparaison
nous segmentons une image réelle.

Dans toutes les séries d’expériences nous considérons des chaines de méme taille
N =256 x 256 et pour visualiser les réalisations de la chaine cachée et de la chaine
observée sous forme bi-dimensionnelle nous utilisons la transformation d’Hilbert-
Peano (1.5). Nous commencons par simuler une chaine de Markov a deux classes w;
et wy dont la loi initiale p(z1) = 5 et la matrice de transitions P = p(@,+1|z,) donne

par :
0.99 0.01
Pz( 0.01 0.99 )

La loi p(y,|z,) est une gaussienne de variance égale & 1 pour les deux classes et de
moyenne 0 si x,, vaut w; et de moyenne égale a 2 si x,, vaut ws. La réalisation x1. est
représentée par (a) sur la figure (I1.3) et la réalisation yi.y par b de la méme figure.
(c), (d) et (e) sont les estimées obtenues avec la méthode MPM (5). L’estimation
des paramétres par 'algorithme ICE sera traitée dans le chapitre suivant.

FIGURE II.3 — Simulation et Segmentation d’'une CMC-BI (les pourcentages dési-
gnent les taux d’erreur).(a) : réalisation x1.y ; (b) : réalisation y1.v ; (¢) : segmenta-
tion par CMC-BI avec les vrais parameétres 0.62% ; (d) : segmentation par CMC-BI
paramétres estimés par ICE 0.62%; (e) : segmentation par CMCouple paramétres
estimés par ICE 0.70%
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Nous remarquons que les taux d’erreur sont trés proches : 0.62% pour le CMC-BI
qui est le vrai modeéle et 0.70% pour le CMCouple. Cela montre que la méthode ICE
appliquée au modele CMCouple est capable de lui faire prendre en considération la
markovianité de données cachées. Dans 'expérience suivante, nous considérons des
données issues du modele CMCouple qui n’est pas une CMC-BI. La loi du couple
(Zns1, Zy) est donnée par la loi jointe P = p(2,41,%,) :

0.49 0.01
P_( 0.01 0.49 )

et la 101 p(Yns1, Yn|Tni1, Tn) est une gaussienne Ng2(T',Y) avec : ['(zp1,x,) = 0

pour tout (x,41,x,) € X? et

10 50 0 1 0 50 45
Z(UJlawl) :( O 1 )7 2(&}1,&_}2) :( 0 1 )7 Z(U.)Q,wl) :( 0 50 ) et E(W2’W2) :( 45 50 )

FIGURE II.4 — Simulation et segmentation d’'une CMCouple (les pourcentages dé-
signent les taux d’erreur). (a) : réalisation xq.y; (b) : réalisation yi.n; (¢) : seg-
mentation par CMCouple avec les vrais paramétres 1.05%; (d) : segmentation par
CMCouple avec paramétres estimés par ICE 2.09%; (e) : segmentation par CMC-BI
avec parameétres estimés par ICE 35.51%

Nous constatons que le modéle CMC-BI (35.51% taux d’erreur) a une grande
difficulté a segmenter des données issues du modele CMCouple considéré. Le modéle
CMCouple a un taux d’erreur de 2.09% bien que le bruit soit assez important (va-
riance égale a 50). Dans I'expérience suivante, nous appliquons les modéles CMC-BI
et CMCouple sur des données issues de deux bruitages d’une image artificielle (a)
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sur la figure (I1.5). La premiére image bruitée (b) est obtenue avec un bruit gaussien
indépendant ; la deuxiéme image bruitée (c) est obtenue avec un bruit & moyenne
mobile. Le bruit indépendant est N (1.0,5.0) si z, = w; et N(2.0,5.0) si z, = wo.
Le bruit & moyenne mobile sont données par y,, = 0, (z,,) + e, + B[€ns1 + €,-1] avec
0wy (25) =1 81 &, = wp et 0 sinon, les €, sont des N'(0,1) indépendants, o = 0.96 et
B =0.2.

4 N

FIGURE I1.5 — Segmentation d’une image artificielle ( + estimation des paramétres
par ICE). (a) : réalisation z.x; (b) : réalisation y| , avec bruit gaussien indépen-
dant; (c) : réalisation y%, avec bruit & moyenne mobile; (d) : segmentation avec
CMCouple de yi.y 27.14%; (e) : segmentation avec CMCouple de vy, 4.06%; (f) :
segmentation avec CMC-BI de y}  34.81%; (g) : segmentation avec CMC-BI de
y? v 16.32%

Les résultats de la segmentation avec le modéle CMCouple sont nettement supé-
rieurs a ceux obtenus avec le modele CMC-BI dans les deux cas : bruit indépendant
et bruit & moyenne mobile. Ceci montre, dans les conditions de I'expérience, que le
modeéle CMCouple peut considérablement améliorer, en segmentation non supervi-
sée, les résultats donnés par le modéle CMC-BI classique.
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Dans la derniére expérience, nous segmentons une image réelle SAR (Synthetic
Aperture Radar!), présentée sur la figure (I1.6), (a). Le résultat obtenu avec CM-
Couple est présenté sur la méme figure en (b), et celui obtenu avec CMC-BI est
présenté sur la méme figure en (c). Il est relativement difficile d’apprécier les diffé-
rences entre les deux segmentations de maniére rigoureuse; cependant, le résultat
obtenu avec CMCouples semble visuellement bien plus précis. En particulier, les
frontiéres des zones sont mieux retrouvées et les objets de petites tailles sont mieux
détectés.

FIGURE I1.6 — Segmentation d’une image SAR ( + estimation des paramétres par
ICE)(a) image réelle (b) segmentation par CMCouple (b) segmentation par CMC-BI

II1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté en premier lieu le modéle de chaine de
Markov couple, qui généralise le modéle de chaine de Markov cachée présenté dans
le chapitre précédent. En second lieu, nous avons détaillé les différences entre les
modeéles CMCouple et les chaines de Markov cachées en rappelant les conditions né-
cessaires et suffisantes sur le couple (X,Y") pour que X soit une chaine de Markov.
En troisiéme lieu, nous avons détaillé les algorithmes de calcul inférentiel permettent
de calculer p(x,|y1.n) et p(Zp41]Tn, y1.v) dans le cas général d'une CMCouple (géné-
ralisations aux modeles couples des algorithmes classiques de Baum-Walsh, Baum-
Welsh conditionnel, Viterbi). Pour finir nous avons procédé a une étude comparative
entre le modele classique de CMC et son extension CMCouple, en les appliquant sur
des données simulées selon ces deux modéles, artificielles et des réelles. Les résultats
de cette étude expérimentale montre une nouvelle fois I'intérét du modele CMCouple
par rapport au modéle CMC classique.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéressons a l’estimation des parameétres,
qui est d'une grande importance pour le traitement des problémes réels.

1. http ://www.onera.fr/images-science/observation-imagerie /image-radar-sar.php : Technique
radar qui exploite le déplacement de l'antenne pour obtenir une résolution angulaire bien su-
périeure a celle d’'une antenne immobile. La résolution angulaire d’une antenne est inversement
proportionnelle a sa taille, nécessairement réduite a bord d’un avion.
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Chapitre 111

Estimation des parameétres

Nous avons présenté, jusqu’a maintenant, des algorithmes permettant de calculer
les probabilités a posteriori p(x,|yi.n) pour plusieurs modeéles. Nous avons également
détaillé les régles de décision pour segmenter un signal ou une image cachés a partir
des données observées y.y. Le probléme de I'estimation des parametres de ces mo-
deéles, qui peut étre trés important dans les applications réelles, n’a pas encore été
abordé. Notons 6 = (61,...,0)) 'ensemble des paramétres d’'un modéle considéré.
L’objet de ce chapitre est de présenter diverses méthodes de leur estimation a partir
de y1.x. On note Pg 'ensemble des lois paramétriques de p(y|6)

Po = {p(y|f), 0 € O} (TI1.1)

L’estimateur du maximum de vraisemblance consiste en recherche des paramétres
qui maximisent la vraisemblance p(y|f) :

Oy (y) :ar%rgax p(y|0) (I11.2)

Pour des raisons pratiques, la vraisemblance p(y|f) est généralement remplacée par
la log-vraisemblance L(y|0) = log[p(y|@)]; la fonction logarithme étant croissante,
I’estimateur du maximum de vraisemblance est également donné par :

Onrvi(y) :argrgax L(y|0) (I11.3)

Dans le cadre de notre étude des modéles markoviens cachés ou couples, la maximi-
sation de I’équation (II1.3) est généralement difficile & réaliser directement du fait
que y n’est que la partie observée des données du modéle Z = (X,Y). Des algo-
rithmes numériques itératifs ont été proposés pour résoudre ce probléme en utilisant
les données compleétes et la log-vraisemblance compléte :

L(z,y|0) = log[p(z,y|0)]. (I11.4)

Parmi ces algorithmes, nous pouvons citer I’algorithme Espérance-Maximisation (en
anglais Expectation-Maximisation algorithm, souvent abrégé en « EM ») qui a été
proposé par Dempster et al. en 1977 [34], ainsi que ces variantes : GEM, CEM, SEM,
SAEM [16,20,22]. L algorithme EM est composé de deux étapes :
¢ Etape (E) : a la quelle nous cherchons & évaluer l'espérance conditionnelle de
la log-vraisemblance compléte Eg-[L.(X,Y]0)|Y =y]
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¢ Etape (M) : une fois que nous avons évalué I’espérance, nous cherchons a la
maximiser par rapport a 6.
On part d’une initialisation et on applique les deux étapes ci-dessus, ce qui donne
le paramétre suivant. De proche en proche, on obtient une suite des estimées que
I'on arréte selon divers critéres. Ainsi que nous allons le voir dans la suite, I’étape
de la maximisation est parfois malaisée; de plus, 'algorithme EM est relativement
sensible a l'initialisation.

Un autre algorithme itératif d’estimation a été proposé par M. Pieczynski dans
[7,89]. 11 s’agit de l'algorithme « Estimation Conditionnelle Itérative » (Iterative
Conditional Estimation, en abrégé « ICE »). Cet algorithme est fondé sur 'existence
d’un estimateur g(x,y) de 6, a partir des données complétes, et sur la possibilité
de simulation de X selon sa loi conditionnelle aux observations y;.y et utilisant
la valeur courante 09 de 6. Ainsi ICE est trés générale et souvent plus facile a
utiliser que EM. Par ailleurs, une étude de la convergence de I'algorithme ICE a été
récemment présentée par M. Pieczynski [95]. Une étude sur le lien entre EM et ICE
a été proposée par M. Delmas [33] montrant leur équivalences dans certains cas des
modeéles exponentiels.

Nous allons présenter dans un premier temps ces algorithmes itératifs d’estima-
tion, et dans un deuxiéme temps, nous les appliquerons aux modeéles présentés dans
les chapitres précédents.

Dans toute la suite X = (X,,)1.v est processus aléatoire discret et Y = (Y;,)1.xy un
processus aléatoire continu. On note z = (x,)1.y - respectivement y = (y,)1.n - une
réalisation de X - respectivement de Y. Comme précédemment, on note Z = (Z,)1.n
le couple (X,Y).

III.1 L’algorithme EM et ses variantes

L’algorithme EM ainsi que ses variantes sont des algorithmes itératifs. Nous
trouvons dans la littérature plusieurs critéres d’arrét, qui peuvent étre liés soit au
temps d’exécution ou au nombre d’itérations de ’algorithme. D’autres critéres d’ar-
rét peuvent étre liés a la stabilité de la solution obtenue, comme par exemple la
norme de la différence entre 89*1 obtenu a l'itération ¢ + 1 et 87 obtenu a l'itération
q. Mentionnons également que le temps d’exécution dépend essentiellement de la
taille du processus considéré, du nombre d’états du processus caché, ainsi que du
type d’algorithme d’optimisation choisi dans 1’étape de maximisation.

I11.1.1 L’algorithme EM

L’idée de l'algorithme EM est d’utiliser la log-vraisemblance compléte qui est
facile a calculer et & maximiser. Nous avons :

Lc(2|0) =logp(=|0) = log p(y|6) + log p(z|y,0) = L(y|¢) + logp(zly,0)  (IIL5)
d’ou la relation entre la log-vraisemblance et la log-vraisemblance compléte :

L(y10) = L(216) - log p(aly. 6). (I1L6)
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L’algorithme EM procéde d'une maniére iterative pour maximiser la log-vraisemblance
compléte (I11.4) en utilisant 1'espérance conditionnelle de (X,Y’). Supposons que a
I'itération ¢, nous disposons de la valeur courante 67 de 6 alors I'accroissement est
donné par :

p(xly,09)

£(0l0) - £(0197) = £:(249) = £:(:167) + log D 20

1. (111.7)

et 'espérance de I'accroissement, qui est une constante car elle ne dépend pas de X,
est :

xly, 04
£(91) = £0567) = Ean[£.(:16) = LAY =31+ B ol ZALT Yy =) 1Ly
Le terme ]qu[log[%]] s’appelle distance de Kullback de p(z|y,0?) par rapport
a p(z|y,0), qui toujours positive ou nulle d’aprés 'inégalité de Jensen!.
p(aly, 0)
Ege|log| ————|Y =y] >0 I11.9
togf 2Ty = (1)

Si on pose Q(0,609) = Eg[L.(Z]0)]Y = y], nous obtenons 'inégalité suivante, du fait
que (II1.9) est positive ou nulle :

L(yl0) - L(y6") 2 Q(0,67) - Q(67,67) (IT1.10)

il en résulte que toute valeur de 6 qui fait croitre Q(6,09)—-Q(04,07) fait aussi croitre
L(y|0). Et puisque Q(69,07) est une constante par rapport a 6, il suffit de maximiser
Q(0,09) par rapport a 6, pour obtenir 7+1 :

01! =argmaz Q(6,07) (IT1.11)
geR]\J
Pour obtenir I’étape de maximisation nous pouvons utiliser les algorithmes de maxi-
misation tel que la descente du gradient, le gradient conjugué ou encore I'algorithme
de Newton Raphson dans le cas vectoriel. Finalement, le déroulement de ’algorithme
EM est le suivant :

Algorithme III.1 Choiz d’une valeur 8° comme valeur initiale ;
Répéter jusqu’a critére d’arrét :
O Etape (E) :
Q(Q,@q) = E[‘CC(X7Y|0)|Y =Y, Qq]
O Etape (M) : choisir 9% tel que :

07! =argmaz Q(0,07)
OeRM

I11.1.2 Variantes de P’algorithme EM

La mise en oeuvre de 'algorithme EM pose parfois des problémes et pour sim-
plifier son implémentation des variantes de ce dernier ont été proposées.

1. Inégalité de Jensen : soit f une fonction convexe sur Ja,b[ et X une v.a d’espérance fini, a
valeurs dans Ja,b[ alors f(E[X]) <E[f(X)]
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L’algorithme GEM

L’algorithme EM généralisé (GEM) qui a été proposé par Dempster et al. (1977)
[34]. Le principe de GEM consiste a choisir a l'itération ¢ + 1 de 'étape (M) n’im-
porte quelle valeur de #9*! & condition qu’elle permette d’accroitre (), ce qui assure
sous certaines hypothéses (Q(.,.) est une fonction continue par rapport aux deux
variables) la convergence monotone de la log-vraisemblance L(y|f) vers une valeur
stationnaire(maximum local). Une étude sur les conditions et la nature de la conver-
gence de l'algorithme EM et 'algorithme GEM été présentée par Wu(1983) [115].

Q0,07°1) > Q(6,67)
L’algorithme GEM se déroule comme suit :

Algorithme II1.2 Choiz d’une valeur 8° comme valeur initiale ;
Répéter jusqu’a critére d’arrét :
O Etape (E) :
Q(@, Qq) = E['CC(Xa Y|0)|Y =Y, Hq]§

O Etape (M) : choisir 07+ tel que
Q0,071) > Q(6,07) :

Version stochastique de EM

Des versions stochastiques de ’algorithme EM ont été proposées, aussi bien afin
d’améliorer son efficacité qu’afin de résoudre certains problémes de calcul. En par-
ticulier, a cause d’une mauvaise initialisation, I’algorithme EM risque de se bloquer
dans des minima locaux. Broniatowski et al. [16,20,21] ont proposé d’introduire une
phase stochastique (S) entre I’étape (E) et I'étape (M), qui permet de perturber le
systéme, pour éviter son blocage dans des minima locaux. Cet algorithme est appelé
« stochastique EM » (SEM). I se présente comme suit [23] :

Algorithme II1.3 Choiz d’une valeur 8° comme valeur initiale.
Répéter jusqu’a critére d’arrét :
O Etape (E) : Calculer les densités conditionnelles p(x,|y1.n, 09) ;
O Etape (S) : Simuler aléatoirement un échantillon i, selon la loi multinomiale
de parameétres M(1,p{ ..,p%n) avec YV i=1,., K p] =p(x,=wilyin,07) ;
O Etape (M) : Calculer I’estimateur du maximum de vraisemblance 09+1 :

07 =argmazx L.(29,, y1.x0)
0O

Une autre version stochastique appelé SAEM (Stochastic Approzimation EM), qui
permet de combiner la version originale de EM et la version stochastique SEM, a
été proposée par Celeux et al. [22]. En effet, a chaque itération ¢ on considére deux
processus d’estimation qui se déroulent séparément et parallelement : EM standard

qui permet d’estimer 0‘51\14 et SEM pour estimer QgglM, et on pose comme le paramétre

suivant : .

Tw+1

1

q+1 q+1
)0 + T OsEnr

ga+l - (1-
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avec T est une suite croissante. Le SAEM se comporte comme SEM au départ pour
éviter les minima locaux, et il se comporte comme EM 4 la fin.

Parfois le calcul analytique de la fonction Q(6,607) est impossible ; pour pallier
a ce probléme dans I'étape (E) de I'algorithme EM, Wei et al. [115] ont proposé le
« Monte Carlo EM » (MCEM), qui consiste & tirer aléatoirement, & chaque itération
q, T réalisations du processus caché X, {z7, ..,z1} selon sa loi conditionnelle p(z|y, 07)
et a poser

1z
Q(eaeq) = ; Zlogp(xgayae)
i=1

Il est difficile de comparer ces différentes variantes dans le cas général. On peut
cependant noter que l'algorithme EM est trés sensible a l'initialisation et il risque
de se bloquer dans des minima locaux non significatifs contrairement a ces versions
stochastiques. Par contre le vitesse de convergence de l'algorithme SEM est plus
faible que celui de EM [22]. Notons également que dans certains cas l'efficacité de
I'algorithme SEM peut étre supérieure a celle de Palgorithme EM [19].

I11.2 Estimation Conditionnelle Itérative

L’algorithme « Estimation Conditionnelle Itérative » (en anglais « Iterative
Conditional Estimation », ICE) a été proposé par Pieczynski [7,89]. Comme EM,
c’est un algorithme itératif qui permet d’estimer les paramétres d’un modeéle a struc-
ture cachée. Cet algorithme est fondé sur : (i) existence d’un estimateur 6(X,Y")
de paramétres 6 a partir des données complétes, et (ii) la possibilité de simuler X
conditionnellement aux paramétres courants et aux observations y;.y. ICE produit
alors une suite : & chaque itération, la prochaine valeur #9+! est I'espérance condi-
tionnelle de @ sachant Y =y et la valeur courante du paramétre 7. L’idée de I'ICE
vient du fait que ’espérance conditionnelle est la meilleure approximation, au sens
de 'erreur quadratique moyenne, d’une variable aléatoire par une autre.

071 (y) = Ega[0(X, Y)Y = y] (I11.12)

Dans le cas ou 'espérance conditionnelle n’est pas calculable pour une composante
0,, du vecteur 6, on 'approxime par sa moyenne empirique. Et pour cela, on génére
7 échantillons (21, ...,27) de X selon la loi p(xly,07), avec ¥ = (2}, ..., %)

1S~ .
0Lt = = 0 (2",y) (II1.13)
T =1

Algorithme II1.4 Choiz d’une valeur 8° comme valeur initiale.
Répéter jusqu’a critere d’arret :
0 Calculer §4+1 = (997", .., 071,
e Pour tout m=1,..M
o Si l’espérance mathématique est calculable, alors :

071 = Eya[0,, (X, Y)Y = y,09]
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o Sl existe des composantes 0, pour lesquelles [’espérance ci-dessus n’est pas
calculable, on simule T réalisations de X selon p(xly,09) et on pose :

1 4L~ .
rt = =NV, (2,
A Zl («",y)
pour toutes ces composantes.

Dans certains cas, comme le cas des CMC-BI classiques avec du bruit gaussien |7],
celui des arbres de Markov cachés, avec bruit gaussien ou pas [36], ou encore mélanges
gaussiens simples [27], les algorithmes EM, SEM et ICE peuvent donner des résultats
trés proches. Au plan théorique, les liens entre EM et ICE ont été étudiés par
Delmas [33]. L’avantage de 'ICE est qu’il est facile & programmer et nous n’avons pas
des problémes de maximisation sous contraintes contrairement a l’algorithme EM.
En général, nous avons plusieurs choix pour les estimateurs de paramétres et parmi
ces choix l'estimateur de maximum de vraisemblance. La vitesse de convergence de
l’algorithme ICE dépend essentiellement du choix de ces estimateurs. Une étude sur
la convergence de ICE était présentée récemment par M. Pieczynski [95].

II1.3 Applications

Nous présentons dans cette section des applications de l'estimation des para-
métres pour quelques types de modeéle & données incomplétes. Soit X = (X,,)n-1.n
un processus aléatoire discret a valeurs dans un espace fini Q = {wy,...,wx}. X
est inobservé, et les données que nous disposons sont représentées par le processus
Y = (Y,)n-1:n, qui est un processus réel. On note par Z = (Z,,),-1.n le couple (X,Y).
La premiére modélisation classique que nous étudions est le cas d’'un mélange indé-
pendant gaussien fini.

II1.3.1 Meélange indépendant gaussien fini

Les hypothéses de ce modéle sont les suivantes : les X,, sont indépendants, et
les Y,, sont indépendants conditionnellement & X, Y, et (X;);, sont indépendants
conditionnellement a X,,.

(o) = [T ot (LIL.14)
p(ylz) = ljllp(ynll’) = l:[lp(ynll’n) (TI1.15)

Dans le cas de mélange des gaussiennes considéré, la loi conditionnelle de Y,, sachant
T, = wi est une gaussienne de moyenne i et de variance o7 N (ux,0}). La log-
vraisemblance est donnée par :

L(2|0) = logp(z,y|0) =logp(x|d) +logp(yl|z,0) (1I1.16)
N N

= 2 logp(an) + 3 log p(yalzn) (I11.17)
n=1 n=1
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Les parameétres du modeéle sont les probabilités my = p(xz, = wy) et les paramétres
de la loi conditionnelle de Y, sachant X,,, qui sont les moyennes p et les variances
o2. Nous avons 3K paramétres a estimer, et comme YK 7 = 1 le nombre des
parameétres sera réduit a 3K - 1.

0= (T1, .y Thy fhdy ey o> Ty, O ) (I11.18)

L’espérance conditionnelle de £.(z|) sachant y,.y et la valeur courante de 6 notée
07 est :

Q(0,0%) = E[L(2[0)]y,07]

= ]Zi]: Z log () E[1(2n = wi)|y, 07]

N K
+ Z Z ng(ynkﬁn = Wkae)E[l(xn = wk)':y)eq]

Si on note v, (k,07) la probabilité p(x,, = wily,89) = E[1(x, = wk)|y, 0], la fonction
a maximiser est :

Q(0,09) = Z Z Yn(k,0%) log(m)
netk=l (I11.19)

N K
+ 33 vk, 09) 108 D(Yn, i1, 07)
n=1k=1

L’étape (E) de I'algorithme EM consiste a calculer ~,,(k,09), qui est donnée par :

TIN (Y, 1, (07)7)
17TkN(yna,Uka(‘7k) )

Vu(k,07) = p(2,y, 07) = (I11.20)

L’étape de maximisation de la fonction Q(6,607) par rapport a 7, sous la contrainte
YK 7 =1, donne comme solution :

1 &
T = N Z Yu(k,07) (IT1.21)
et les parameétres de la loi du Y,, sachant z,, = w, sont donnés par :

N q
et = Zo YnIn (k. 07) (111.22)

ZnNzl /Yn(ka Qq)

(U]%)qﬂ — Zfz\[zl(yn MZ+1) /yn(kaeq)
n=1 %1(167 Hq)

Nous pouvons également appliquer ’algorithme ICE pour estimer les paramétres
de ce modéle. En effet, & chaque étape ¢ + 1 les (my,..,mx) sont estimables par
I’espérance mathématique de leurs estimateurs. Choisissons comme estimateur a
partir des données complétes 7y (z,y) comme estimateur

quzv:l (2, = w)
N

(111.23)

ﬁ-\k(l’a y) =
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alors sachant la valeur courante 69 et les observations y = (y,)1.ny, nNOUs pouvons
1
calculer 71" par :

N 1 X 1y
T = B [Fil,9)ly] = 55 2 p(wn = wilyin, 07) = 7 32 9 (3, 07) (111.24)
n=1 n=1

et nous retrouvons le méme estimateur pour 7T;1+1 que par l'algorithme EM donné
par I’équation (I11.34).

Les estimateurs classiques pour les moyennes et les variances a partir des données
complétes sont les suivants :

~q+1 _ ZnNzl ynl(xn = Wk)
: 27]1\[:1 (@, = wr)

N q+1y2 -
~2\q+1 _ anl(yn o ) 1(1771 - wk)
(Uk) - N 1 _
znzl (ZL‘n - wk)

Les espérances mathématiques de ces estimateurs ne sont pas calculables explici-
tement ; conformément au principe de I'ICE, on effectue des tirages des données
cachées selon leurs lois conditionnelles aux observations et on applique les estima-
teurs ci-dessus aux données simulées.

(111.25)

(I11.26)

II1.3.2 CMC-BI gaussiennes

Rappelons que dans les CMC-BI X est une chaine de Markov, les Y,, sont indé-
pendants conditionnellement a X et Y,, et (X ).y, sont indépendants conditionnelle-
ment & X,,. De plus, nous supposons que Y,, sachant X,, qui sont des lois gaussiennes.
Nous avons donc

p(z) = p(z1) l:[llp(xmllxn) (I11.27)
p(ylz) = ljllp(ynll’) = l:[lp(ynll’n) (TI1.28)

Les paramétres de ce modéle sont regroupés en deux ensembles : le premier est consti-
tué des paramétres de la loi du processus X, que nous supposons homogéne, donné
par sa loi initiale 7 = (my,...,7x) et la matrice des transitions A = (a;;)ic1k,j-1:x
avec a;; = p(Tn+1 = wilT, = w;j). Le deuxiéme est celui des paramétres des loi de
Y, conditionnellement & X, qui sont choisies comme des gaussiennes dans notre
exemple. Le vecteur des parameétres 6 est donc :

0= (7T1,. s TE,Q115 -y QK Ky 1y - - - ,/,LK,O'%,. .. ,O'%() (11129)

Le nombre des paramétres du modéle peut étre réduit du fait qu’il y a des contraintes,
comme Zszl mr=1letVyj=1,., K Zfil a;; = 1. On suppose par ailleurs que la chaine
X est réversible (p(Xp11 = wil Xy, = wj) = p(Xps1 = wjl X, = w;)), ce qui implique
Qi3 = Qg

La log-vraisemblance est donnée par :

N-1 N
L.(2]0) =logp(z1) + Y. logp(Tps1,zn) + Y log p(yulzs) (I11.30)
n=1 n=1
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et son espérance conditionnelle sachant y et la valeur courante des paramétres 64
est :

N-1 K K
log(ﬂ'k) [1(z1 = we)ly, 09] + Z Z Og(aw)E 1(@ps1 = wi, Ty = w])|y, ]

n=1i=1j

K
Z log p(Yn|en = w;, O)E[1(z, = w;)|y, 09]
=1

Q(0.07) =

I MZ ?MN

En notant /Yn(laeq) = p(xn = wi|ya Qq) et (Pn(zajaeq) = p(l'n = Wi, Tyl = Wj':y;eq)a nous
obtenons la fonction & maximiser :

Q(0,07) = Z%(i,eq)log(m Z Z Z (4,7,09) log(ai ;)
- nebestg=l (I11.31)

N K
Z Z’Yn(l eq logp(ym,ulao'z)
n=11=1

L’étape (E) consiste a calculer les 7,,(7,07) et les ¢, (4, j,07), qui sont calculables par
l’algorithme de Baum-Welsh sachant les paramétres courants 6. Nous avons

‘) = (1) (1) (I11.32)

n '7961 = n = Wi ’9
180 =plon =l 6 = o )

par ailleurs nous avons :

p(l‘n+1 = w]|l'n = me) - 6;“((?)]?(%%1|$n)p(yn+1|$n+1)

en utilisant la formule de Bayes :
P(n = wi, Tnr = wily) = p(en = wily)p(Tna = wjlen = wi,y)

nous obtenons :

an(i)az jp(yn+1; ij )Bn+1 (])
zz 1 ZJ 1 an(z)a%]p(ynﬁ—la ¢j )Bn+1(])
(I11.33)
Une fois les quantités 7,,(i,09) et ¢, (i, j,07) calculées, nous pouvons passer a 'étape
de maximisation (M) de la fonction Q(6,69) par rapport aux paramétres du mo-
dele. La maximisation de cette fonction fait intervenir le multiplicateur de Lagrange
pour prendre en considération les contraintes du modeéle. La premiére contrainte
est Zfil m; = 1 et la deuxiéme est Vj =1,.., K Zfil a;; = 1. Le premier terme fait
intervenir la premiére contrainte et nous obtenons apres résolution :

(Pn(iaja eq) :p(xn = Wi, Tp+l = W]|y79q)

rit = Z Y (7, 609) (I11.34)

Le deuxiéme terme fait intervenir la contrainte Vj = 1,..., K Y% a;; =1, et aq+1 st
donnée par :

N-1 AL
artt = Znt on(0::0%) (IIL.35)
’ anl ’yn(%eq)
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Le troisiéme terme de ’équation (II1.31) donne :

q+1 _ 27]':[:1 ’771(2’ eq)yn
' ZnNzl Vn(zaeq)

(Tqﬂ _ ZnNzl 'yn(i> Hq)(yn B Mg+1)(yn M;}H)T
' ZnNzl 'yn(i> Hq)

Les parametres d’'une CMC-BI sont également estimables par ’algorithme ICE.
En effet, soit X une chaine cachée stationnaire (p(z,,1,%,) ne dépend pas de n)
les estimateurs des parameétres de la loi de X sont calculables a chaque itération de
l’algorithme ICE. En utilisant 1’algorithme de Baum-Welsh et sachant la valeur cou-
rante #9 de 6 et les observations y;.y nous pouvons calculer les quantités ¢, (i, j,07) et
~n(%,07). Si nous choisissons 7; (z,y) comme estimateur pour 7; a partir des données
complétes :

(I11.36)

(111.37)

N
znzl ].(ZL‘n = wi)

N )
alors I'estimation de m; a l'itération ¢+ 1 est donné par son espérance conditionnelle
aux observations. Elle est ici calculable et nous avons :

ﬁl(xay) =

" _ 1y
! L= By [T (x, )Y =y] = N Z Y (i,07) (IT1.38)
n=1

Le calcul des transitions a; ; fait intervenir les probabilités ¢; ; = p(z,41 = wi, 2, = w;),

p(l"ml, xn) _ Cij
p(:En) p(:En)

;5 = p($n+1|«7€n) =

L’ estimateur empirique des probabilités c¢;; sachant les observations complétes
(z1.8,Y1:N) €St :
&, = S W(@par = wi, T = wj).
’ N-1
L’espérance conditionnelle aux observations de cet estimateur de ¢; ; est a nouveau
calculable ; en effet, a 'itération ¢ + 1 elle est donnée par :

(I11.39)

N-

= Bga[Gj (2, y)|Y = Z on(i,7,09) (I11.40)

. . . L. 1
Finalement, nous obtenons les coefficients de la matrice de transition a?; par :

ac'ﬁ'l _ 27]’:]:_11 (pn(laja Qq) ]

" 2711\[;11 Vo (4, 09)
Il est intéressant de noter que nous obtenons, par une démarche différente, une
formule identique a celle donnée par 'algorithme EM. Le deuxiéme sous ensemble
des paramétres sont les paramétres de la loi de Y,, sachant X,,. Les estimateurs de ces
parameétres a partir des données complétes, rappelés ci-dessous, sont les mémes que

ceux utilisés dans le cas indépendant dans la sous-section précédente. Comme dans
le cas indépendant, le calcul de I'espérance conditionnelle de ces estimateurs n’est

20

(I11.41)
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pas possible, donc nous faisons recours a I’approximation par le biais des tirages de
X selon sa loi conditionnelle & Y. La différence avec le cas indépendant est qu’ici
cette loi est markovienne. Comme dans le cas indépendant, les estimateurs a partir
des complétes sont :

ZnNzl ynl(l'n = Wk)

Zr]yzl 1(zn = wy)

Ty, = (I11.42)

N _ T 21 —

ZnNzl 1(1771 = wk)

Notons que dans la pratique on effectue souvent un seul tirage a chaque itération de
I'ICE (on prend 7 = 1, voir la description de I'ICE).

I111.3.3 CMCouple

Nous traitons dans cette sous-section ’estimation des paramétres pour le modéle
de la chaine de Markov couple, qui généralise les modeéles classiques comme nous
I’avons vu dans le deuxiéme chapitre. Soit Z une chaine de Markov couple, dont la
densité de loi s’écrit :

N-1
[Tt P(2n; 2ns1)

HnN:_Ql p(2n)

Cette densité peut étre développée sous une autre forme. En effet, la loi du couple

(Zny Zns1) peut s'écrire p(zn, 2ni1) = P(Tn,y Tns1)P(Yn, Yns1]Tn, Tns1 ), ce qui permet de
mettre (I11.44) sous la forme :

p(z) =

(I11.44)

HnN;ll p(xna xn+1) HnN;ll p(yna Yn+1 |xn7 xn+1)
HnN:_Ql p(zn)

p(z) = (I11.45)

Considérons d’abord l'extension aux CMCouples de ’algorithme EM.
La log-vraisemblance des données complétes est :

N-1 N-1 N-1
L.(z]0) = Z log p(n, Tni1) — Z logp(z,) + Z 10g P(Yn, Yns1|Tn, Tner)  (111.46)

n=1 n=2 n=1

Posons :

Vu(k,07) = p(z, = wily,07)
en(1,7,07) = plzn =wi, Tp = wily, 07)
Cij = (T = Wi, Tpay = wj)
fijWUnsYns1) = D(Yns Yne1|Tn = Wi, Tns1 = wj)
be(yn) = P(Tn = wp,Yn)
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Nous obtenons alors la fonction & maximiser suivante :

N-1 K K

Q0,0%) = " on(i,7,07)logc;

i=1j=1

3

—_ =
.
Il

M=

=2

Vu (K, 07) log by, () (I11.47)

[\V]
bl
1l

1

=3

MN

K
Z on(i,7,07)10g fi i (Yns Yns1)
]

+

n=1 1

1l
—_

L’étape (E) de Ialgorithme EM consiste a calculer les quantités v, (k,07) et ¢, (7,7,07) ;
elles sont calculables par I’algorithme de Baum-Welsh que nous I'avons présenté dans
le deuxiéme chapitre. L’étape (M) fait intervenir le multiplicateur de Lagrange pour
inclure les contraintes suivantes :

L. Zi[il Zszl Gj=1
2. Vj =1: K ZzKl ey ci,jfi,j(u ’U) = b(’U)
3. V(i,7) € 2 fii(u,v)dudo =1

La solution de ce probleme d’optimisation est (I’algorithme EM a été étendu aux
chaines de Markov Couple par P. Lanchantin; les détails des calculs peuvent étre
consultés dans sa these [61]) :

N-1 g
oy = Lot f,”_(ll’j’e ). (I11.48)

1 Nﬁl[(yn Yn+1) = (u,v)]on(i, 5,07)
fE (u,v) = 2=t LW, ’ 0 2 (I11.49)

N-1 .
anl Qpn(zajaeq)

Dans le cas gaussien c’est & dire (Yipe1|Znims1 = (wisw;)) ~ Na(my 5,1 ;) (rappelons

que malgré la gaussianité de (Y,41|Tnims1 = (wi,w;)), dans les CMCouples la loi de

Y conditionnelle & X n’est pas nécessairement gaussienne), les vecteurs moyens et

les matrices de co-variance sont re-estimés par :

it - zﬁal(yn,ym)%n(z‘ j.60) (ITL50)
Snct #n(i,:07)

2711\[;11 Ynn+1 — mg;l)(yn:nﬂ - m(i],;l)T‘Pn(iaja gq)
Xnat en(i,j,0)

La deuxiéme méthode que nous pouvons utiliser afin d’estimer les paramétres
d’'une CMCouple est 'algorithme ICE. Si nous supposons que (X,Y") est station-
naire, le premier sous-ensemble des paramétres est la loi p(z,.1,x,) (rappelons que
ce parameétre ne définit pas nécessairement la loi de X car X n’est pas nécessaire-
ment markovien). Comme dans le cas des CMC, on prend pour 'estimateur a partir
des données complétes ’estimateur :

+1
ret = (IIL.51)

a ZnN:_ll HZnme1 = (wiij)]

o , I11.52
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alors I'espérance mathématique de cet estimateur est calculable & chaque itération
1
et nous obtenons ¢ par :

N-1 -
g+l _ anl (pn(l,j,eq) 111
o e . ( .53)

Le deuxiéme sous ensembles des paramétres est constitué par les paramétres
de la loi conditionnelle de (Y}, Y1) sachant (X,,1,X,). Dans le cas gaussien, ces
parametres correspondent au vecteur moyen conditionnel m; ; et au matrice de co-
variance conditionnelle I'; ;. Comme estimateur empirique de vecteur moyen nous

choisissons : N1
~ Zn;l (yn:n+1)1[xn:n+1 = (wiawj)]

i = 4 ) (I11.54)
’ ZnNzll Hapna = (wi,w;)]
et pour la matrice de co-variance :
& Zuct Wt = Wi ) Wonor = )" U Tpinr = (Wi w5)] (I11.55)

w ZnNz_ll 1[l‘n:n+1 = (wzaw])]

Comme dans les cas précédents, le calcul des espérances conditionnelles de ces esti-
mateurs n’est pas possible et on utilise les simulations des réalisations de la chaine
cachée selon sa loi conditionnelle aux observations.

I11.3.4 Exemple numérique

Comme application, nous utilisons 'algorithme ICE pour estimer les paramétres
d’'une chaine de Markov cachée a bruit indépendant de taille N = 128 x 128. Nous
appliquons 'algorithme dans une série d’expériences suivante. On fait varier d’une
expérience a l'autre les paramétres de la chaine ainsi que les paramétres du bruit.
Les résultats de 'estimation sont représentés dans la table (III.1). Pour initialiser
les parameétres du modéle nous utilisons 'algorithme des K-moyennes pour obtenir
20, et sachant ce 2° et y;.x nous estimons 6° qui prise comme la valeur initiale pour
0. Pour chaque essai nous itérons 100 fois. Nous pouvons noter que 1’estimation des
parameétres du bruit reste de bonne qualité, méme dans l’exemple 3 ou le niveau
du bruit est important. L’estimation de la loi p(x,.1,x,) semble moins robuste au
bruit.

Vrais parametres Parametres estimés
p1 P2 | | of | pe| 05| Pi| Do fi| G| M| 03
11095]0.05]00{0520]05]094|0.04|0.01| 05| 20| 0.5
095]005(00}10]20|1.0(091|0.08]0.01| 1.0|1.99]1.01

3109810.02]|1.0(1.0]20]1.0]091]0.08]1.01|0.97]2.03]0.98

TABLE III.1 — Estimation des paramétres par ’algorithme ICE dans le cas de modéle
CMC-BI [p1 = p(#ns1 = wilzy, = wi) p2 = p(Tns1 = walz, = wi)]

La table (II1.2) représente les taux d’erreur en pourcentage de la restauration de
la chaine X & partir de Y. La premiére colonne contient les taux d’erreur obtenus
avec restauration en mode supervisé i.e sachant les vrais parameétres du modéle. Dans
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la deuxiéme colonne nous présentons les taux obtenus en utilisant la restauration
MPM en mode non supervisé, i.e en estimant les paramétres avec ICE.

Expériences | Mode Supervisé | Mode Non Supervisé
1 1.3 1.28
2 3.0 3.02
3 5.62 5.64

TABLE II1.2 — Taux d’erreur(%)

Finalement, pour comparer les algorithmes d’estimation ICE et EM sur des don-
nées qui ne suivent pas le modéle exactement, nous considérons une image artificielle
a deux classes {w1,ws} bruitée avec un bruit gaussien indépendant. Les résultats sont
représentés sur la figure (I11.1).

v

il 4

. - I

(c) ()

|

FiGURE III.1 — Exemple de segmentation non-supervisé avec estimation des pa-
ramétres par ICE et EM : (a) Image originale (b) Image bruitée (¢) MPM+ICE
3.04%(d)MPM+EM 3.04%

Les valeurs des paramétres réelles (le paramétre "vrai" p est celui estimé a partir
de I'image des classes X) sont données dans la table (II1.3) ainsi que les paramétres
estimés par les algorithmes ICE et EM.
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w1 wo taux d’erreur (%)
D m o? P m o?
Vrais parametres | 0.49 | 0.00 | 1.00 | 0.51 | 1.00 | 1.00 -
ICE 0.49 | 0.01 | 1.01 | 0.51 ] 0.99 | 1.01 3.04
EM 0.48 | 0.01 | 1.01 | 0.51 | 0.99 | 1.01 3.04

TABLE III.3 — Estimation des paramétres par ICE et EM

Notons que les estimées de p donnent pour les estimées des matrices des transi-
tions P = p(p41|Ts)

0.98 0.02) 5 0.99 0.01) 5 0.99 0.01
Pre =( 0.02 0.98 ) Pros =( 0.00 1.00 ) et Prar =( 0.01 0.99 )

Nous notons que les deux méthodes d’estimation ICE et EM présentent, dans le
cadre de 'expérience, des qualités comparables.

I11.4 Conclusion

L’estimation des parameétres d’'un modéle statistique est une phase fondamentale
pour segmenter des données & variables latentes. Dans ce chapitre nous avons pré-
senté différents algorithmes de l'estimation itérative : 'algorithme EM, certaines de
ces variantes stochastiques, ainsi que 'algorithme ICE. Nous avons détaillé les cal-
culs pour les modeles CMC et CMCouple, et nous avons présenté quelques résultats
numériques originaux d’application de EM et de ICE sur ces modéles. L’équivalence
entre les performances de EM et ICE, déja connue dans les CMC classiques avec du
bruit gaussien, est montrée une nouvelle fois dans les exemples numériques traités.
Dans la suite, nous choisissons d’utiliser I’algorithme ICE.
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Chapitre 1V
Modeéle de Markov Triplet

Dans ce chapitre nous présentons un modeéle récent, qui est une extension des
modeéles Markov cachés (MMC) et des modeéles de Markov couples (MMCouple).
Proposé par Pieczynski et all. dans [92, , 103] ce modéle est appelé « modeéle de
Markov Triplet » (MMT). Le principe de ce modéle consiste a introduire un troisiéme
processus U, qui n’a pas nécessairement une interprétation physique. On note par
V' le processus couple (X,U), et par T le processus triplet (X,U,Y) = (V,Y). On
suppose alors que le processus 7" est un processus de Markov. Dans un premier temps,
on va s’intéresser dans ce chapitre aux chaines de Markov triplet et on distinguera
deux cas, selon les valeurs de (X, U) qui peuvent étre discrétes ou mixtes [30]. Dans
un deuxiéme temps on va introduire les champs de Markov triplets.

On rappelle que T' = (X,U,Y") est une chaine de Markov triplet si et seulement
si T admet pour graphe d’indépendance conditionnel le graphe G (1.4) (c¢’est-a-dire
pour tout 1 <n < N, t, admet pour voisins ¢,_1 et t,,1). La loi de T s’écrit alors :

(1) =p<t1>ﬁp<tn+l|tn> (V1)

Notons X et U les deux espaces d’états de X et U respectivement. Nous allons
détailler dans les paragraphes qui suivent deux cas :

e Cas discret : les deux espaces sont discrets finis.

e Cas Mixte : I'un est discret et 'autre est réel.

Nous commencons par étudier le cas discret, nous traitons particuliérement la
modélisation de la M-stationnarité et la semi-markovianité de X a l’aide du processus
auxiliaire U. Ensuite, nous mettons en évidence nos apports originaux dans le cas
mixte. Notre contribution dans cette partie consiste & modéliser la non stationnarité
par un processus a espace d’états continu.

IV.1 Chaine de Markov Triplet : Cas discret

Considérons deux processus X = (X, )n-1n €t U = (Uy,)p-1.n discrets, les X,
et les U, prenant leurs valeurs dans les espaces finis respectifs X = {wq,...,wk},
A= (XA ..., \y). Le processus Y = (Y,,)n-1.n est réel; c’est a dire les Y, sont a
valeurs dans ) = R. On note par T = (T},),=1.y le triplet (X,U,Y"). On suppose que
T est une chaine de Markov. En posant V' = (X, U), nous pouvons alors utiliser les
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résultats présentés dans le chapitre (IT) du fait que le couple T = (V,Y") est une
CMCouple. Les marginales a posteriori p(z,|y1.n) sont obtenues par :

p(@nlyin) = D, p(@n, unlyrn), (Iv.2)

un€A

avec les marginales a posteriori p(z,, u,|y1.n) calculées en utilisant les probabilités
progressives «,, et les probabilités rétrogrades (3, obtenues en appliquant les récur-
sions suivantes, valables dans les CMCouples, a v, = (2, u,) :

ay(vr) =p(ty) et ape1(vps1) = Z a (Vp)p(tsaltn) V2<n < N (IV.3)

Vp €X' XA

Bu(un)=1et Bu(ve) = > Bunt(Vns1)p(tpsiltn) Y1<n <N -1 (IV.4)
Up+1€X XA
Le modele CMT regroupe plusieurs modeles particuliers qui généralisent les mo-
deles présentés dans le chapitre (I) et le chapitre (IT). En effet, rappelons la géné-
ralisation récente suivante [66] de la proposition (I1.3). Soit W = (H, F') une chaine
couple, avec W,, = (H,, F},) a valeurs dans l'espace produit H x F. Soit 1 une mesure
o-additive sur H, et soit pu une mesure o-additive sur F. Supposons que W est une
chaine de Markov et on note par la méme lettre p les densités des variables par rap-
port aux mesures 1 et p. En pratique, les mesures utilisées sont celle de comptage
ou celle de Lebesgue. Cependant, des mesures mixtes faisant intervenir des masses
de Dirac et la mesure de Lebesgue peuvent étre envisagées comme dans [109]. Nous
avons le résultat suivant :

Proposition IV.1 Soit W = (H,F) = (H,, F,,)1.ny une chaine de Markov vérifiant :
i) p(Wn,Wnyi1) ne dépend pas de 1 <n <N -1;
i) p(wy = a,wp1 =) = p(w, =b,wp1 =a) V1<n< N -1 et V(a,b) € (H xF)2.

Alors les trois conditions suivantes :

a) H est une chaine de Markov (c’est-a-dire W = (H, F') est une chaine de Markov

cachée) ;

b) V2<n <N, p(falhn, bn1) = p(fulhn) ;

¢) VI<n< N, p(fulh) = p(falhn),

sont équivalentes.

Preuve : La démonstration, donnée dans [66], suit le méme schéma général que la
démonstration de la proposition I1.3.

IV.1.1 Chaine de Markov Cachée M-stationnaire

Parmi les applications du modeéle de la chaine de Markov Triplet est la modéli-
sation de le M-stationnarité du processus caché X. Une étude et des applications de
ce modele ont été présentées récemment dans la thése de P. Lanchantin [64,66]. La
deuxiéme application est la modélisation de la M-stationnarité du couple (X,Y"), ce
qui permet de généraliser le modeéle de la CMC-MS.
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Définition IV.1 Soit X = (X,,)n-1.n une chaine de Markov, les X,, prenant leur
valeurs dans un espace fini X = {w,...,wk}. X est dite une chaine de Markov sta-
tionnaire (CM-S) si p(x, = w;, Tns1 = w;) ne dépend pas de n. Dans le cas contraire
X est dite une chaine de Markov non-stationnaire (CM-NS). On dira que X est une
chaine de Markov M-stationnaire (CM-MS) s’il existe un processus U = (Uy,)p-1:n
tel que les U, prennent leur valeurs dans un espace fini, A = (A\i,..., ), et tel que
le couple (X,U) est une chaine de Markov stationnaire.

Définition IV.2 Soit Z = (X,Y') un processus couple, dont X est caché et Y ob-
servé. Z est dit chaine de Markov cachée M-stationnaire a bruit indépendant (CMC-
MS-BI) si :

o X est une CM-MS.

O Y et U sont indépendant conditionnellement a X :

Y 1L UIX (IV.5)

O Les Y, sont indépendants conditionnellement a X, et pour toute n, 1 <n < N,
Y, ne dépend que de X,,.

p(ylr) = Iﬁp(ym) _ ﬁlpwmn) (Iv.6)

Dans les modeéles classiques nous supposons que le processus caché est stationnaire
tandis que dans la pratique ce dernier peut ne pas I’étre. Ainsi en situations réelles
I’hypothése de la stationnarité peut conduire & une mauvaise estimation des para-
métres et par suite & une mauvaise restauration du processus caché. Ainsi la m-
stationnarité permet de modéliser la non stationnarité du processus caché par une
chaine triplet stationnaire.

Exemple

Soit T' = (X,U,Y") une CMT dont la loi est donnée par p(z1,u1,y1) et les tran-
sitions définies par :

p(tn+1|tn) = p(vn+1|vn)p(yn+1|$n+1) (IV'7)

La loi initiale de la chaine (X,U) est p(ui)p(x1|ui) et les transitions sont de la
forme :

p(UnJrl |Un) = p(anrl y Un+1 |xn7 un) = p(un+1|un)p(xn+l |un+17 xn) (IVS)
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FIGURE IV.1 — Graphe d’indépendance conditionnelle d'une chaine de Markov ca-
chée M-stationnaire & bruit indépendant (CMC-MS-BI)

Les paramétres d’'une CMC-MS-BI a bruit indépendant sont classiquement re-
groupés en deux ensembles : le premier est celui de la loi du p(y,|z,) et le deuxiéme
celui de la chaine V' = (X, U). Nous avons détaillé dans le chapitre (I1T) comment es-
timer le premier ensemble de paramétres. Pour le deuxiéme ensemble nous détaillons
le cas ou V' est une chaine stationnaire réversible (p(v, = a,vp41 = b) = p(vy, = b, Vpy1 =
a)) et que la loi p(vy,, v,41) se développe comme dans I’équation (IV.8) alors les para-
métres & estimer sont : p(un.1|ty) €t p(Tpi1|tine1, T,). Ces paramétres sont obtenus
a partir de la 1ol p(@41, Uns1, Tn, Uy ) que nous pouvons les estimer avec I’algorithme
ICE (IT1.2) en se donnant un estimateur p a partir des données complétes. Une
nouvelle fois, nous choisissons comme estimateur 1’estimateur empirique donné par :

ﬂxn+1:wiaun#—l:)\kaxn:wjaun:)\l) = 2(N 1) Z
[ 1(17714—1 :wiaun-%—l:)\k)xn:wjaun:/\l)
+ 1(17714—1 = Wy, Un+1 :)\lyl‘n:wiyun:/\k)]

A chaque itération ¢ + 1 de l'algorithme ICE et sachant la valeur ancienne des
parameétres 09 et les observations y.y, 'espérance mathématique de cet estimateur
est calculable et est donnée par :

DTyt = Wiy Uns1 = Mg,y Ty = Wi, Uy = A, 0971) = 2(N 2 Z
[ P(Tni1 = Wiy Unir = Mg, T = W5, Un = M09, 91.3)
+ P(Tpa1 = Wi, Uns1 = Ay Ty = Wi, U = A |07, y1:n) |

cela donne en particulier :

2 i D(Tne1 = Wi, Una1 = Mg, Tp = Wy, Uy = Ay, 07F1)

— — — — 1
Zi,j,kp\(xn-#l = Wi, Un+1 = )\ky Tp =Wy, Up = Ala ga+ )

P(tns1 = Melup = N, 071 = (IV.9)
Zlﬁ(xnﬂ = Wi, Un+l = )\kaxn =Wj, Up = Al,9q+1)

Zi,lﬁ(anrl = Wiy Upi1 = Ay T = Wy, Un = Al 0q+1)
(IV.10)

p(l‘n"'l = wi|un+1 = Akaxn = Wjaqurl) =
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Nous procédons dans la suite a une série d’expériences pour étudier le modéle
de la chaine de Markov cachée M-stationnaire et le comparer avec le modeéle de la
chaine de Markov cachée.

Nous commencgons par simuler une chaine M-stationnaire & bruit gaussien in-
dépendant a deux classes, deux stationnarités, et de taille N = 256 x 256 (K = 2,
M =2). La loi du couple (X,U) est donnée par (IV.8). Nous commengons par si-
muler le processus U de loi initiale p(u;) = 4 et de matrice de transition M = (p; ;)

avec p;j = P(Uns1 = i|up = j)

0.999 0.001
M= 0.001 0.999 (IV.11)

Conditionnellement & U les matrices de transitions de X sont données par M; et
M qui ont respectivement comme coefficients p(@,|uni1 = u1,2,) et p(Tpy|tng =
U2, xn) .

0.99 0.01 0.7 0.3

Mi=1 001 099 ) M= g3 07

(IV.12)

Dans un premier exemple, conditionnellement & X, les Y,, sont des gaussiennes de
moyennes mq = 0 si x, = wy, My = 2 si &, = wy et de méme variance o2 = 1. Pour
visualiser les processus simulés, présentés a la figure (IV.2), sous forme d’images
nous utilisons la transformation d’Hilbert-Peano (1.5).

FIGURE IV.2 — Premier exemple de simulation d’une chaine M-stationnaire & bruit
indépendant. (a) : réalisation 1.y ; (b) : réalisation uy.y (c) : réalisation yi.y.

Dans le second exemple, on fait augmenter le bruit, au lieu de ms = 2 pour le
second classe nous choisissons my = 1 et nous gardons les valeurs des autres variables
sans modifications. Les réalisations des processus simulés sont représentées sur la

figure (IV.3).
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FIGURE IV.3 — Second exemple de simulation d’une chaine M-stationnaire a bruit
indépendant. (a) : réalisation z1.x ; (b) : réalisation uy.y (c) : réalisation yi.y.

Pour le premier exemple, 'estimation supervisée du processus X a partir du
processus observé yi.y nous donne un taux d’erreur de 5.84% avec le modele de
CMC-MS-BI et un taux de 7.54% avec le modéle CMC-BI classique (pour utiliser ce

dernier, les paramétres de la chaine X sont estimés a partir de la réalisation zy.y).

FIGURE IV.4 — Segmentation supervisée a partir de y1.x (IV.2). (e) : Tomc-ms-B1
restauré avec CMC-MS-BI (5.84%) ; () : @ restauré avec CMC-MS-BI (0.58%) ; (g) :
Temco-pr restauré avee CMC-BI (7.54%)

Dans le second exemple ou le bruit est plus important, nous remarquons bien la
différence entre les résultats obtenus par la CMC-MS-BI et la CMC-BI classique,
Nous obtenons un taux d’erreur de 16.13% avec la premiére méthode et un taux
plus élevé avec la deuxiéme méthode qui est de 20.30%.
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FIGURE IV.5 — Segmentation supervisée a partir de yy.x (IV.3). (e) : Tomc-ms-B1
restauré avec CMC-MS-BI (16.13%) ; (f) : @ restauré avec CMC-MS-BI (2.86%) ;
(g) : Tomce-pr restauré avec CMC-BI (20.30%)

Cette expérience, ainsi que d’autres expériences du méme type que nous avons
effectuées,montre que lorsque les données suivent le modéle CMC-MS-BI, les résul-
tats obtenus avec le modéele CMC-BI sont bien inférieurs a ceux obtenus avec le vrai
modeéle. Cela montre que les deux modeles sont assez différents, ou encore que la
généralisation de CMC-BI a CMC-MS-BI est significative. Dans la deuxiéme expé-
rience nous testons si cette plus grande généralité est utile lorsque les données ne
suivent aucun de deux modeles.

La deuxiéme expérience est la segmentation non supervisée d’un processus réel a
deux classes représenté par (a) sur la figure (IV.6), sur laquelle nous introduisons des
bruits gaussiens indépendants. Les bruits ont la méme variance égal & 1 et ont des
moyennes différentes : nulle pour la premiére classe et égal & 2 pour la seconde. La
version bruitée est présentée par (b) sur la figure (IV.6). Lors de la segmentation avec
le modele CMC-MS-BI nous supposons que le processus réel a trois stationnarités

(M =3).

E

(] nﬁﬁﬁmw}bﬁ)\k
’ ,mmﬁkl%“\\“

(a)
FIGURE IV.6 — (a) : processus réel; (b) : version bruitée
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Les parametres estimés sont les suivantes sont présentés dans la table (IV.1).

modele Moyenne Variance | Taux d’erreur

w1 W9 w1 W9
CMC-BI 0.48 | 1.99 | 1.68 | 1.00 6.48%
CMC-MS 0.06 | 1.99 | 1.07 | 0.99 3.13%
Vrais Parameétres | 0.00 | 2.00 | 1.00 | 1.00 -

TABLE IV.1 — Estimation des parameétres du bruit et taux d’erreur de la segmenta-
tion non supervisée

L’estimation de la matrice des transitions P = p(z,1|z,) du modéle CMC-BI
donne :

D 0.992 0.008
~1 0.030 0.970

L’estimation de la matrice des transitions M = p(uy,41|u,) en supposant 3 station-
narités pour le CMC-MS donne :

0.999244 0.000065 0.000691
M =1 0.000145 0.994690 0.005165
0.002772 0.009194 0.988035

et 'estimation des transitions M; = p(x41|tns1 = Ai, ) donne :

0.998 0.001 0.866 0.133 0.641 0.358
M ‘( 0.000 1.000 ) Mo ‘( 0.194 0.805 ) M ‘( 0.009 0.990 )
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FIGURE IV.7 — Segmentation non supervisée du zébre bruité présenté a la figure
(IV.6) (c) : CMC-MS-BI (3.13%), (d) : U estimé; (¢) CMC-BI : (6.48%)

Nous pouvons remarquer une nette amélioration de la qualité de la segmentation
lorsque 'on utilise le modéle CMC-MS-BI a la place du modéele CMC-BI. En effet,
les taux d’erreur sont respectivement de 3.13% et 6.48%. Les petites taches (zone
grise sur la figure IV.7.d ) sont mieux détectées en supposant l’existence de 3 sta-
tionnarités : Ay correspond au fond de I'image qui & une faible variation de couleur,
Ao qui correspond aux frontiéres de zones homogénes qui sont caractérisées par une
variation forte, et A3 qui correspond aux zones qui ont une variation moyenne.

La derniére expérience consiste a segmenter une image réelle SAR (Synthetic
Aperture Radar!) représentée par (a) sur la figure (IV.8). Comme ci-dessus, on
utilise le modéle CMC-MS-BI et le modele CMC-BI. Nous supposons l’existence de
quatre classes et de trois stationnarités. Les résultats des différentes segmentations

1. http ://www.onera.fr/images-science/observation-imagerie /image-radar-sar.php : Technique
radar qui exploite le déplacement de l'antenne pour obtenir une résolution angulaire bien su-
périeure a celle d’'une antenne immobile. La résolution angulaire d’une antenne est inversement
proportionnelle a sa taille, nécessairement réduite a bord d’un avion.
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non supervisées sont présentés sur la figure (IV.8).Le résultat de la segmentation
non supervisée avec CMC-MS-BI est 'image (b), I'image estimée des différentes
stationnarités est donnée en (c), et 'image des classes est estimée par CMC-BI est
donnée en (d).

FIGURE IV.8 — Segmentation non supervisée d’une image réelle SAR. (a) : image
réelle; (b) : T estimée par CMC-MS-BI; (d) : @ stationnarités estimées; (d) : T
estimée par CMC-BI

Nous pouvons remarquer que les frontiéres des zones sur la figure (b) sont plus
fines que celles sur la figure (d); ce qui est probablement di au fait que les fron-
tiéres de zones représentent une discontinuité en intensité et une variation forte des
couleurs. Cette hypothese est prise en compte par le modéle de la CMC-MS-BI en
supposant 'existence de trois zones de stationnarité différentes : zone homogéne de
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faible variation de couleur (couleur blanche), zone de forte variation de couleur (cou-
leur noir) et une zone de variation moyenne (couleur grise). Le modéle CMC-MS-BI
permet donc de mieux détecter les détailles fines sur une image qui comporte des
objets de tailles différentes.

IV.1.2 Chaine de Markov Couple M-stationnaire

Nous présentons dans cette sous-section un modele original qui généralise celui
présenté dans la sous-section précédente. Il s’agit du modele de la Chaine de Markov
Couple M-stationnaire. Dans ce modéle ni X ni le couple Z = (X,Y") n’est nécessai-
rement une CM stationnaire, ce qui permet de prendre en considération une gamme
de cas plus large.

Définition IV.3 Soit Z = (X,Y’) une chaine couple, ot X = (X, )n-1.n est tel que
les X, sont a valeurs dans un espace fini et Y = (Y, )n-1.n est tel que les Y, sont
auz valeurs dans un espace Y ). Z est dite chaine de Markov couple M-stationnaire
(CMCouple-MS) s’il existe un processus U = (U, )p-1:n, 00 les U, prennent leurs
valeurs dans un espace fini de cardinal M, A = (A\1,..., ), tel que le triplet T =
(X,U,Y) est une chaine de Markov stationnaire.

@) 9@/ ()
) @ (u

u Uy Us

~

FIGURE IV.9 — Graphe d’indépendance conditionnelle d’une chaine de Markov
couple M-stationnaire

Notons que dans une CMCouple-MS la chaine Z = (X,Y") n’est pas nécessairement
markovienne. Bien entendu, le modéle CMCouple-MS est strictement plus général
que le modele CMC-MS-BI et le modéle du CMCouple stationnaire. En particulier, il
permet de prendre en compte ’évolution éventuelle des paramétres du bruit. Notons
un cas particulier du modéle CMCouple-MS dans lequel le processus des "sauts" est
une chaine de Markov et dont la loi s’écrit :

p(tn+1|tn) = p(un+1|un)p(zn+1|zn7 un+1) (IV13>

On peut remarquer que dans ce modéle la chaine Z = (X,Y’) n’est toujours pas
nécessairement markovienne.
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IV.1.3 Chaine Semi-Markovienne Cachée

Une autre application pour les CMT est la modélisation de la semi-Markovianité
du processus caché X . D'une part, les CMT permettent des généralisations aisées des
modeéles par chaines semi-markoviennes cachées classiques. D’autre part, les CMT
sont a l’origine de I'introduction d’une nouvelle famille de chaines semi-markoviennes
cachées par Lapuyade et all. [73]. En effet, une loi semi-markovienne de la chaine X
peut étre vue comme la loi marginale d’une chaine de Markov couple (X, U), ou le
processus U geére le temps de séjour des X,, dans un état donné. Nous commengons
par donner quelques définitions concernant la semi-markovianité. Plus de précisions
sur les modeles classiques peuvent étre trouvés dans |4].

Définitions

Nous définissons une chaine semi-markovienne a espace d’états fini comme la
marginale d'une chaine de Markov.

Définition IV.4 Soit X un ensemble fini de cardinal K, et soient :

— la probabilité w sur X ;

— la transition q(.|.) sur X% vérifiant Vx e X q(z|z) =0;

— pour tout x € X, les densités de probabilité d(x,.) sur IN*.
Soit X = (X,)ns1 un processus aléatoire discret dont chaque X, prend ses valeurs
dans X = {wq,..,wk}. X est une chaine semi-markovienne homogéne de loi initiale
7, de transition q, et de loi de durée d s’il existe un processus U = (U, )n>1, chaque
U, prenant ses valeurs dans IN*, tel que V = (X,U) soit une chaine de Markov de
loi donnée par :

p(x1,u1) = w(xy)d(x1,u1), (IV.14)
et les transitions :
p(xn+1 y Un41 |5L'na un) = p(l'n+1|un> xn)p(un+1|xn+1 ) un)a (IV15)
avec :
| Opn(Tna) st u, > 1,
PTafn, 7) = { q(Tnalr,)  siu, =1, (IV.16)
et
| bua1(upar) st u, > 1,
p(un+1|un>$n+1) = { d($n+1,un+1) si wu, = 1’ (IVl?)

0t 0q(b) =1 sib=a et 0 sinon .

La chaine V = (X,U) est dite homogene du fait que les transitions ne dépendent
pas de n. En effet, ni q(.].)ni d(.,.) ne dépend de n. U, représente alors le temps de
séjour restant pour la chaine X dans I'état w;.

Proposition IV.2 Soit (X,U) une chaine vérifiant (IV.15), (IV.16) et (IV.17).
Soit D(z,n) = Ypsnd(x, k) la probabilité que le temps de séjour dans l'etat x soit
supérieur ou €gal a n.

La loi de la chaine a temps fini X = (X,).n est la loi marginale de la chaine
(X1:n, Win) @ valeurs dans X x {1,.., N} dont la loi est donnée par :
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— Lot initiale :

p(w1,wi) = 7(z1)p(wilzy), (IV.18)
avec :
| d(xy,wr)  sil<w <N -1,
p(wl'l’l) - { D(xl,N) SZ- wy = N, (IV19)
— Transition :
P(Tns1, Wi [Tn, WN) = P(Tpat[Wn, T0) p(Wni1 [Tt wn), (IV.20)
avec :
| O (Trar) ST wWR > 1,
p(l'n+1|wn;l'n) = { Q(xn+1|xn) si w,, = 1’ (IV21)
et :

Ow,-1(Wny1) S0 wy > 1,
P(Wps1|@ns1, wn) =3 d(Tps1, Wpe1) Stw, =1 et 1<w,, <N-1, (IV.22)
D(xp1,N) siw, =1 et wyy1 = N,

0t 6,(b) =1 sib=a et 0 sinon .
Preuve : voir [70]

Nous pouvons conclure de cette proposition que la loi de toute chaine semi-markovienne
a temps fini X = (X,,)1.y peut étre considérée comme la loi marginale d’une chaine
de Markov a espace d’états fini (X, W) = (X,,, U, ) 1.y dont les (X, U,,) sont a valeurs
dans X x {1,..N}. Avec cette considération, nous pouvons appliquer les algorithmes
d’estimation tel que ’algorithme de Baum-Welsh pour une chaine de Markov couple

a temps fini (X,,,W,,)1.v. Les chaines semi-markoviennes représentent une générali-
sation des chaines de Markov [77,78]. Le temps du séjour d’une chaine de markov
dans un état est modélisé par une loi géométrique. La proposition suivante donne
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une CSM soit une CM [1, 28, 78].

Proposition IV.3 Soit X = (X,,),s1 une chaine semi-markovienne & valeurs dans
un espace d’état fini X vérifiant (IV.20), (IV.21) et (IV.22). Alors X est une chaine
de Markov de matrice de transitions Q(x',x) = p(Ty41 = 2|z, = x) si et seulement
s

d(z,u) =Q(z,2)" ' x (1-Q(z,7)) Vr e X et Yu>1. (IV.23)
Si cette condition est vraie, les transitions q(x'|x) vérifient :
q(x'|x) = % Vo, o' tel que 2" + x (IV.24)

La loi d’une chaine semi-markovienne cachée (X,,Y,)1.n tel que (X,,)1.n peut ainsi
étre considérée comme la loi marginale d'une chaine de Markov triplet tel que le
couple (X,,,U,)1.n est une chaine de Markov a espace d’états fini et les (X,,, U,,) sont
a valeurs dans X' x {1,.., N}. Un tel triplet (X,U,Y") sera encore appelé chaine semi-
markovienne cachée (CSMC). Un cas particulier de ce modéle est la chaine semi-
markovienne cachée & bruit indépendant, qui admet pour graphe d’indépendance
conditionnelle le graphe représente sur la figure (IV.10).
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O——o——0)

FIGURE IV.10 — Graphe d’indépendance conditionnelle non-orienté d’une chaine
semi-markovienne cachée a bruit indépendant CSMC-BI

Pour une chaine X de taille N et a K classes, 'espace d’états du couple (X,,,U,,)
a un cardinal de N x K, ce qui peut poser le probléme de complexité algorithmique
élevée pour 'algorithme de Baum-Welsh utilisé - grace au fait que (X,U,Y") est une
chaine de Markov triplet - dans ’estimation des parameétres et la segmentation. Pour
surmonter ce probléme de complexité algorithmique un nouveau modéle particulier
de CSMC a été récemment présenté par J. Lapuyade et W. Pieczynski [73]. Dans ce
nouveau modéle, les U, sont a valeurs dans un espace d’états fini, dont le cardinal
est indépendant de N. Ce modéle fait ainsi partie des modeéles triplets discutés
précédemment.

Chaine semi-markovienne particuliére

Ce nouveau modéle difféere du modele de la chaine semi-markovienne classique
par le fait que les transitions g(x|x) peuvent étre non nulles; c’est-a-dire que le
processus X peut rester dans la méme état x malgré que le "temps de séjour" dans
cet état est écoulé. Une autre différence par rapport au modele de la CSM classique
est que les U,, sont a valeurs dans un espace fini indépendant de N.

Soit (X, Uy )1.n une chaine tel que les X, et les U, sont a valeurs respectivement
dans X = {wy,..,wx} et A={1,..,L}. Soit :

— m une distribution de probabilité sur & ;

— pour tout z € X, soit E(x, .) une distribution de probabilité sur A ;

— r(.].) transitions sur X2
Supposons que la loi de la chaine (X,,, U, ).y est définie de la fagon suivante. La loi
initiale de la chaine est donnée par :

p(z1,u1) = m(zy)d (2, uy), (IV.25)
et les transitions sont définies par :
(L1, Une1 [Ty ) = P(Tni1| Ty Un )P (Unet[Tri, Un), (IV.26)
ou :
O, (Tpy1) st uy, > 1,
r(Tps1|2n) st u, =1,

P(@ns1|Tn, up) = { (IV.27)
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et :
5u ,1(Un+1) si Uy, > 1
=4 =" ’ V.2

ol ={ g (1V.25)
Il est alors possible de montrer [70,73] que ce modéle est une chaine semi-markovienne
classique dont les transitions et la loi du temps de séjour sont données par :

r(z'z)
'|r) = ———— Vo +a'; IV.29

u
d(z,u) = (1-r(zlz)) Y (r(zl)*" Y d(z,vr).d(z,vp) Yu>1.  (IV.30)
k=1 v1+..+UE=U
Nous avons ainsi une chaine semi-markovienne dont la loi de séjour n’est pas
donnée explicitement. Par ailleurs, les conditions nécessaires et suffisantes pour que
X soit une chaine de Markov de matrice des transitions Q(w;,w;) = p(@ns1 = Wiz, =
w;) sont les suivantes :

r(wilw;) = Q(w;,w;). (IV.31)

{ d(w;, 1) =1Vi=1,..,K et

Dans la suite, nous présentons deux expériences pour tester les différences entre
les chaines semi-markovienne cachées et les chaines de Markov cachées classiques.
La premiére et la deuxiéme expérience consistent a segmenter des données issues
respectivement d’un modele de chaine de Markov cachée & bruit indépendant et
d’un modele de chaine semi-markovienne a bruit indépendant. Le but de la pre-
miére expérience est de vérifier que I'utilisation, en non supervisé, des chaines semi-
markoviennes ne dégrade pas les résultats obtenus avec les chaines markoviennes. Le
but de la deuxiéme expérience est de regarder si les chaines markoviennes classiques
peuvent "approcher" les chaines semi-markoviennes.

Nous considérons des données de taille N = 256 x 256, qui sont représentées sous
forme bi-dimensionnelle en utilisant parcours d’Hilbert-Peano (1.5). Pour 'estima-
tion des paramétres de chaque modéle nous choisissons d’utiliser I’algorithme ICE et
nous itérons 100 fois pour chaque modéle. Concernant l'initialisation de 'ICE nous
utilisons, comme précédemment, 1’algorithme des K-moyennes ( voir Annexe (A)).
Ce dernier nous donne une "réalisation" z° du processus X que 'on utilise pour
estimer la valeur initiale des parametres.

Les données de la premiére expérience sont obtenues par la simulation d’une
réalisation = = (x,)1.y d’une chaine X = (X,,)1.y markovienne dont les X,, sont a
valeurs dans X' = {w;,ws}. La matrice des transitions P = p(x,41|z,) de la chaine X

est :
0.99 0.01
P= ( 0.01 0.99 )’ (IV'BQ)

la loi de p(yy,|x,) est une gaussienne N;(0,3) si xy = w; et Na(1,3) si x, = wq et nous
supposons que les Y,, sont indépendantes conditionnellement aux X,,. La réalisation
(25,)1:n de X est représentée par (a) de la figure (IV.11) et la réalisation (y,)1.n de
Y par (b) de la méme figure.
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FIGURE IV.11 — Réalisation et segmentation des données issues du modele CMC-BI.
(a) : réalisation xy.y ; (b) : réalisation yi.x; (c) : segmentation supervisé par CMC-
BI, taux d’erreur de 7.25%; (d) : segmentation non supervisé par CMC-BI , taux
d’erreur de 7.56%; (e) : segmentation non supervisé par CSMC-BI | taux d’erreur
de 7.84%

La segmentation des observations y;.y (b) figure (IV.11) par le vrai modeéle donne
un taux d’erreur de 7.25% avec les vrais paramétres de simulation et un taux de
7.56% en non-supervisé. Les deux taux d’erreur sont trés proches bien que les bruits
ont des moyennes proches et des variances importantes. Ceci montre 'efficacité de
I’algorithme ICE pour I'estimation des paramétres. Les paramétres estimés sont :

~ Pour la loi p(Z,41|7,)

= 0.98 0.02
P= 0.01 0.99 )’
— Pour la loi p(y,|z,)
w1 wo taux d’erreur (%)
m o? m | o?
Vrais parameétres 0.00 | 3.00 | 1.00 | 3.00 7.25
Parameétres estimés | -0.01 | 2.99 | 1.01 | 2.90 7.56

FIGURE IV.12 — Parameétres de la loi p(yn|z,,)
estimés avec ICE.
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En supposant un temps de séjour maximal de L = 10, le taux d’erreur de la segmen-
tation par CSMC est de 7.84%. Les paramétres estimés sont :

— Loi du couple (X,U) :
—laloi R = p(@ps1|Tn, up = 1)

= (094 0.06
Rz( 0.05 0.95 )

— la loi d(,, uy) :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
d(wr,uy,) | 0.10 | 0.05 | 0.13 | 0.12 | 0.04 | 0.04 | 0.14 | 0.15 | 0.16 | 0.06
d(ws,uy,) | 0.05 | 0.09 | 0.06 | 0.13 | 0.12 | 0.08 | 0.15 | 0.08 | 0.12 | 0.11

TABLE IV.2 — Paramétres estimés de la loi d(w,,,u,)

— les lois p(yn|z,)

w1 Wy taux d’erreur (%)
m | o? m | o?
Vrais parameétres | 0.00 | 3.00 | 1.00 | 3.00 7.25
Parametres estimés | 0.00 | 2.99 | 1.00 | 2.94 7.84

TABLE IV.3 — Paramétres de la loi p(y,|z,)

Nous remarquons que le taux d’erreur de la CSMC est comparable a celui de la
CMC, bien que les données soient issues du modeéle CMC. Dans 'expérience suivante,
nous utilisons des données issues de CSMC a bruit indépendant. Nous considérons
une chaine semi-markovienne (X, ).y & deux classes w; et wy dont la matrice de
transitions R = p(2p41|Tn, uy = 1) est :

0.8 0.2
R_( 0.2 0.8 )’

Comme précédemment, nous prenons L = 10. La loi de p(u,|z,) est pour tout
T, ¢ d(zp,u,) = £ pour uy # 10 et d(2,,10) = 2. La loi p(yn|z,) est une gaus-
sienne N7(0,2) si 2, = wy et Na(1,2) si z, = wy. Les réalisations z1.x et y1.x sont
représentées respectivement par (a) et (b) de la figure (IV.13).
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FIGURE IV.13 — Réalisation et segmentation des données issues d'un modéle CSMC-
BI. (a) : réalisation zq.v; (b) : réalisation yi.v; (c) : segmentation supervisée par
CSMC-BI, taux d’erreur de 12.01%; (d) : segmentation non-supervisée par CSMC-
BI, taux d’erreur de 12.06% ; (e) : segmentation non-supervisée par CMC-BI, taux
d’erreur de 14.95%.

L’estimation des parameétres avec I'algorithme ICE pour le modéle CMC-BI est :
— Loi du couple (X,U) :
— laloi P =p(xpi|xn) :

B 0.92 0.08
1 0.09 091 )’
— les lois p(yn|z,) :
w1 wo taux d’erreur (%)
m o? m | o?
Vrais parameétres 0.00 | 2.00 | 1.00 | 2.00 -
Parameétres estimés | -0.09 | 1.91 | 1.08 | 1.87 14.95

TABLE IV.4 — Paramétres de la loi p(y,|x,) estimés avec ICE

Le taux d’erreur de la segmentation par CSMC-BI est de 12.01% en supervisé et
de 12.06% en non-supervisé. Les valeurs des paramétres estimées par ICE sont les
suivantes :
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— Loi du couple (X,U) :
—laloi R = p($n+1|xmun = 1)

= 0.88 0.12
R_( 0.12 0.88 )

— la loi d(,, uy) :

I [ 2 [ 3456780910
viai | 5 | % | % | | 5| % | w | | 5| o3
(w1, ,) | 013 0.18 | 0.08 [ 0.02 | 0.15 ] 0.11 | 0.13 | 0.14 | 0.06 | 0.00
(w2, 10,) | 018 | 016 | 0.1 | 0.11] 0.1 | 0.08 | 0.07 | 0.06 | 0.08 | 0.06

TABLE IV.5 — Paramétres de la loi d(wy,u,)

— les lois p(yn|zy,) :

w1 Wy taux d’erreur (%)
m o? m o?
Vrais parameétres | 0.00 | 2.00 | 1.00 | 2.00 12.01
Parameétres estimés | 0.00 | 2.02 | 1.00 | 1.96 12.06

TABLE IV.6 — Parameétres de la loi p(y,|z,) estimés avec ICE

On note que les valeurs estimé par ICE de loi d(z,,u,) sont assez différentes des
vraies valeurs; une des raisons possibles est le fait qu’elles ont été initialisées avec
d(y,u,) = +. Par contre les parameétres des lois p(yn|z,,) sont bien estimés.
Remarquons que la différence entre les taux d’erreur de la segmentation super-
visée et la segmentation non supervisée par le modele CSMC-BI est trés petite,ce
qui montre la bonne performance de ’algorithme ICE dans le contexte considéré.

IV.2 Chaine de Markov Triplet Mixte

Dans cette partie nous proposons un nouveau modeéle étudié dans le cadre de la
présente thése. Il s’agit du modéle de chaine de Markov Triplet Mixte (CMT Mixte),
c’est-a-dire le processus auxiliaire U = (U, )1y est un processus dont les U, sont a
valeurs dans U = R, et le processus caché X = (X,,)1.v est a valeurs dans un espace
fini. Dans la thése de P. Lanchantin [(1], le processus U est discret et une des ap-
plications d’une telle CMT, avec des résultats particulierement intéressants, est la
modélisation de la M-stationnarité de la chaine X ou du couple (X,Y") mentionné
précédemment. La question qui se pose alors est I'extension de la M-stationnarité a
une « non-stationarité continue », qui serait modélisée par un processus auxiliaire
continu. Dans ce travail, nous cherchons donc a étudier les possibilités des appli-
cations de la CMT Mixte a la modélisation de la non-stationnarité "continue" du
processus X. Dans toute la suite, on note V' = (X,U) la chaine couple dont les V,
sont & valeurs dans I’espace produit X' xR avec X' = {w1,..,wk }. La chaine T = (V,Y)
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est ainsi une chaine couple ot les T,, sont & valeurs dans 'espace produit X x R%. En
supposant 7' markovienne nous avons :

p(t) = p(t1) ﬁp(tmlltn) (IV.33)

Par ailleurs, la loi marginale a posteriori p(z,|y1.n) du processus caché X est
obtenue & partir de celle du processus couple (X,U) par :

palpen) = [ Pl du= [ plaa, unlyi) du, (1V.34)

Etant donné que T = (V,Y) est une chaine de Markov couple ses lois marginales
a posteriori p(v,|y1.n) peuvent étre obtenues par des algorithmes analogues a ceux
présentés dans le chapitre (II), avec cependant certaines sommes remplacées par
des intégrales. Si on note par «,(v) la probabilité (pour simplifier, on continuera
a 'appeler « probabilité » sachant que c’est densité par rapport au produit de
la mesure de comptage par la mesure de Lesbegue) progressive et par [3,(v) les
probabilités rétrogrades alors p(v,|y1.v) est donné par :

P(nly1:n) o< i (vn) B (vn) (IV.35)

avec les a,,(v) = p(v, = v, Y1) €t Bn(v) = P(Yns1:n|Vn = v, y,) calculables par récur-
rence :

ap(v1) < p(t1) et apy1(vnygr) = ; —/Ran(vn)p(tmﬂtn) du,,, (IV.36)

et

ﬁN(/UN) =1 et ﬁn(vn) = Z Aﬁn+l(vn+l)p(tn+l|tn) dun+1 (IVB7)
X

Le modele CMTM est tres riche sous sa forme générale et, comme dans le cas de
la CMT classique, on obtient un grand nombre de modéles particuliers. Par exemple,
en considérant le triplet 7' = (X,U,Y) comme étant un couple 7' = (V. Y') & bruit
indépendant, les transitions p(t,1|t,) s’écrivent :

P(tns1ltn) = P(Uns1|Tne1 ) P(Trst [Uns1s Tn ) P(Uns1|Un, Tn) (IV.38)

Le graphe d’indépendance conditionnelle non orienté d’un tel modéle est alors le
suivant :
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W @ & W

(-
FiGure IV.14 - Graphe d’indépendance conditionnelle d’une chaine non-

stationnaire cachée a bruit indépendant.

Nous avons la méme expression que dans le cas de la chaine M-stationnaire cachée
étudiée précédemment ; cependant, le calcul explicite des «,, et des [, n’est pas
toujours possible a cause des intégrales présentées dans les formules de récurrence.

Considérons le modéle suivant, qui est un cas particulier du modéle précédent et
qui est sans doute parmi les plus simples CMTM possibles. Les transitions p(t,.1|t,)
s’écrivent :

P(tnaaltn) = P(Unialtn) (@1 [t )P (Yne1 [tine) (IV.39)
Un tel modéle peut également étre introduit a partir des propriétés suivantes :

a) U est un processus Markovien :
N-1
p(u) = p(ur) [T p(un|un); (IV.40)
n=1

b) X et Y sont indépendants conditionnellement a U
X 1LY|U (Iv.41)

c¢) Les Y, sont indépendants conditionnellement a U et Y,, L Up.p|U,

p(ylu) = l:Ilp(anU) = l:Ilp(ynlun) (IV.42)

d) Les X,, sont indépendants conditionnellement a U et X,, 1L Up.pn|U,

p(lu) = l:[lp(l’nlw = l:[lp(xnlun) (IV.43)

Comme X et Y sont indépendants conditionnellement & U nous pouvons écrire
la loi p(t) sous la forme suivante :

p(t) = p(z,u,y) = p(u)p(zlu)p(ylu) (IV.44)
7
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Comme T est une CM sa loi est donnée par la loi initiale et les transitions. La
loi initiale s’écrit :
p(t1) = p(ur)p(@u)p(yifur), (IV.45)

et les transitions sont :

p(tn+1 |tn) = p(unJrl |un)p(xn+l |un+1 )p(ynJrl |un+1)7 (IV46>

ce qui donne bien la forme requise.
Le graphe d’indépendance conditionnelle non orienté d’un tel modéle est alors le

suivant :
O—@ @

FIGURE 1V.15 — Graphe d’indépendance conditionnelle non orienté d’'une CMT
mixte

Nous sommes en face d’'un modéle original trés simple ; cependant, 1a encore les
calculs explicites des lois marginales a posteriori p(z,, u,|y1.n) et p(2,|y1.v) ne sont
pas toujours possibles. Ils le sont dans un cas particulier étudié ci-aprés : le cas
gaussien.

Exemple : (U,Y) gaussien

Soit (U,Y") chaine de Markov cachée a bruit indépendant gaussienne et station-
naire. De plus, on supposera le processus U centré. Classiquement, les transitions
de la loi de (U,Y") s’écrivent sous forme du systéme suivant :

. Un+1 = pUn +€n
(&): { Y, =my+cU,+&, (IV.47)

Nous considérons U; ~ N'(0,1), p € R tel que |p| < 1 et les ¢, Gaussiennes i.i.d de
moyenne nulle et de variance o2 = 1-p2. Pour tout n > 1, U, et ¢, sont indépendantes.
X est un processus discret a trois classes X = {wy, wa,ws}.

La loi du couple (U,Y") étant donnée, il reste & définir la loi de X conditionnelle
a U. Nous allons considérer la loi dite "Logit multinomial" de la forme suivante :

exp(a;u, + b;)

p(@n = wilun) = =5 (IV .48)

> -1 exp(ajuy, + ;)
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La courbe représentant 1’allure générale des probabilités en fonction des coeffi-
cients a, b, dans le cas de deux classes, est donnée a la figure (IV.16)

FIGURE IV.16 — Courbe de probabilité Logit a deux classes

Laloi p(«,|y1.n) est obtenue a partir de p(uy,|y:.x) en utilisant ’approximation de
Laplace (voir annexe B). En effet la loi p(x,|y1.n) s’obtient par I'intégrale suivante :

p@alyin) = [ palun)p(ulyroy) du,

Par ailleurs, nous pouvons écrire p(, |ty )p(un|y1:n) = exp[log(p(zn|un))+log(p(ualy1n))] =
exp[f(u)], avec : p(un|lyr.n) ~ N(my,,02) et m,,02 calculés par lalgorithme RTS
(1.3.3), donc

3 (u-m,)?
f(u) =au+b; - log(z exp(a;u+b;)) - 2mo? —log(y/2mo2)

La fonction f admet un développement de Taylor en u* (tel que f/(u*) =0) a l'ordre
2

Fw) = 50" )=t + )

L’approximation de p(x,|y1.n) est alors donnée par :

2T

p(zn|yrn) = exp[f(u*)] 7 ()]

Applications numériques

Nous présentons ci-aprés les résultats des quatre expériences. Dans la premiére
les données sont simulées par la nouvelle CMTM, qui sera notée NCMTM, et on
consideére trois segmentations : supervisée avec NCMTM, partiellement non super-
visée avec NCMTM, et non supervisée avec le modéle classique CMC-BI. Dans la
deuxieme expérience les données sont simulées par une CMC-BI et segmentées par
NCMTM et CMC-BI. Dans la troisiéme série on considére un bruit corrélé, de ma-
niére a ce que les données ne correspondent & aucun de deux modéles. Enfin, dans
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la quatriéme expérience on choisit une image de deux classes dessinée & la main et
bruitée par du bruit corrélé.

Nous commengons par simuler le processus U = (U, )n-1.n. La premiére variable
U; est une Gaussienne de moyenne 0 et de variance 1, U; ~ N'(0,1), et pour 1 <
n < N, la loi de U, conditionnelle & U,,_; = u,_1 est une Gaussienne de moyenne
pu,-1 et de variance o2 = 1 - p?, avec p = 9.88 (les lois marginales de tous les
U, sont identiques). Ensuite sachant U nous simulons les processus X et Y. Les
réalisations x,, sont simulées selon la loi p(x,|u,) ci-dessus, avec les paramétres a,b
donnés dans la table (IV.7) Pour tout 1 < n < N, y, est simulée selon une loi
Gaussienne de moyenne m,, + cu,, et de variance V,, avec m, =0,V, =1 et ¢=0.85:
P(Ynltn) ~ N (my + cu,,V,). Les réalisations des trois processus ainsi obtenues sont
représentées a la figure (IV.17).

w1 W2 W3
a| 0 |-29 | 47
b| 0 |-33]-26

TABLE IV.7 — Paramétres des lois p(z,|u,)

FIGURE IV.17 — Simulation d’une chaine de Markov Triplet Mixte & trois classes

Les données y = (y,)n-1.n sont alors segmentées par trois méthodes : la pre-
miére est fondée sur le nouveau modéle de NCMTM avec les vrais parameétres. La
deuxiéme méthode utilise le méme modéle mais en estimant les parameétres de la
loi de p(un|y1.v) avec l'algorithme ICE (ceux de la loi de p(z,|u,) sont supposés
connus). La troisitme méthode est fondée sur le modeéle classique CMC-BI, avec
les paramétres estimés par ICE. Les résultats de cette série sont présentés a la fi-
gure (IV.18) On constate que le modéle classique CMC-BI ne peut pas rivaliser
avec NCMTM en mode supervisé; cependant, il procure des résultats proches en
mode non supervisé. Cela montre une trés bonne robustesse, connue par ailleurs, du
modéle CMC-BI dans la situation considérée.

Pour calculer la loi p(x,|y1.n), nous utilisons 'approximation de Laplace ( voir
annexe B). En premier lieu, nous estimons les paramétres de la loi p(u,|yin) (
dans le cas non-supervisé) par ICE. En second lieu, sachant ces paramétres et les
paramétres de la loi p(z,|u,) qui sont supposés connus, la loi p(z,|y.n) est une
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intégrale qui peut étre approchée et son approximation est donnée par (B.3). Enfin,
la segmentation de y;.y est donnée par la solution MPM (5).

%,

FI1GURE IV.18 — Restauration du processus X a partir de Y par trois méthodes.
(1) : NCMTM mode supervisé, (taux d’erreur de 14%); (2) : NCMTM mode non-
supervisé (taux d’erreur de 17%); (3) : CMC mode non-supervisé (taux d’erreur de

18%)

Dans la deuxiéme expérience nous simulons une chaine de Markov X = (X,,)-1.n¢
a deux classes X = {wy,wq}, avec p(wy,wi) = p(wa,ws) = 0.46. p(yn|z, = w1) est une
Gaussienne N (0,1) et p(yn|z, = ws) est une Gaussienne N'(1,1). Nous restaurons X
a partir de Y par NCMTM (taux d’erreur de 3.80%), et par CMC (taux d’erreur de
3.07%). Les résultats sont présentés a la figure (IV.19). Nous pouvons noter que les
résultats obtenus avec NCMTM sont logiquement moins bons; cependant, malgré
un niveau de bruit élevé, ils restent acceptables. Ces résultats sont intéressants dans
la mesure ou ils montrent que le modéele NCMTM peut étre trés flexible et peut
"s’adapter" relativement bien aux données simulées par les CMC-BI classiques.

v T .
]

NCMTM & = MPM (y)

FIGURE IV.19 — X : chaine de Markov; Y : processus observé ; T : processus restauré
par NCMTM (taux d’erreur de 3.80%)

Dans la troisiéme série, la chaine X obtenue dans la deuxiéme expérience est
bruitée avec un bruit corrélé. On pose v, = auy + Y e (n) Btm, avec a = 0.85, § =
0.15, u, ~ N(0,1), on v(n) est le systéme de voisinage du pixel n. Les résultats
sont présentés a la figure (IV.20). Ainsi que nous pouvons le constater le modeéle
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classique CMC-BI résiste assez mal a la corrélation du bruit. Par contre, malgré
le fait que la loi de X correspond & CMC-BI, la restauration par NCMTM est
nettement meilleure que la restauration par CMC-BI. En effet, le taux d’erreur est
de 8.95% pour NCMTM contre 19.09% pour CMC-BI.

FIGURE IV.20 — Restauration de X bruité par du bruit corrélé par NCMTM et
CMC-BI.

Finalement, nous restaurons une image de synthese bruitée avec un bruit corrélé
avec NCMTM (taux d’erreur de 14.49%) et par CMC (taux d’erreur de 20.12%).
Les résultats sont présentés sur la figure (IV.21). Nous pouvons remarquer que la
qualité de la restauration avec NCMTM est meilleure, aussi bien en terme de qualité
visuelle qu’en terme des taux d’erreur, que celle utilisant le modéle CMC-BI.
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E‘ ﬁl . 2..;.;_

NCMTM (erreur de 14.49%) CMC-BI (erreur de 20.12%)

FIGURE IV.21 — Restauration d’image de synthese bruitée avec du bruit corrélé
NCMTM et CMC-BI.

Globalement, il s’avére qu’il existe des situations dans lesquelles le nouveau mo-
déle est compétitif par rapport au modéle CMC-BI classique. Cependant, le probléme
de 'estimation des parameétres n’est pas entiérement résolu et nous avons proposé
des traitements "partiellement" non supervisés. D’autres études plus poussées sont
nécessaires pour bien cerner l'intérét du modele NCMTM en mode entiérement non-
supervisée. Notons également que ce modeéle est tres simple et l'intérét pratique
de ses différentes extensions possibles constitue un autre axe de recherche possible.
Enfin, au départ ce modéle a été proposé pour modéliser la non stationnarité "conti-
nue" du processus X . De ce point de vue nous n’avons pas obtenu des résultats aussi
frappants que ceux obtenus par Pierre Lanchantin dans le cas des discontinuités "dis-
crétes". D’autres études et simulations sont nécessaires pour apprécier 'intérét du
nouveau modéle NCMTM dans ce contexte.

Dans la partie suivante, nous traitons un nouveau modéle développé dans le cadre
de notre these qui est le modele de Champs de Markov Triplet cas mixte, c’est-a-dire
(Y,U) sont deux processus continus et X est discret.
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IV.3 Champ de Markov Triplet Mixte

Le modéle par champ de Markov aléatoire caché fait partie des outils de base en
traitement statistique d’images depuis les années quatre-vingt [53]. L’application de
ce modele est devenue possible et intéressante avec les progrés techniques des calcu-
lateurs qui ont rendu le temps de calcul exploitable. L’hypothése de la markovianité
permet de prendre en considération l'interaction spatiale qui peut exister entre les
pixels d'une image satellitaire ou d’image médicale [14,24 117]|. Plusieurs travaux
ont été menés dans le cadre de ce modéle, mettant en oeuvre des algorithmes de
calcul exact ou approximatif, visant la restauration ainsi que l’estimation de pa-
ramétres |50, , 108]. Dans cette section nous présentons un modéle original dit
« champ de Markov triplet mixte », qui est I’équivalent bi-dimensionnel du modele
« chaine de Markov triplet mixte » étudié dans la section précédente. Plus particu-
lierement nous étudions le cas du triplet mixte ot dans le couple caché V = (X,U) le
champ U est un champ continu Gaussien-Markovien et le champ X est un champs
discret. Dans toute la suite, on désigne par S une partie de NxIN de taille V. Chaque
element s € S sera désigné par son rang 1 < n < N. Soit U = (U,),=1.y un champ
aléatoire sur S, dont les U, sont & valeurs dans un espace . On note C ’ensemble
des cliques ¢ (IV.22), sachant qu’une clique est soit un singleton soit un ensemble des
pixels mutuellement voisins, associé au systéme de voisinage v défini sur le réseau

S (L1.1).

4-connexité
Clique d’ordre 2

[
Clique d’ordre 1
® O ©o [ o—o

Clique d’ordre 1 Clique d’ordre 2

8-connexité o I o—0 \ /
e o o

Clique d’ordre 3 Clique d’ordre 4

.. VA &q I:I
e o o
FI1GURE V.22 — Cliques associées a un systéme de voisinage en 4-connexité et en

8-connexité
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FIGURE IV.23 — Grille §

Rappelons les définitions classiques ainsi que 'important théoréeme d’'Hammersley-
Clifford. Afin d’introduire la markovianité nous considérons un champ U = (U,)1.ny
discret. Le cas continu est traité dans la sous-section suivante directement dans le
cas gaussien.

Définition IV.5 Soit U = (U,)1.n un champ aléatoire, chaque U, prenant ses va-
leurs dans un espace U.

U est dit « champ de Markov relativement a un systeme de voisinage v » si et
seulement si sa lot vérifie :

VI<n< N, p(uglug,t #n) = p(tn|tienn)) (IV.49)

Ainsi la loi de U,, en un site n conditionnellement & toutes les autres variables
du champ ne dépend que des variables sur son voisinage v(n).

Définition IV.6 U = (U, )1.n est dit « champ de Gibbs relativement a un systéme
de voisinage v » si et seulement si sa lot vérifie :

p(u) = %exp[—U(u)] (IV.50)

avec C l'ensemble des cliques ¢ définie par le systéme de voisinage v et U(u) =
Yecc Pc(ue). U est dite « fonction d’énergie », les fonctions ¢. sont dites « fonc-
tions potentiel », et Z est la constante de normalisation Z = |, exp[-U(u)]. La
probabilité p(u) est appelée "mesure de Gibbs".

Un champ de Gibbs est ainsi caractérisé par sa loi globale dite mesure de Gibbs.
Le théoréme de Hammersley-Clifford suivant donne les conditions d’équivalence
entre un champ de Markov et un champ de Gibbs :

Théoréme IV.1 Hammersley-Clifford :
Soit S un réseau muni d’un systéeme de voisinage v, et soit C l’ensemble des cliques
défini par v.

U = (U,)1.n est un champ de Markov relativement a v vérifiant Vu e UN  p(u) >0
si et seulement si U est un champ de Gibbs avec la fonction d’énergie U(u) =

ZCEC ¢c (UC) :
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La démonstration de ce théoréme est donnée dans [9]. L’'intérét de ce théoréme
qu’il nous permet d’accéder a la loi locale conditionnelle p(z, |z, t € v(n)) a partir
du systéme de voisinage et les fonctions « potentiel ». La loi locale conditionnelle
p(un|ug,t € v(n)) est donnée par :

Dl = ’ exp[~Gc(tn, te-tn))] B, (1), (IV51)

Uun el eXp[_¢C(una uc—{n} )]

et la densité globale est un produit :

p(u) = l_([j D (uc). (IV.52)

La simulation des réalisations d’un champ de Markov est alors possible par itéra-
tion en utilisant la loi locale conditionnelle (IV.51), dont la forme est généralement
simple et qui est généralement calculable. Cette méthode de simulation, que nous
allons détailler par la suite, s’appelle « échantillonneur de Gibbs ».

IV.3.1 Champ Gaussien-Markovien

Soit U = (U, )n=1.n un vecteur aléatoire Gaussien défini sur S. On suppose que S
est muni d’un systéme de voisinage v. On note par i le vecteur moyen de U et par
Y = Q7! sa matrice de covariance. La densité de la loi de U s’écrit :

p(u) = 2.7) FQP expl 3 (u - 1) Qu - 1] (IV.53)

Le champ U est un champ markovien si et seulement si p(x, |z, t # n) vérifie (IV.49).
En terme de covariance, cela se traduit par : si ¢ n’appartient pas au voisinage de
n, la covariance entre U, et U, conditionnellement au reste du champ est nulle.

Cov(Uy, Uilu, ¢ {n,t}) =0 (IV.54)

Cette propriété se traduit également par la propriété suivante de la structure de la
matrice de covariance inverse Q) = X7t = (Qn.t)1<n<N 1<t :

Propriété IV.1 La matrice QQ vérifie :
Un I Ut|Up>p ¢ {nat} g Qn,t =0

La loi du champ U s’écrit donc également sous la forme de mesure de Gibbs et p(u)
est une mesure de Gibbs donnée par :

1

p(u) = 7 exp[= ), de(uc)] (IV.55)
ceC

Comme U est un vecteur gaussien, nous pouvons calculer la loi locale condition-
nelle. C’est une gaussienne de moyenne conditionnelle :

1
E[U,|us, t #n] =,

- Z th(ut - ,ut), (IV56)
Q”:n tev(n)
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et de variance conditionnelle :

1
V[Up,|ug, t #n] = : (IV.57)
Qn.n
La covariance conditionnelle est donnée par :
Qn,t
ClUy, Uluy,p ¢ {n,t}] = ——=— (IV.58)

V Qn,n@t,t

La connaissance de la loi globale et la loi conditionnelle permettent de simuler le
champ U par plusieurs méthodes que nous préciserons ci-apres.

IV.3.2 Simulation du Champ Gaussien-Markovien

La simulation d’un champ Gaussien-Markovien est possible par plusieurs mé-
thodes. Des logiciels informatiques tels que LAPACK (Linear Algebra Package) et
ATLAS (Automatically Tuned Linear Algebra Software) permettent d’aborder ce
type de problémes avec une taille énorme de données (N > 10® pour une image de
taille 128 x 128).

Nous présentons dans la suite des méthodes indirectes de simulation et une mé-
thode directe qui a été présentée par Rue dans [106].

Soit U = (U, )n=1.y un champ Gaussien-Markovien de moyenne p et de matrice
de covariance ¥ = Q1.

Echantillonneur de Gibbs

[’échantillonneur de Gibbs est un algorithme itératif de simulation. Nous com-
mencons par une initialisation arbitraire U = u® pour le champ U. A chaque itération
nous balayons la grille S pour mettre a jour les sommets n. En utilisant les équations
(IV.56) et (IV.57), nous obtenons les paramétres de loi conditionnelle de U,, sachant
son voisinage (u,t € v(n)), et selon cette loi on fait un tirage pour mettre a jour le
site n avec la nouvelle valeur obtenue.

Le déroulement de ’algorithme est le suivant :

Algorithme IV.1 Echantillonneur de Gibbs :

i) Initialiser le champ U d’une maniére arbitraire u® ;

i) a literation q, balayer le réseau S et pour chaque site s :
O calculer les paramétres de p(uy|ug, t € v(n)) ;
O tirer aléatoirement selon p(un|us,t € v(n)) une valeur uy, ;
O mettre a jour le site n avec la nouvelle valeur u,,.

La suite aléatoire UY, .., U? ainsi obtenue est une chaine de Markov qui converge, sous
des conditions assez générales, vers la loi donnée par I’équation (IV.55) [117]. Nous
pouvons distinguer deux types d’échantillonneur de Gibbs selon le parcours utilisé
pour balayer S. Le premier utilise un parcours séquentiel dans un ordre prédéfini
comme par exemple 1,2,.., N ; le deuxiéme type utilise un balayage aléatoire des
sites.
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Meéthode directe

La méthode directe décrite par Rue [106] utilise les propriétés de la matrice de
covariance (), qui est une matrice symétrique définie positive, et les propriétés des
vecteurs gaussiens. En utilisant la factorisation de Cholesky, il existe une matrice L
triangulaire inférieure telle que :

Q=LL". (IV.59)
La transformation d’un vecteur Gaussien centré réduit I par une transformation de
type x = Ax+ B est un vecteur Gaussien de moyenne B et de matrice de covariance
AAT. En utilisant ces deux propriétés, une transformation pour le vecteur U ~
Ny (1, 3), U LT(U - p) = Zy permet d’avoir un vecteur Gaussien centré réduit
Zy ~Nn(On, Inxy). En effet :

E[Zy] =E[LT(U - p)] = L"E[U - 1] = 0
V[Zy]=V[L™(U -p)] = L"SyL = L"Q7 'L = Inun

Donc pour simuler U, il suffit de simuler Z; et de résoudre I’équation :

Zy = LT(U - ) (IV.60)
Supposons, pour simplifier, que p = 0. La résolution se fait d’'une maniére itérative :
Zy
Uy =——
Y Lyw
L 1 X
Un = - Z L],nt Vn:N—l,..,l (IV61)

Ln,n Ln,n j<n+1

Nous avons la propriété suivante :

Propriété IV.2 (Cholesky) :

Soit Q) est une matrice symétrique définie positive. Il existe au moins une matrice
réelle triangulaire inférieure L telle que :

Q.LLT

Si lon impose que les éléments diagonaux de la matrice L soient tous positifs alors
la factorisation correspondante est unique.

Posons
Ly
Lyi Ln2 -+ Lnn

La factorisation de Cholesky se déroule de la maniére suivante :

Algorithme IV.2 (Factorisation de Cholesky) :

La factorisation de Cholesky d’une matrice Q, qui permet d’obtenir la matrice
L = (L;i;)nxn, se fait de la maniére itérative "colonne par colonne” suivante (on
note c=1,..., N les colonnes de L) :
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O Pour c=1

et

Ly = ok
Ly
k=2,...N
O On suppose la colonne ¢ =i —1 connue. La colonne ¢ =1 est donnée par
(o
i-1
Lii=~| Qii— Z Lik
k=1
&

;o Qi o1 Lik L
v L. .
2,0
Notons qu’il existe des logiciels, comme ATLAS ou LAPACK, qui utilisent cette
factorisation et fournissent des fonctions rapides et exactes pour simuler des vecteurs
aléatoires et pour résoudre des systémes linéaires de grande taille (N > 10°).

Simulation paralléle

La simulation paralléle consiste & subdiviser la grille S en plusieurs sous-ensembles
deux & deux disjoints et tels que les restrictions du processus U = (U, )1.y & certaines
paires de ces sous-ensembles soient indépendantes conditionnellement au reste du
champ. Par exemple, soient trois sous ensembles Ac S, BcSetCc S :

AnB=g, AnC=3,BnC=2 (IV.62)
AuBuC=5 (IV.63)

(voir la figure (IV.24)). Les processus U4 et U sont indépendants conditionnelle-
ment a Up :

U‘A A U‘c|U|B (IV.64)
Nous commengons par simuler Uz, et comme U4 et U sont indépendants condi-
tionnellement & Uz, nous pouvons simuler parallélement U4|Ug et Ug|Ujg par la
méthode directe présentée précédemment.

FIGUREIV.24 - S=AuBu(C
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Lorsque la taille du processus a simuler n’est pas trop grande, la simulation di-
recte est la plus exacte et la plus rapide parmi ces méthodes de simulation. Cepen-
dant, lorsque la taille du processus a simuler est trop grande, il peut étre préférable,
afin d’éviter des problémes numériques, de recourir & une méthode indirecte comme
I’échantillonneur de Gibbs ou la simulation paralléle.

IV.3.3 Champ Gaussien-Markovien caché

Le modéle du champ Gaussien-Markovien caché fait partie de modeles de Markov
cachés (MMC). On suppose qu’il existe un champ Gaussien-Markovien U = (U, )1:n
non observé, qui est le processus d’intérét défini sur une grille S. Les donnés dont
nous disposons y = (y,)1.x sont la réalisation d’un autre champ aléatoire Y = (Y, )1.n-
Nous nous intéressons dans cette partie au cas du champ Gaussien-Markovien & bruit
indépendant (CGMC-BI).

Présentation du modéle CGMC-BI

On appelle « champ Gaussien-Markovien caché a bruit indépendant » (CGMC-
BI) le couple (U,Y) = (U, Y,)1.ny dont la loi est définie de la maniére suivante. Le
champ inobservable U est Gaussien-Markovien ( U ~ Ny(u, 2 = Q71)). Rappelons
que sa loi s’écrit alors :

p(e) = 2.7) E1QIE expl 3 (1~ 1) Qu - p0)] (1V.65)

avec la matrice de covariance ¥ telle que pour tout n € {1,.., N}, la variable U,
est indépendante de I'ensemble des variables (U, t ¢ v(n)) conditionnellement aux
(Ui, t ev(n)) :

p(unlug, t #n) = p(up|ug, t € v(n)) (IV.66)

La loi du champ observé Y conditionnelle au champ caché U est une loi quelconque
( qui vérifie certaines conditions données dans la suite) : sachant U = u, les Y,, sont
indépendantes et pour tout n € {1,.., N}, la loi de Y, conditionnelle & U = u ne
dépend que de U, :

p(ylu) = ljllp(anU) = l:[lp(ynlun) (IV.67)

Le champ U conditionnellement a Y =y est alors également un champ Gaussien-
Markovien |1 1], ce qui permet d’aborder les problémes de restauration de U a partir
de Y. En effet, selon la formule de Bayes :

_P(wy)
p(uly) = o) p(ylu)p(u), (IV.68)
nous avons donc :
pluly) o< expl-5 (o= ) Qu—p) + Y logp(unlu)]  (IV.69)

n=1
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Si log[p(yn|un)] admet un développement de Taylor a ordre 2 en p,, par rapport a
us qui est donné par :

1
log p(ynlun) o< =5 en(tun = 1) + b (n = 1) + @ (IV.70)

soit C' = diag(cy,..,cn) la matrice formée par les ¢4 sur le diagonale et 0 ailleurs et
B = (by,..,bx)T le vecteur formé par les b :

pluly) o< expl5(u = )7 (Q + C) (=) + B (v.7)

La densité de la loi du U|Y =y est proportionnelle & la densité d’une gaussienne de
moyenne p* =+ [Q + C]7'B et de matrice de covariance @Q* = @ + C. La matrice
(Q* est une matrice symétrique définie positive ce qui permet d’utiliser la méthode
directe pour simuler U sachant Y =y.

p=p+[Q+CB (IV.72)

Q" =Q+C (IV.73)

Exemples

Dans cette sous-section, nous présentons quelques exemples d’applications de
champ de Markov-Gauss caché. Les résultats d’estimation de paramétres et de la
segmentation sont obtenus par le package R-INLA? développé par H. Rue et S.
Martino [107].

Dans le premier exemple, nous considérons un processus auto-régressif d’ordre 1
de taille N =100 :

V2<n<N, U,=pU,1+¢€,, (IV.74)

avec U est une gaussienne de moyenne nulle et de variance [7(1 - p?)]~! et les €,
sont des gaussiennes indépendantes de moyenne nulle et de variance 77! telle que
€n L Up1. U = (Uy,)1.n est un champ Gaussien-Markovien de vecteur de moyenne

—
0 x et de matrice de ¥ = Q! :

L p P pNt 1 - 0 - 0

1 p 1 p pN2 —p l+p® —p

Y= A 0> p 1 pN—3 Q=71 0 -p - 0
=) : DU I 1+p2 —p
pN=1 pN=2 pN=3 1 o ... 0 -—p 1

(IV.75)

La loi de p(y,|z,) est un Poisson de paramétre A, = E, exp(u,,) avec les E,, sont
connus :

k
P = K En 1) = 72 exp(-) (1V.76)

Les paramétres du modeéle sont 6 = (7, p). Pour la simulation, p=0.9 et 7 = 10 et les
réalisations des champs U et Y sont représentés sur la figure (IV.25).

2. Integrated nested Laplace approximation
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FIGURE 1V.25 — Simulation d'un champ Gaussien Markovien caché (a)réalisation
ur.y (b) réalisation y;.y.

L’estimation des paramétres par la méthode INLA (Integrated nested Laplace
approximation) [107] en utilisant le package R-INLA est la suivante :

Paramétre | valeur réelle | valeur estimée
p 0.9 0.8
T 10 15.6

TABLE IV.8 — Estimation des paramétres par R-INLA

L’estimation de la trajectoire u;.y conditionnellement & (@: y1.N ) est représentée
par (a) sur la figure (IV.26) ainsi qu'une comparaison entre la vraie trajectoire et la
trajectoire estimée (b).
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0 20 40 60 80 100

@

(b)

FIGURE IV.26 — Estimation de trajectoire (a) W,y estimée (b) trajectoire réelle et
estimée.

Nous pouvons remarquer que la trajectoire estimée est proche de la trajectoire
réelle en général mais sur une petite échelle elle s’écarte un peu de la vraie trajectoire
et cela est di au fait qu’elle est estimée par p(un|’9\, y1:n) et non pas par p(u,|u,t €
v(n),0,y1.n).

Dans l'exemple suivant, nous considérons un champ gaussien-markovien dont
I'inverse de sa matrice de covariance () est donnée par :

B

)\maz

Q:T(INXN_ C),

avec C' est une matrice défini positive connue et qui décrit les interactions entre les
différentes sites n, A\pqe est la valeur propre la plus grande de C, 8 € [0,1[ et 7 un
scalaire positif. Les paramétres de la loi de U sont (7,5) :

Parameétres | Vraie valeur | Valeur estimée
T 1.0 1.02
6] 0.95 0.97

TABLE IV.9 — Parameétres du champ gaussien-markovien
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FIGURE IV.27 — Simulation et restauration d’un champ gaussien markovien

La loi p(yn|u,) est une gaussienne de moyenne u,, et de variance o2 = 72% avec les
w sont connu égale & 1 et 75, = 100 . Les résultats de la simulation sont représentés
sur la figure (IV.27) (a) champ U et (b) champ Y. L’estimation de la trajectoire
uy.y est représenté par (c) de la méme figure.

Le traitement de champs gaussiens markoviens qui ont une matrice de covariance
générale nécessite des ressources informatiques trés importantes pour le calcul et le
stockage des résultats pour cela nous avons traité un cas ou N = 100 c’est-a-dire une
image de taille 10 x 10.

IV.3.4 Champ Gaussien-Markovien triplet

Dans cette partie, nous présentons un nouveau modeéle semblable a celui que
nous avons présenté dans le cas des chaines. Soit T' = (X,U,Y) un champ triplet
deéfini sur une grille S. On suppose que pour tout n € {1,.., N}, la variable aléatoire
T, = (X,,Up,,Y,) est a valeur dans I'espace produit 7 = X x U x ). Pour simplifier,
on utilisera parfois la notation V' pour le couple des champs cachés (X, U).
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Présentation du modéle

Soit T' = (T},)1.y un champ Markovien de graphe d’indépendance conditionnelle
représenté par le graphe sur la figure (IV.28).

FIGURE IV.28 — Graphe d’indépendance conditionnelle du champ T

La loi de notre modéle vérifie les propriétés suivantes :

Propriété IV.3 Les propriétés du modeéle sont les suivantes :

a) U est un champ gaussien-markovien :

p(u) = Ijﬁlp(unwt,t ev(n)) (IV.77)

b) X etY sont indépendants conditionnellement a U
XuY|lU (IV.78)

c) Les Yy sont indépendants conditionnellement a U et Yy 1L Uj,s|Us

p(ylu) = l:[lp(anU) = l:[lp(ynlun) (IV.79)

d) Les X,, sont indépendants conditionnellement a U et X, I Up,|U,
N N
p(xlu) = [T p(zalu) = [T p(wnlun,) (IV.80)
n=1 n=1

Inférence Bayésienne

Le but de ce modéle est de trouver X sachant Y pour cela nous utilisons le
processus auxiliaire U. La loi du couple V = (X, U) sachant Y s’écrit comme suit :

p(@,uly) = p(uly)p(zlu, y) (IV.81)
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en utilisant le fait que X et Y sont indépendants conditionnellement a U nous
obtenons :

p(z,uly) = p(uly)p(zlu) (IV.82)

Nous avons détaillé précédemment comment nous pouvons approximer la loi du
U|Y dans le cas o U est CGM et comment nous pouvons le simuler. Supposons que
U~Ny(u,2=Q 1) alors UY ~ Ny (u*, X% = [Q*]71) avec p* et Q* sont obtenus par
les formules (IV.72) et (IV.73). La loi p(z,|y) est obtenue en intégrant par rapport
a Uy, -

paaly) = [ Pl = w)p(un = uly) du (1V.83)

Pour modéliser la loi du X sachant U, nous pouvons utiliser le modéle Logit. Suppo-
sons que les X sont a valeur dans un espace fini X' = Q = {wy,..,wg }, alors p(zs|us)
est donné par :

exp(a;u, + b;)
p(zn = wiluy,) = 174
o1 exp(ajun + b;)

(IV.84)

Exemple

Le champ U est un champ gaussien Markovien de moyenne nulle et de matrice
de covariance ¥ = Q! avec Q = 7(Inxn + O H).

h sis=t
Hgi={ -hst sitev(s)
0 sinon

Avec hg; > 0 mesure de similarité entre le site s et le site ¢ du réseau S, hyy = hy g,
et hs = Ztey(s) h&t.

Sur la figure (IV.29) on fait varier les valeurs ¢ = 0,1,2,10 et nous prenons des
valeurs fixes pour hy; = 1 de 7 = 1. Nous concéderons que le systéme de voisinage
est celui de 4-plus proche voisin. Et pour le champ Y, pour tout n y, ~ N (0,1) et
de covariance cov(uy,y,) = 0.95. Le champ X est un champ discret a deux classes
obtenus par filtre Logit a =1 et b = 1. Les 4 lignes sur la figure (IV.29) representant
les différentes valeurs de ¢. les colonnes sont les processus : X, U, Y et Xr la
restauration de X a partir de Y en mode supervisé.
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FIGURE 1V.29 — Simulation du champ triplet (X,U,Y") et restauration en mode
supervisé

Pour calculer la loi p(z,|y1.v), nous calculons en premier lieu le vecteur moyen
de Uy.n conditionnellement & .y ainsi que 'inverse de la matrice de covariance , qui
sont donnés par les équations (IV.72) et (IV.73). Une fois nous avons le vecteur p* et
la matrice X5* = Q*, la loi p(uy,|y1.x) est une gaussienne dont la moyenne et la va-
riance sont respectivement p; et 35 . En second lieu, nous utilisons I'approximation
de Laplace (voir annexe (B)) pour approcher l'intégrale sur u de p(x,|u,)p(un|y1.n)
qui a la forme suivante :

fszexp[Mf(u)]du
avec M =1 et f(u) est donné par :
f(u) =au+b; —log(z exp(a;u+b;)) - (2 E* —log(\/27%; )
7=1

La fonction f admet un développement de Taylor en w* ( qui est un optimum calculé
a partir des paramétres a;, b;, iy, et X7 ) a l'ordre 2 :

Flu) = 5 () =+ ()
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L’approximation de p(x,|y1.n) est donnée par :

2T

p(znlyrn) = exp[f(u*)] 7 ()]

Enfin, pour estimer X nous utilisons la solution MPM.

IV.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité des modeles de Markov triplets avec le pro-
cessus caché X discret.

Dans un premier temps nous avons rappelé les modeles récents avec U également
discret ; plus particulierement, nous avons exposé les modeéles M-stationnaires et
les modéles semi-markoviens cachés. Nous avons proposé des simulations originales
avec ces modeéles et avons appliqué un modéle M-stationnaire a la segmentation
d’une image radar réelle. Toutes ces expériences confirment l'intérét pratique de ces
modélisations.

Dans un deuxiéme temps nous avons présenté deux nouveaux modeéles triplets
avec U continu. Sachant que X est discret nous les appelons "modéles de Markov
triplets mixtes". L’idée était d’étendre la "M-stationnarité" a la non stationnarité
"continue". Nous avons proposé deux modéles originaux : chaine de Markov triplet
mixte et champ de Markov Gaussien triplet mixte. Dans le cadre des expériences
menées ces modeles se sont révélés moins efficaces pour traiter la non stationnarité
que les modeéles avec U discret et d’autres études sont nécessaires pour cerner plei-
nement leur intérét pratique dans ce domaine. Cependant, les chaines de Markov
triplets mixtes se sont montrées plus efficaces que les chaines de Markov cachées
classiques pour traiter des données avec du bruit fortement corrélé.

Dans le chapitre suivant, nous proposons des nouveaux modéles permettant de
faire du filtrage et du lissage exacts dans le cas des certains modeéles cachés a sauts
aléatoires. Les natures de U et X seront ainsi inversées : U est discret et X est
continu. Plus particuliérement, ces modéles permettront de prendre en considération
des bruits & mémoire longue.
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Chapitre V

Chaines conditionnellement linéaires
a sauts markoviens

Dans ce chapitre, nous proposons un nouveau modéle de chaine triplet « par-
tiellement » de Markov qui permet de calculer, en présence des sauts, le filtrage et
le lissage optimaux avec une complexité linéaire en nombre d’observations. Dans ce
modele, nous considérons un triplet 7'= (X, R,Y") o X et Y sont deux processus a
espace d’état continu aux valeurs respectivement dans X et ). Le processus R est
un processus discret qui modélisera les sauts du systéme considéré. La nouveauté
de ce travail, fait en collaboration avec Noufel Abbassi, est de considérer pour la loi
de Y conditionnellement a R une loi & mémoire longue. Nous proposons un modéle
général dans lequel le filtrage et le lissage exacts sont possibles avec une complexité
linéaire en nombre d’observations. Nous discutons également sa position par rapport
aux modélisations classiques dans lesquelles les calculs avec une telle complexité ne
sont pas possibles et donc on doit faire des approximations. Parmi les méthodes
d’approximation celle de type « filtrage particulaire » est actuellement sans doute la
plus utilisée.

Nous commencgons par donner différentes définitions concernant les processus
a longue mémoire ainsi qu'un exemple classique d'un tel processus. Ensuite nous
présentons le modeéle de la chaine couple partiellement de Markov qui permet de
prendre en considération la mémoire longue. Enfin, nous présentons le modéle a
saut avec la mémoire longue et précisons les formules du filtre optimal.

V.1 Processus a mémoire longue

Dans cette sous-section, Y = (Y},),ez est un processus aléatoire dont les compo-
santes Y,, sont a valeurs dans R.

Rappelons que 1'on définit L2(2, P) comme I'ensemble des v.a Y : Q — R telle
que [|Y ]2 = []E(YQ)]% est finie. On dit alors que Y est de carré integrable. L2($2, P)
muni du produit scalaire < XY >= E[XY] est un espace d’Hilbert. Pour X et
Y € L2(Q), P) on note :

— 0% =E(|X - E(X)|?) la variance de X ;

- T(X,)Y)=E([X -E(X)][Y -E(Y)]) la covariance de X et Y';

- p(X,Y) = F(X—;;) le coefficient de corrélation de X et Y.

_O_X
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On dit que Y = (Y},)nez est un processus aléatoire réel du second ordre si pour
tout n e Z, Y, est de carré integrable.

Définition V.1 Soit Y = (Y,,)nez un processus réel. Y est stationnaire du second
ordre si'Y est un processus de second ordre dont la moyenne et la covariance sont
mvariantes par translation :

p(n) =E(Y,) = p

LYy, Yn) =v(n-p)

La famille (7(h))nez est appelée « la famille des covariances ».

Définition V.2 Une fonction C' de R dans R est a variation lente si pour tout
x>0, C(tx)/C(t) tend vers 1 quand t tend vers l'infini.

L’exemple classique de fonctions a variation lente sont les fonctions constantes
C(h)~C.

Définition V.3 Soit Y = (Y,)nez un processus réel stationnaire du second ordre. Y
est dit a "dépendance longue" (ou a "mémoire longue”) s’il existe un « €]0,1[ et
une fonction a variation bornée C'(h) telle que la famille des covariances (Y(h))nez
est équivalente a C'(h).h= quand h tend vers +oo et on note y(h) ol C(h).h~«

Jim hy(h) = C(h) (V.1)

Nous pouvons remarquer que dans un processus a mémoire longue nous avons
Yhew [7(R)| = +00. Dans les cas ou cette somme est finie le processus Y est dit
a "mémoire courte". En particulier, les chaines de Markov sont des processus &
mémoire courte.

L’exemple le plus connu dans la littérature sur les processus a mémoire longue
sont les processus « Auto-régressifs-moyennes mobiles fractionnaire » (FARIMA(p,d,q))
[56,58,81], qui généralisent les processus ARIMA(p,d,q) [15]. On montre que si
Y = (Y,)nez est un processus FARIMA(0,d,0) alors sa famille de covariance est
équivalente a :

I'(1-2d)

N 27,2d-1 V.2
hsveo T(A)T(1-d) (V-2)

v(h)

Pour un processus FARIMA on a donc : av=1-2d.
Un exemple de simulation d’un processus FARIMA est présenté a la figure (V.1).
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FIGURE V.1 — Simulation d'un FARIM A(0,0.49,0), N = 1000

Beaucoup de phénomeénes aléatoires doivent étre modélisés par des processus a
mémoire longue ; en particulier, ces phénoménes apparairessent en économie, infor-
matique, ... [11]. Bien entendu, les processus & mémoire longue peuvent présenter des
« non-stationnarités » , ou des « sauts », modélisés par un processus aléatoire discret.
Sachant qu’un processus a mémoire longue n’est pas un processus de Markov, les
modéles par chaines de Markov couple ne peuvent s’appliquer dans ce contexte. Le
probléme peut étre modélisé par une chaine « partiellement » de Markov récemment
introduite et étudiée dans [65], que nous présentons dans la section suivante.

V.2 Chaine couple partiellement de Markov (CCPM)

Dans cette section, nous présentons le modeéle de chaines couples partiellement
de Markov qui a été proposé dans larticle de Pieczynski [94]; voir également les
theéses [64,70]. Dans le cas particulier ou le processus caché discret, modélisant les
sauts, est markovien et les lois du processus observé conditionnellement au processus
caché sont gaussiens, il est possible de calculer les marginales a posteriori avec une
complexité linéaire en nombre d’observations. De plus, la méthode ICE a été étendue
a ce cas et les traitements bayésiens peuvent étre faits en non supervisés.

V.2.1 Présentation des CCPM

Soient X = (X,)1n et Y = (Y,)1.n deux processus aléatoires, avec les X, et
les Y,, & valeurs respectivement dans un espace fini X = {wy,..,wx} et ) = R. On
note par Z = (Z,)1.y le processus couple (X,Y’), avec que pour tout 1 <n < N,
Zn = (Xn, Yn).

Définition V.4 On dit que Z = (Z,)1.n est une « chaine couple partiellement de
Markov » (CCPM) si sa distribution p(z1.x) vérifie :

Pl = p(=1) ﬁ P(onlnt, Yrmos). (v3)
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Notons que dans une CCPM nous avons l'indépendance conditionnelle suivante :
Znitn L Xi 1|(Zns Yin-1) (V.4)
Par ailleurs, les transitions p(z,|z1.,-1) peuvent s’écrire :
P(znl21n-1) = p(TnlTn-1, Y1-1)PYnlTns Trt, Y1in-1) (V.5)

Notons également que dans le cas général, aucun des processus X, Z n’est ainsi
nécessairement de Markov. Cependant, I'important est que la loi de X conditionnelle
a Y est markovienne. Cette propriété fait ’objet de la proposition suivante.

Proposition V.1 Soit Z = (X,,,Y,)1.ny une CCPM. Alors la distribution de X
conditionnelle a Y = y.n est markovienne.

Preuve : Nous avons :

P($n|$1:n—1,y) Z P($n,$n+1:N|$1:n—1,y)

Tn+1:N

Yoy P(2)
Y P(2)
an+1:N p(zlm,l)p(zn, Zn+1:N|21:n—1)
e P(21m-1)P(Zn:n[21:m-1)
Dninn P(21m-1)P(2nl210-1)P(2ns1:8 210
Yy P(Zrn-1)P(2Zn:n|21:m-1)
mel;N p(2n+1:N|len)

Zzn:N p(zn:N|len—1)

p(zn|21:nfl)

D’aprés (V.5) on a p(z,|21:m-1) = P(2n|Zn-1, Y1:m-2) €t D(znn|21m-1) = P(Znen|Zn-1, Y1m—2),
d’ou :
mel;N P(Zn+1:N|Zm yl:n—l)
Zmn;N p(zn:N|Zn—1> yl:n—Q)
P(Yn+1:8] 20, Y1n-1)
p(yn:N|Zn—1a yl:n—2)

p(2n|znfla yl:nf2)

p(xn|x1:n717 y)

p(zn |Zn71 s Y1in—2 )
Par ailleurs :

p($n—1> Yin-1 )p(yn:N|IEn—1 ) yl:n—l)
P(Tn-1, Y1:m-1)P(Yn:N|Zn-1, Y1:n-2)

p(l'n—ly yl:N)

et en utilisant Yn+1:N L xn—1|znay1:n—1 :

P(Tns Tt Y1v) P(@n-15 Y1n-1)P(Tns YV [ Tn-1, Y1in-1)

= P(Zn-1,Y1n-1)P(Tns Yn|Tn-1, Y1m-1)P(Yns+ 1:N | Tr-1m, Y1)
= P(Tn-1,Y1:0-1)P(2n]20-1, Y1n-2)P(Yns 18] Tn-tins Y1:n)

= P(Zn-1,Y1m-1)P(2n|2n-1, Y1m-2)P(Yn+1:N|Zns Tn-1, Y1m-1)
= P(Zn-1,Y1m-1)P(2n|2n-1, Y1m-2)P(Yn+1:8 |20, Y1m-1)
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par identification nous obtenons :

P(@nl1n-1,Y1:n) = P(Tn|n1, Y1v) (V.6)
d’ou le résultat |}

Le fait que la loi a posteriori soit celle d'une chaine de Markov permet d’utiliser
les algorithmes classiques de restauration tels que le filtrage de Kalman ou 'algo-
rithme de Baum-Welsh. Cependant, une condition supplémentaire liée & la mémoire
longue apparait : les quantités p(z,|zn-1,y1:m-2) doivent étre calculables. En effet,
nous avons :

p(Tnlyrn) o< &n(xn)gn(%z) (V.7)

Nn $n

p(xn|xn717 yl:N) = p(zn|zn717 yl:n*Q)M (V8>
ﬁn—l(xn—l)

avec les @y (22) = p(2n, Y1) €t les Bo(@n) = p(Yns1:n|Tn, Y1) calculables par récur-

rence :

a1 (z1) = p(w1,1) et

Vn > 27 6Zn(xn) = Z a,nfl(xn—l)p(znknflayl:nf2) (V9>

Tn-1
BN(xN) =1et

Vn < N - 1, En(xn) = Z gn+1(xn+1)p(zn+1|zn>yl:n—l) (VlO)

Tn+1

Ainsi toutes quantités sont calculables dés que p(z,|zn-1,Y1:n_2) apparaissant dans le
calcul des @, (x,) et les B,(x,) sont calculables. Dans le cas ot Y est un processus
gaussien conditionnellement & X, que nous précisons ci-apres, ces quantités sont
calculables grace aux propriétés des vecteurs gaussiens (voir Annexe.C). Dans la
suite nous nous intéressons au cas ou p(y|r) est la loi d’un processus gaussien a
mémoire longue.

V.2.2 Chaines de Markov cachées par du bruit gaussien(CMC-
BG)

Plusieurs types de modéles ont été proposés par J. Lapuyade dans [70], qui
permettent de prendre en considération les données a mémoire longue et d’appliquer
les algorithmes de restauration des données manquantes. Parmi ces derniers nous
pouvons citer le modéle de la chaine de Markov cachée par du bruit gaussien (CMC-
BG). Les hypothéses de ce modéle, dans lequel les calculs des quantités d’intérét
sont possibles avec une complexité linéaire en N sont les suivantes :

Définition V.5 Soit une chaine couple Z = (X, Yy, )1.n, dont les X, sont a valeurs
dans X ={w,...,wk} et lesY, sont a valeurs dans Y = R. Soient ¢',..,q" distribu-
tions gaussiennes sur RN | chaque ¢* définissant N—1 transitions ¢*(ya|y1), .-, ¢*(yn|yn-1)-
La chaine Z est dite « chaine de Markov cachée par du bruit gaussien » (CMC-BG)

si sa loi vérifie :
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1. p(xn+1|xn, yl:n) = p(l'n+1|l'n) ;
2. P(yn+1|$m Tn+1, ylzn) = P(yn+1|$n+1, yl:n) ;
3. p(yn+1lxn+1 = Wz‘>y1:n) = qi(yn+1ly1;n).

Notons que dans une CMC-BC la chaine cachée X est markovienne. La loi dune
CMC-BG est ainsi donnée par la loi de X et K lois des K processus gaussiens
définies par les 1ois p(Y1n+1]Tns1 = w1), ooy P(Y1ns1|Tns1 = wi), ces derniéres étant
données par les K lois gaussiennes, correspondant aux K classes, du vecteur Yi.y.
Notons également que le point 2. n’est pas indispensable; cependant, on simplifie
légérement le modéle pour le rendre plus "parlant" (dans la version simplifiée le
nombre des bruitages gaussiens différents correspond au nombre des classes).

Les quantités p(z,|zn-1,y1:n-2) sont alors calculables dans une récurrence préa-
lable progressive. En effet, les moyennes i, ,, et les variances 7, ,, des 10is p(Yn+1|Tn+1, Y1:n)
peuvent étre calculées par les récurrences suivantes. On pose yi|x1 ~ N (M, Yz, (0))
et pour tout 1 <n < N =1, yp1|@nsr ~ N(ma, .y, Ven., (0)). Les matrices d’auto-
corrélation correspondant aux K lois gaussiennes du vecteur Yi.y sont donc suppo-
sées connues :

Yor(0) Vo () o Yo (0)
Fn+1 — Yane1 (1) Vans1 (O) e Vapa (n - 1) — ( an+1 Fi;zln )
: : : [ (1)
Vone1 (n) Vepa(n=1) ... Yaner (0)

En utilisant les propriétés de vecteurs gaussiens (voir Annexe C), nous obtenons :

~ _ 2,1 n -1 I )
m$n+1 - m$n+1 + an+1 Fxn+1) (yl:n mmn+1) (Vl]‘)
~ 21 (pn \-1pl2
,yl‘rwl - /y$n+1 - an+1 (Fanrl) an+1 (V12)
n — 2 . .
avecm! = (Mg, ..., Mg, ). Nous pouvons également calculer les lois gaussiennes

~~

n fois
P(Yrns1|T1me1) ~ N(Myy,,,., s Tay.,yy ) PAr récurrence :
e Initialisation :

M’m =My, et F’m =Yy (O)

e V2<n<N
Mml:n
le”ﬂ'l - ( m$n+1 + Fz?’nlJrl F2n+1)71[M2?1:n - m?n«f,l] ) et (V13>
1“ _ Fxl:n Fxl:n (an.g )_1Fi'7712+1
et T T (T2, ) Ty Yo (0) + T2L (T, ) M Ty, (T, )7 'Ta, -~ Tol ]

(V.14)
Le modele CMC-BG est général dans la mesure ou les matrices des covariance ci-
dessus sont quelconques. Lorsque ces matrices définissent des distributions gaus-
siennes « & mémoire longue », on obtient le modéle « chaine de Markov cachée par
du bruit gaussien & mémoire longue » (CMC-GML) :
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Définition V.6 Une CMC-BG est dite « chaine de Markov cachée par du bruit
gaussien a mémoire longue » (CMC-GML) si les K lois gaussiennes, correspondant
aur K classes, du vecteur Yi.n sont a mémoire longue.

Les deux modéles sont des « chaines de Markov cachées » car I'hypothése 1.
implique immédiatement la markovianité du processus caché X.

Ainsi dans le modéle CMC-BG nous pouvons calculer les quantités p(z,41|2n, Y1:n-1)
nécessaires pour faire de la restauration des données manquantes. Notons que ces
transitions se présentent sous forme simplifiée :

p(zn+1|zn> ylin—l) = p(xn+1 |xn)p(yn+1 |xn+1> ylin) (V15)

Dans certains cas ou les corrélations sont paramétrisées, il est possible d’appli-
quer une version étendue de 'ICE pour estimer les parameétres. Cependant, cette
adaptation n’est pas immeédiate |65, 73]. Nous reviendrons a cette question dans la
derniére section de ce chapitre, ou I'ICE sera utilisée pour proposer des méthodes
"'semi-supervisées" de filtrage.

Notons que le modele CMC-BG présente un certain nombre de propriétés inha-
bituelles ; en particulier, la loi de Y,, conditionnelle a X3, ..., X, dépend de tous les
X1,y X

V.3 Modéle conditionnellement linéaire a sauts mar-
koviens

Dans cette section, nous proposons des nouveaux modeéles aléatoires triplets,
qui permettent de faire un calcul exact avec une complexité linéaire en nombre
d’observations de E[X,|y1.,] et E[X,|y1.n] en présence de sauts aléatoires. La nou-
veauté consiste dans la prise en compte, au sein de ces modéles triplets, des modéles
CMC-BG brievement rappelés dans la sous-section précédente. En particulier, nous
pourrons donc utiliser les CMC-GML.

Soient X = (X,)1n et Y = (¥,)1.ny deux processus aléatoires. Pour tout 1 <
n < N, X, et Y, sont a valeurs dans I'ensemble des réels R. Soit R = (R,).xy un
processus discret dont les composantes R, prennent leurs valeurs dans un espace
fini Q = {wy,...,wk}. Nous supposons que Y.y sont observées et que Xi.y et Ry.y
ne le sont pas. Le probléme est alors d’estimer les réalisations des Xi.y et Ri.ny a
partir des réalisations de Y7.y.

Dans la premiére sous-section ci-apreés nous rappelons le modéle classique et
précisons les difficultés du calcul exact des quantités E[ X, |y1.,,] et E[X,|y1.v]. La
deuxiéme sous-section est consacrée aux modeéles récents, par chaines de Markov
triplets, permettant ce calcul avec une complexité raisonnable. Notre modéle est
présenté dans la troisiéme sous-section.

V.3.1 Modéle Classique

Le modéle classique consiste a considérer que le processus des sauts est marko-
vien, et conditionnellement aux sauts le couple (X,Y") est un systéme linéaire. Afin
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de faciliter les comparaisons, supposons que le systéme est gaussien. Cela s’écrit de
la fagon suivante :

Ry.ny est une chaine de Markov; (V.16)

X, = F.(R)Xn1+Vu(Ry); (V.17)

Y, = G.(R)X,+W,(R,), (V.18)

ou Vi.n et Wi.n sont deux vecteurs gaussiens, et X1, Vq,..., Vy, Wi, ..., Wy sont in-

dépendants et dépendent de R,,. Pour tout 1 <n < N, F,, et GG,, dépendent également
de R,

Considérons le probléme de filtrage optimal (au sens de lerreur quadratique
moyenne), qui est de calculer E[X,,11|y1:n41] €t V[ X,41]y1:m+1]. Nous avons :

E[Xn+1|y1:n+1] = Z p(rn+1|y1:n+1)E[Xn+1|Tn+1>yl:n+1] (V'19)

Tn+1

on cherche alors une relation de récurrence entre p(r,.1|Y1m+1) €t p(rnly1n). Nous
avons :

> P(Tnats Yns1|Tns Y1 ) P(Tn|Y1in )

P\Tn+1|Y1:n = P\Tn+1, T"n|Y1:n = V.20

( +1| 1 +1) TZH: ( +1 | 1 +1) p(yn+1|y1:n) ( )

et pour le calcul de p(p11|7m+41, Y1:n+1) DOUS avons les relations suivantes :
p(xn+1|rn+17 yl:n) = Ap(xn+l |xn7 Tn+1 )p(xn|7nn+17 yl:n) dxn (V21>

p(l‘n+1 |rn+la yl:n+1) = p(xn+1|7ﬂn+l’ Yln )p(yml |xn+1’ T.THl) (V22)
p(yn+1|rn+17 yl:n)

On résout alors le probléme classiquement « & sauts fixés » ; en effet, dans le cas
ol Ry est connu, des versions du filtre de Kalman sont applicables & ce modéle
pour calculer les quantités, E[X,|r,,y1.,] dans le cas du filtrage [18, 13, 11, 10] et
E[X,|rn, y1.v] dans le cas du lissage [18,17]. Cependant, lorsque Ry ne sont pas
observés, ces quantités ne sont pas calculables directement et doivent étre approchées
[1,31,40]. Les difficultés sont dues au fait que les distributions p(r,|y1:n), D(Yni1|y1n),
et p(Yns1|Tns1, Y1:n) 1e sont pas calculables avec une complexité linéaire en N. Par
contre, si le couple (Ry.n,Y1.y) est une chaine de Markov classique ou une chaine
partiellement de Markov ces calculs sont possibles. Dans la suite, nous présentons
deux modeles a saut Markovien dans le premier nous supposons que le couple est
une chaine de Markov et le deuxiéme qu’elle est partiellement de Markov.

V.3.2 Modéle conditionnellement linéaire & sauts markoviens
(CCLSM)

L’idée de ce modéle est de modifier les hypothéses (V.16) et (V.18) par le fait
que le couple (Riy.n,Y1.n) est une chaine de Markov. De maniére générale, dans
tous les modeles classiques la loi du triplet (X, R,Y") est définie par la loi (marko-
vienne) de (X, R) et les lois de Y conditionnelles & (X, R). Le couple (R,Y") n’est
alors pas nécessairement markovien, ce qui implique les difficultés mentionnées dans
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la sous-section précédente. Dans les modéles récemment proposés 19,98, 99| la loi
du triplet(X, R,Y") est définie par la loi (markovienne) de (R,Y) et les lois de X
conditionnelles & (R,Y").

Définition V.7 T = (X, R,Y’) une chaine triplet est dite une chaine « condition-
nellement linéaire a sauts markoviens » (CCLSM) si :

1. (R,Y) est une chaine de Markov;
2. pour tout 2<n <N, X, = F,,(R,,Yn) Xn1 + Go(Rp, Yo )V + Hy (R, Ya)

ot Fry(Rpn, Yn), Gu(Ry, Yy) et Hy(R,,Y,) des réels dépendant de (R, Y,). Vi, ..., Vy
sont centrés, indépendants, identiquement distribués et vérifient : pour tout 1 <n <
N; Vn i (R1:N7Y1:N)

Notons que le mot "conditionnellement" dans CCLSM concerne aussi bien la
linéarité du processus caché que la markovianité du processus des sauts.

Le filtrage et le lissage sont possibles dans CCLSM avec une complexité linéaire
en nombre d’observations. Nous avons :

Filtrage

Proposition V.2 SoitT = (X, R,Y) une chaine conditionnellement linéaire & sauts
markoviens. Alors p(Tpi1|Yims+1) €t B[ Xni1|y1me1] sont calculables avec une com-
plexité linéaire en n.

Preuve : (R,Y) est une chaine de Markov de transition p(7,:1, Yn+1|7n,yn). La
probabilité conditionnelle

p(rn+1> y1:n+1)
Yo D(Tnsts Yims1)

p(Tn+1|y1:n+1) =

est calculable par récurrence :

P(Tns1s Yinet) ZP(Tml,?"n,ylzml)

= Zp(rna yl:n)p(rn+1> yn+1|Tn> ylin)

Tn

= ZP(Tm yl:n)p(rn+1> yn+1|Tn> yn)

Tn

Nous pouvons écrire E[ X,,11|y1.n41] sous la forme suivante :

E[Xn+1|y1:n+1] = Zrnﬁ E[Xn+1|7“n+1>y1:n+1]p(7“n+1|ylzn+1)
E[ X 41|Tn+1, Y1:me1] est alors calculable par récurrence. Nous avons :

E[Xn+1|7nn+17 yl:n+1] = Z E[Xn+1|'rn7 Tn+1, yl:n+1]p(7ﬂn|7ﬂn+17 yl:n+1)

= Z Fn+1 (rn+17 yn+1)E[Xn|Tna yl:n]p(rn|7ﬂn+17 yl:n+1)

Tn

+ Z Hn+1(Tn+1 3 yn+1)p(7”n|7’n+1, yl:n+1)

Tn
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Par ailleurs, la probabilité p(r,|r. 1, Y1:ni1) est obtenue a partir du p(ry,, 7ne1, Y1ms1)
par :

(T, Tt s Yiina1)
("1, Y1)
P(T, Y1:0) P15 Ynsa |7, Y1)
P(Tne1s Yins1)
p(rm ylzn) p(rnﬂ 1y Yn+l |Tna y1:n)
(Tt Yime1)
(70, Y1)

= —p(rn+1,yn+1|rnayn)
p(Tn+17 yl:n+1)

p('rn|7nn+17 yl:n+1)

Lissage

Proposition V.3 Soit T = (X, R,Y) une chaine conditionnellement linéaire & sauts
markoviens. Alors p(rp.1|y1:n) et B[ Xni|yin] sont calculables avec une complexité
linéaire en N.

Preuve : (R,Y’) est une chaine de Markov de transition p(r,+1,Yns1|7n,Yn). On a :

p(rn+17 yl:N)
zTn+1 p(rn+17 yl:N)

p(rn+1>y1:N) = p(Tn+1>yl:n+1)p(yn+2:N|rn+1ayl:n+1) = Oln+1(7’n+1)5n+1(7”n+1)

avec (pi1(Tn1) €t Bni1(rns1) calculables par récurrence avec une complexité algo-
rithmique de 'ordre N x K?2.

L’espérance conditionnelle [ X, 1|r1,y1.n] est alors calculable par la récur-
rence suivante :

p(Tn+1|3/1:N) =

E[Xn+1|rn+17 yl:N] Z E[Xn+1|'rn7 Tn+1, yl:N]p(rn|Tn+17 yl:N)

= Z Fn+1 (rn+17 yn+1)E[Xn|Tna yl:N]p(Tn|7nn+17 yl:N)

+ Z Hn+1 (Tn+1> yn+1)p(7’n|7“n+1> ylzN)

Tn

an(rn)

aml(rml)p(rnﬂvyn+1|rnvyn)7 ce qui termine la démonstration.

avec p(Tn|7"n+1a yliN) =

V.3.3 CCLSM et bruit gaussien & mémoire longue

Nous proposons dans cette sous-section notre modéle original, développé en col-
laboration avec Noufel Abbassi. L’idée générale est de remarquer que pour rendre
les calculs possibles il est suffisant de supposer que (Ri.y,Y1.n) est une chaine par-
tiellement de Markov. De plus, comme précisé dans la sous-section 5.2.2 ci-dessus,
ces calculs sont simples dans le cas gaussien. Globalement, notre modéle ressemble,
en ce qui concerne la loi de (X.y, Ry.x) conditionnelle & (Y7.x), au modeéle « chaine
conditionnellement linéaire & sauts markoviens » (CCLSM) considérée dans la sous-
section précédente ; cependant, la loi du triplet (Xi.n, Ry, Y1.v), qui n’est pas mar-
kovien, est ici plus complexe. Cependant, 'important est que (R, Y") étant une chaine
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partiellement de Markov, les calculs d’intérét sont faisables dés que les transitions
p(2n|Tn-1,Y1:n-1) sont calculables.

Il y a ainsi trois niveaux de généralité dans les nouveaux modéles.

Au premier niveau, le plus général, nous avons un modéle identique a CCLSM
défini dans la sous-section précédente, sauf qu’ici (R,Y") est une chaine partiellement
de Markov et non de Markov. Ce modéle sera encore noté CCLSM ici; cependant,
si cette différence doit étre spécifiée nous dirons que le nouveau modéle est un
"CCLSM avec (R,Y") chaine couple partiellement de Markov (CCPM)" et nous le
noterons CCLSM-CCPM. Un tel modéle est trés général ; cependant, pour qu’il soit
exploitable les transitions p(z,|®,-1,Y1:n-1) doivent étre calculables.

Au deuxiéme niveau le processus (R,Y") est une CMC-BG. Les transitions p(z,|,-1, Y1:n-1)
sont alors calculables et un tel modeéle, qui sera au besoin appelé CCLSM-CMC-BG,
est exploitable.

Au troisiéme niveau le processus (R,Y") est une CMC-GML. C’est un cas parti-
culier ou I'on considére des bruits gaussiens paramétrés "a mémoire longue". Avec
certaines paramétrisations il est alors possible d’estimer la loi de (R,Y") et proposer
des méthodes de filtrage et de lissage "semi-supervisées". Un tel modéle sera noté
appelé CCLSM-CMC-GML.

Précisons la définition des CCLSM-CMC-BG :

Définition V.8 Soit T = (X, R,Y) une chaine Triplet. T' est une « chaine condi-
tionnellement linéaire & sauts markoviens et bruit gaussien » (CCLSM-BG) :

1. (R,Y) est une chaine Gaussienne partiellement de Markov (CGPM);
2. pour tout 2<n <N, X, = F,(R,,Yn) X1 + Gu(Ry, Yo )V + Hy (R, Ya),
ot Fr,(R,,Ys), Go(R,,Y,) et Hy(R,,Y,) des réels dépendent de (R,,,Y,). Vi,..., Vy

sont centrés, indépendants et identiquement distribués et pour tout 1 <n < N, V, I

(R12N7 Yl:N)

L’important est que (R,Y") étant une chaine Gaussienne partiellement de Mar-
kov, les transitions p(z,|,_1,y1:n_1) sont calculables. Nous pouvons donc énoncer le
résultat suivant :

Proposition V.4 SoitT = (X, R,Y) une chaine conditionnellement linéaire & sauts
markoviens et bruit gaussien (CCLSM-BG). Alors le lissage (resp. le filtrage ) est
réalisable avec une complexité linéaire en N (resp. n).

Preuve : La preuve est analogue aux preuves des propositions (V.2) et (V.3). En
effet, pour le lissage nous avons :

E[Xn+1|rn+17 yl:N] Z E[Xn+1|'rn7 Tn+1, yl:N]p(rn|rn+la yl:N)

= Z Fn+1 (rn+17 yn+1)E[Xn|Tna yl:N]p(Tn|7nn+17 yl:N)

Tn

+ Z Hn+1(Tn+1> yn+1)p(7’n|7“n+1> ylzN)

Tn
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et pour le filtrage :

E[Xn+1|7nn+17 yl:n+1] = Z E[Xn+1|'rn7 Tn+1, yl:n+1]p(rn|rn+17 yl:n+1)

= Z Fn+1 (rn+17 yn+1)E[Xn|Tna yl:n]p(rn|7ﬂn+17 yl:n+1)

+ Z Hn+1(Tn+1> yn+1)p(7’n|7“n+1> y1:n+1)

Tn

les probabilités p(r,|rme1, Y1:n) €t p(rn|rns1, Y1ms1 ) sont calculables dés que p(7n, Yns1|Tn-1, Y1:n-1)
sont calculables, nous avons :

p(ry, 7“n+1,y1:N)
P(Tne1, Y1:n)
(T, Y1) P(Ynae1:8 s Tt [Ty Y1om)
Oyt (Tn+1 )gn+1 (Tn+1)
(7, Y10 ) D(Uns2:N ety Yine ) DTty Ynat [P, Y1)

a-,nJrl (rn+1 )BnJrl (TnJrl)

P(Tlrns, Yin) =

an(rn)
- an+1 (Tn+1)p(7ﬂn+1> yn+1|Tn> yl:n)

et

P(Tns Tty Yiine1)
P(Tne1s Yinet)
P(rn; Y1) P(Tnst, Ynsa s Yim)
P(Tne1s Y1)
(70, Y1)

= < P\Tn+1, Yn+1|Tny Y1iin
p(Tn+17y1:n+1) ( ! +1| ' )

P(Tn|7’n+1, yl:n+1)

L’hypothése que (R,Y") est une chaine Gaussienne partiellement de Markov permet
ainsi de prendre en considération des chaines a bruit de mémoire longue et de faire
des calculs exacts dans le cas d’'un modéle & sauts markoviens. On peut considérer
le cas particulier des CCLSM-BG, le le bruit gaussien est "a mémoire longue". Nous
appellerons ces modéles "chaine conditionnellement linéaire a sauts markoviens et
bruit gaussien & mémoire longue" (CCLSM-GML). En particulier, lorsque ce bruit
est paramétré, il est possible d’estimer la loi de (R,Y") a partir de Y, ce qui permet
de proposer des méthodes de filtrage "semi-supervisées".

Proposition V.5 SoitT = (X, R,Y") une chaine conditionnellement linéaire a sauts
markoviens et bruit gaussien & mémoire longue (CCLSM-GML). Alors le lissage (
resp. le filtrage )est réalisable avec une complezité linéaire en N (resp. enn).

Preuve : méme preuve que la preuve de la proposition (V.4).

Nous présentons dans la sous-section suivante quelques premiers résultats numé-
riques obtenus avec les modeles CCLSM-GML.
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V.4 Experimentations

Nous présentons deux séries d’expérimentations.

Dans la premiére on s’intéresse a l'estimation du processus R (la recherche des
sauts). On simule deux séries de données : une premiére selon le modéle classique
CMC-BI et une deuxiéme selon le modele CCPM. Chacune d’elles est segmentée
par la méthode bayésienne MPM, avec les vrais paramétres ou en non supervisé,
utilisant, respectivement, chacun des deux modéles.

Dans la deuxiéme série on s’intéresse au filtrage exact fondé sur notre modéle
CCLSM-GML. Nous comparons la qualité du filtrage obtenu "a R connu" avec celle
obtenu dans le cas général ou R est caché.

Nous commengons par simuler une chaine de Markov R & deux classes et de
taille N = 500. La chaine est stationnaire avec la loi définie par p(wy,w;) = 0.495,
p(wi,wq) = 0.05. La trajectoire obtenue est présentée a la figure (V.2).

1

- 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

FIGURE V.2 — R : Chaine de Markov p(wy,w;) = 0.495 et p(wy,wq) = 0.05

Ensuite, nous appliquons trois types de bruits sur la chaine R : un bruit gaussien
indépendant et deux bruits gaussiens & mémoire longue. Les trajectoires yi v, y2 v
et y3 , obtenues ainsi que les parameétres des bruits sont présentés a la figure (V.3)
Chacune de ces trajectoires est segmentée par deux méthodes bayésiennes MPM : la
premieére utilise le modéle CMC-BI, et la deuxiéme utilise le modéle CCLSM-GML.
Les segmentations se font en non supervisé, les paramétres étant estimés par la
méthode ICE. Pour le modeéle du CMC-BI, nous utilisons les estimateurs que nous
avons détaillés dans le chapitre (I11). Dans notre cas, ou le bruit est stationnaire du
second ordre avec une famille de covariance y(h) de la forme :

V helN, v(h) =a*(1+h)™, (V.23)

les parameétres du modéle CCLSM-GML sont :
0 Pour la loi de la chaine X : les K2 parameétres p(z, = w;, Tni1 = ;) ;
O Pour la chaine Y conditionnellement a X :

. Les K moyennes m,,,,

. Les K variances 02, = ,,(0),

. Les K paramétres o, de la famille de covariance.
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Nous utilisons comme estimateur pour p;; = p(z, = w;,Tps1 = wj) & partir des
données completes 'estimateur classique donné par :

1 N-1
(N 1) Z 1(xn_wzaxn+1 w])

p\i,j(xa y)

A chaque itération (¢) de I'algorithme ICE, I'espérance conditionnelle de I'estimateur
Di,; est calculable et elle est donnée par :

N-1

1
(q+1) Z p(xn = Wiy, Tpyl = wJ|y1 N Q(Q))

] (N ]_)

Le fait que la loi de y,, dépend de tous les x; 1 <k <n rend la tache d’estimation des
parameétres my,, et 7,.(0) & partir des données complétes non triviale. Pour illustrer
cette difficulté des exemples sont donnés dans [66, 70|, ainsi que une description
de l'algorithme ICE pour différents types de modéles (bruit stationnaire de second
ordre, bruits gaussiens fractionnaires, FARIMA). Dans le cas du bruit stationnaire
de second ordre avec une famille de covariances considérée de la forme donnée par
(V.23), l'algorithme ICE, pour estimer m,,, o, et «,,, se déroule de la maniére
suivante [66,70] :

Algorithme V.1 Estimation des parametres my,,, o,, et oy, par ICE cas de bruit
stationnaire de second ordre (V.23) :

1. Sous 0D calculer les densités P(Y1:ns1|T1ms1) par la récurrence progressive
(décrite par les équations (V.13) et (V.14)) et en utilisant m,,, = =mD et In =
ngv(Q) .

2. Considérer J(i) = {ny,..,n.} sous-ensemble de {1,..,N} tel que Y1 <1 < r,
Ty = Tnye1 = wi. Considérer lesr échantillons correspondants (Yn, s Yny+1); s (Ynps Ynos1)

3. sotent V1 < < r, Még)nﬁl et F;(Ei) mys1 les vecteurs moyenne et matrices de

covariance de p(ynl‘nl+1|x1‘nl+1) calculees dans Uétape (1). Calculer les trans-
formations de Cholesky (1V.2) TS, = C,CT et rz@ - DD et construire

Tnping+1

les v nouveaux échantillons, V1 <[l <r :

( ~ynl ): DlCll[( Yn, )_M(Q)_ ](CT) 1DT+m3)Z(Q);

Tnyng+1
ynl+1 ynl+1 .

4. estimer les paramétres my,, o2

o, €t ay, a partir de v nouveauzr échantillons
obtenus l’étape dans (3) par :

m(q+1)

Wi

L, (g+1) 1 @*D)

- Q(mwcf,u) My )i
1, .

(o2,) = ‘(7(1)(0)+7(2)(0));

log[ 750w ]

(q+1) _
“i log(2)
1 ro o~ 1 ro o~ —_ r ~ 1
avec mfjj—(l)) = %lel Ynys mfjj—(g)) = %lel Yny+1, ’7(1)(0) = %lel (ym - Eu(j+(1)))2

— o~ 1 ~ g 1\~ 1
7(2)(0) = % ie1 (Unger — mfjl:(z)))z et 7(1) = % 2i-1 (U, — meqier)))(ynﬁl (q+(2)))
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Les résultats des trois premiéres segmentations, obtenues avec CMC-BI, sont
présentés a la figure (V.4), et les taux d’erreur sont donnés dans la premiére colonne
de la table (V.1). Nous constatons que les données simulées selon CMC-BI sont
presque parfaitement restaurées; par contre, lorsque les données sont & mémoire
longue les résultats sont soit trés mauvais, soit relativement médiocres. L’association
de CMC-BI avec ICE apparait ainsi, lorsque les données sont & mémoire longue,
comme étant peu robuste.

Les résultats des trois segmentations suivantes, obtenues avec CCLSM-GML,
sont présentés a la figure (V.5), et les taux d’erreur sont donnés dans la deuxiéme
colonne de la table (V.1). Nous constatons que les données simulées selon CMC-BI
sont restaurées avec la méme qualité que celle donnée par la méthode fondée sur
CMC-BI. Ce constat est intéressant car CMC-BI n’est pas, & proprement parlé, un
cas particulier de CCLSM-GML. Cela montre que CCLSM-GML peut gérer effica-
cement des bruits non corrélés.

Dans la deuxiéme série on s’intéresse au filtrage de Y.
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YO

L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

—VY1

- 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

—Y2

- 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

FIGURE V.3 — Version bruitée du chaine R avec (a) y1, : bruit gaussien indépendant
N1(0,1) N2(2,1) (b) y2 : bruit & mémoire longue de méme moyenne 0 et de méme
variance 1, ay,, = 0.1 oy, = 0.9 (¢) y3. 5 : bruit & mémoire longue de méme moyenne
0 et de méme variance 1, o, =0.1 o, =1

La segmentation des processus yi., ysy €t y3, par le modele de chaine de
Markov cachée est donnée par la figure (V.4) et par le modéle de chaine cachée
partiellement de Markov sur la figure (V.5)
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15— —
=
05 =
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FIGURE V.4 — Segmentation non supervisée par CMC-BI
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05— —

—— RO (CCPM)

-0.5— -

(a”)

05— -

——R1 (CCPM)

-0.5— —

- 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(07)

05— —

——R2 (CCPM)

-0.5— -

L L L L L L L L L
-1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

(")

FIGURE V.5 — Segmentation non supervisée par CCLSM-GML

Les taux d’erreur de ces expériences sont résumés dans la table (V.1). Nous
pouvons remarquer que les deux modeéles ont la méme performance que dans le cas
(a), par contre dans les deux autres cas (b) et (c), le modéle CCPM & mémoire
longue est plus performant du fait que le modele CMC ne prend pas en contre les
données corrélées.
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CMC-BI | CCLSM-GML

yly 0.2 0.2

y e | 616 2.0

o | 136 5.1

TABLE V.1 — Taux d’erreur de segmentations en %

Finalement, nous appliquons l'algorithme de lissage pour calculer E[X,|y1.x]
selon le modeéle :

V2<n <N, X, = Fo(Rp, V)Xot + Go(B, Yo )V + Ho( Ry, Yo) (V.24)

avec pour tout 2 < n < N, F,(wy,Y,) = 3??)/”, Fo(ws,Yy) = —3X12]/",Hn(w1,Yn) = %,

H,(ws,Yy) = -1 et Gu(R,,Y,) =1 et V, ~N(0,1).

Pour chacun des trois cas (a), (b), et (c) de la figure (V.3), on procéde au lis-
sage par la nouvelle méthode générale. Les résultats obtenus sont présentés sur la
figure (V.5), respectivement en a”, b”, et ¢”. Dans chaque cas on présente deux tra-
jectoires : la vraie (X =z simulée selon (V.24)) et 'estimée (& R inconnu). L’écart
entre les deux trajectoires est mesuré par l'erreur quadratique moyenne (eq) qui est,
respectivement, de 0.60, 0.60, et 0.61. Nous cherchons a comparer notre méthode
avec celle utilisant la vraie trajectoire des sauts donné a la figure (V.2) Sur la figure
(V.7), nous présentons ainsi les trajectoires du processus X calculées en utilisant le
vrai processus R et les observations y¢ , avec les trajectoires estimées par le lissage
( figure (V.6)). Pour tout i = 1,2,3, la trajectoire estimée connaissant la trajectoire
des sauts se calcule simplement par :

V2 <n < N, ), = Fy(ro, yh) @51 + Ho(ro, u) (V.25)

n—-1

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure (V.6), respectivement en a”’,
b”’ et ¢”’. Comme & la figure (V.7), dans chaque cas on présente deux trajectoires :
la vraie (X = x simulée selon (V.24)) et l'estimée (& R connu) par (V.25). L’écart
entre les deux trajectoires est mesuré par l'erreur quadratique moyenne (eq) qui est,
respectivement, de 0.39, 0.27, et 0.29.

Naturellement, les résultats obtenus avec la trajectoire des sauts connue donne
de meilleurs résultats ; cependant, la différence n’est pas trés grande et visuellement
les résultats sont assez proches.

Rappelons que les résultats de la Figure 5.7 sont obtenus de maniére "semi-
supervisée" : la loi de (R,Y) est estimée, mais les paramétres F,,, B, et G, sont
connus.

117



CHAPITRE V. CHAINES CONDITIONNELLEMENT LINEAIRES A SAUTS

MARKOVIENS
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FIGURE V.6 — Les vraies trajectoires X = x et celles obtenues par lissage fondé sur
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la nouvelle méthode (R inconnu). eq est 'erreur quadratique moyenne
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V.5 Conclusion

500

FIGURE V.7 — Les vraies trajectoires X = z et celles obtenues par (V.25), avec R
connu. eq est 'erreur quadratique moyenne.

Ce dernier chapitre a été consacré au nouveau modeéle, développé en collabora-
tion avec Noufel Abbassi, permettant le filtrage et le lissage optimaux en présence
des sauts aléatoires. Son originalité consiste en introduction des bruits a mémoire
longue. On quitte ainsi le cadre des triplets markoviens et I'on se place dans le
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cadre des triplets "partiellement" de Markov. Dans un premier temps, nous avons
rappelé les pré-requis dans le domaine des processus a dépendance longue et les
travaux précédents sur les modéles de chaines partiellement de Markov. Les modéles
partiellement de Markov furent préalablement étudiés par P. Lanchantin et J. La-
puyade [64,70] dans le cas de processus cachés a valeurs discrétes. Nous nous sommes
inspirés de ces modéles pour développer des algorithmes permettant de faire du lis-
sage et du filtrage pour les modeles & sauts markoviens. Le lissage et le filtrage sont
alors possibles car le nouveau modéle permet de calculer d’'une maniére exacte et
linéaire en N les quantités E[ X, |y1.n] et E[X,|y1:n]. Les premiers résultats de simu-
lations et de restauration présentés sont encourageant. Cependant, des expériences
plus complétes sont nécessaires pour valider définitivement les nouveaux modéles
et les traitements associés. Par ailleurs, le probléme de 'estimation des paramétres
n’a été traité que partiellement, aboutissant & des méthodes "semi-supervisées". La
encore des études complémentaires sont nécessaires pour étudier les possibilités des
traitements entiérement non supervisés.

Les comparaisons de l'efficacité de nos modeéles avec les approches classiques
par filtrage particulaire font probablement partie des perspectives parmi les plus
intéressantes.
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Conclusion et perspectives

Le travail de notre thése se situe dans le domaine de traitement statistique des
signaux. L’objectif de cette thése était de proposer et d’étudier des nouveaux mo-
deles pour la segmentation des signaux et des images. Les modéles de Markov ca-
chés |5, 12,53] permettent d’estimer la réalisation x = (x,, ).y d’un processus caché
X = (X,)ses & partir des données observé y = (y,)1.x qui sont la réalisation d’un
processus Y = (Y,)1.v. Les probabilités conditionnelles (z,|y) sont calculables du
fait que X conditionnellement a Y est markovien qui est une conséquence de I'hy-
pothése X est de Markov. Cette hypothéese n’est pas toujours vérifiée dans les cas
réels et elle impose des contraintes restrictives sur la loi p(y|x). Des extensions
généralisent les modeéles de Markov cachés ont été proposées : modéles de Markov
Couples (MMC) [91,93,104] et modeéles de Markov Triplets (MMT) [36,92,94]. Dans
le MMC nous supposons que le couple (X,Y") est de Markov ce qui permet d’éviter
des contraintes sur X et dans le MMT nous introduisons un processus auxiliaire
U = (U,)1:x qui peut avoir une interprétation physique ou non et nous supposons
que le couple T' = (X,U,Y") est de Markov. Le processus U peut avoir plusieurs uti-
lisations donnant une trés grande variété de modéles particuliers. En effet, il permet
de modéliser la semi-markovianité d’une chaine de Markov caché (CMC) ou plus
généralement d’une chaine de Markov Couple (CMCouple) , une autre utilisation
du processus auxiliaire est de modéliser la non-stationnarité. Dans cette thése, nous
avons proposé un nouveau modele particulier de CMT dont le processus auxiliaire
U est continu, et nous avons utilisé I’approximation de Laplace pour estimer la réa-
lisation x du processus X a partir de I'observé y en supposant que X et Y sont
indépendants conditionnellement & U. Les résultats de la segmentation des images
simulées et artificielles sont meilleurs avec notre nouveau modéle qu’avec le mo-
dele classique du CMC, et cette amélioration se manifeste clairement dans le cas
des bruits corrélés. Egalement, nous avons appliqué le modéle du CMT pour pro-
posé des nouveaux modéles qui traitent le filtrage et le lissage des chaines cachés
a saut markovien [19,99,100]. Ces modéles permettent de prendre en considération
les bruits a dépendance longue en utilisant les modéle de chaines partiellement de
Markov qui ont été présentés par J. Lapuyade [70].

Comme perspective, on peut envisager de faire de l’estimation des parameétres
pour le modéle du champ Gaussien-Markovien triplet par I'algorithme ICE et aussi
I'estimation des parameétres de la chaine X dans le cas des modeéles cachés a saut
markovien. on peut suggérer aussi de comparer les nouveaux modéles de filtrage et
de lissage avec les modéles qui sont basés sur le filtrage particulaire et d’appliquer
ces nouveaux modeéles sur des données réelles.
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Annexe A

K-means

L’algorithme K-means est une méthode itérative de classification, que nous 'uti-
lisons pour initialiser différents algorithmes d’estimation des paramétres. Le résultat
de la classification en K classes (|Q2| = K) d’un processus y par K-means est note
29, et le vecteur des parameétres initial 6° est obtenu en choisissant un estimateur g
a partir des données completes (x,y)

0° =0(2,y)

L’algorithme K-means se présente comme suit :
O Initialisation :

i) Affecter d’'une maniére aléatoire a chaque pixel s € S une classe wy, € (2.
ii) Calculer pour chaque classe wy la masse de sa centre my

S (e = )

mr = —=
|S| seS

O Reépéter jusqu’a stabilisation :

i) Affecter a chaque pixel s € § la classe wy qui minimise sa distance par
rapport au centres des classes.

wi =argmin |ys — m;||
1<j<K

ii) Recalculer les masses de centres des classes.
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Annexe B

Approximation de Laplace

La méthode de Laplace permet d’approximer numériquement un intégral de la
forme sous certaines conditions :

szReXp[Mf(:p)]dx (B.1)

avec M € R* et f: R - R* deux fois derivable.
Un développement de Taylor a l'ordre 2 au voisinage de zy de f :

F@) = [0} + (2 20) [ (a0) + T2 gy 0wy (B2)

si f admet un maximum global stable en zq (f'(z9) =0 et f”(xo) <0)
)2
) = o) + 22 )

I’approximation de I :

I =~ exp[Mf(xo)]fReXp[M(x_Txo)Qf”(xo)]d:p (B.3)
< e[ MGON 5 (B.4)
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Annexe C

Vecteurs gaussiens

Définition C.1 On dit qu’un vecteur réel aléatoire X = (Xy,..,X,,) est un vecteur
réel gaussien si et seulement si pour toute suite de réels a = (aq,..a,) € R, la variable
aléatoire Z =Y. 1 a; X; est une variable réelle gaussienne.

Remarque C.1 Soit X = (Xy,..,X,,) est un vecteur réel gaussien :

i) Pour toute i =1,..n X; est une variable réelle gaussienne de loi N'(m;,o?)

i) SiY =Y, 0, X;, ona:
E[Y] = Zaimi
i=1

V[Y] = Z OéiOéjCOU(XZ', X])

/[:7]'

Soit X = (X1,..,X,,) est un vecteur réel gaussien, on appelle espérance de X le
my

vecteur m = : ou m; = E[X;]. On appelle matrice de covariance de X la
My

matrice I' telle que I'; ; = Cov(X;, X;). On note la loi de X :

X ~ N, (m,T).

Soient X! et X? deux vecteurs réels gaussiens de dimensions respectives n; et
Ny, de moyennes respectives m! et m? et de matrices de covariances respectives 311
et 322, tel que le couple X = (X! X?2) est un vecteur réel gaussien de moyenne
YLL Y12

1
m . .
m = 5 | et de matrice de covariance X = 901 9.9
m Y&l e

). La loi p(x?|z!) est une

gaussienne de moyenne :
m2l = m2 4 22,1(21,1)—1@1 _ ml),
et de matrice de covariance :

22\1 — 22,2 _ 22,1(2171)7121,2.
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ANNEXE C. VECTEURS GAUSSIENS

Soient X! et (X2 X! = z!) deux vecteurs réels gaussiens de moyenne respectives
m! et A.z' + B et de matrices de covariances respectives 11 et X211 alors le couple
X = (X1, X?2) est un vecteur gaussien de moyenne

ml
M=\ Am'+B

et de matrice de covariance :

1,1 1,1 AT
z:( » YLlA )

AL $21 4 ASLIAT
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