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Notations

Symboles

Mesure de probabilité.

Espérance associée.

Variables aléatoires en majuscule.

Leurs réalisations respectives en minuscule.

Modeles statistiques paramétriques respectifs.

Espace des parametres d'un modele statistique.

Mesure a priori sur ©.

Espace vectoriel de dimension finie, espace des observations.
Mesure de référence sur ).

Fonction de perte.

Tribu borélienne sur ©.

Tribu borélienne sur V.

Risque moyen associé a 'estimateur .

Risque bayésien associé a la mesure a priori p et a 'estimateur ¢.
Risque a posteriori associé a la mesure a priori p et a I'estimateur .
Mesure de Lebesgue sur RF.

Information de Kullback entre p et q.

Espace des états cachés fini.

Mesure de décompte sur X.

Pour z discret, probabilité de X = x.

Pour y € Y, densité de Y par rapport a v.

Pour x discret et y € ) continu, densité par rapport a vy ® v.
Processus auxiliaire d’'un modele a données latentes.

[ processus auxiliaires d'un modele a données latentes.
Transition de la chaine immergée.

Loi du temps de séjour.

Covariance d’un processus.

Conjugué de Z.

Fonction de répartition d’une copule.

Densité d'une copule.

Famille de covariance d’un processus.

Probabilité de fausses alarmes.

Probabilité de détection.

Elément de longueur.

Elément de volume.
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Acronymes

MAP :
MPM :
ML :
CMC :
CMCouple :
CMT :
CMC-MS :
CSMC
CMC-ML :
EM :

ICE :

BI :

ML :
CCPM :
CTPM :
TFAC :

Maximum A Posteriori.

Maximum Marginal a Posteriori.
Maximum de Vraisemblance.

Chaine de Markov cachée.

Chaine de Markov couple.

Chaine de Markov triplet.

Chaine de Markov cachée M-stationnaire.
Chailne semi-markovienne cachée.

Chaine de Markov cachée a mémoire longue.
Expectation Maximization.

Iterative Conditional Estimation.

Bruit Indépendant.

Mémoire Longue.

Chaine Couple Partiellement de Markov.
Chaine Triplet Partiellement de Markov.
Taux de Fausses Alarmes Constant.









Introduction générale

La segmentation d’un signal ou d’une image est la technique permettant de diviser ce
signal ou cette image en un nombre fini de zones. Le résultat de la segmentation est une
“cartographie” du signal ou de I'image d’origine permettant ainsi de faciliter son analyse. Il
existe deux grands types de segmentation [34] : les segmentations par contour et les segmen-
tations par région. Les segmentations par contour s’appuient sur les discontinuités de I'image
afin de la découper en zones. Tandis que dans la segmentation par région, nous regroupons
les pixels selon les caractéristiques de chaque zone. C’est ce type de segmentation que nous
utiliserons dans cette these. Plus exactement, les propriétés sur lesquelles s’appuiera notre
segmentation seront de nature statistique et les techniques de segmentation utilisées seront
les méthodes d’inférence bayésienne [16]. La technique de segmentation sera alors qualifiée de
“segmentation bayésienne”. En segmentation bayésienne, le signal ou l'image est considéré
comme la réalisation y d’un champ aléatoire Y = (Y},),es et on estime la réalisation cachée x
d’un champ aléatoire X = (X, )ues, cette derniére correspondant a la segmentation.

Au plan mathématique, la problématique traitée dans cette these est donc celle de I'es-
timation d’une grande quantité de variables aléatoires inobservables X = (X, )ues & partir
des variables observées Y = (Y, ),cs. La taille de 'ensemble fini d’indices S est supposée étre
trop grande pour que l'on puisse définir et manipuler la loi p(z,y) du couple (X,Y) dans
toute sa généralité; on est alors obligé de considérer les lois p(x,y) de forme particuliere.
Les chaines de Markov cachés (CMC) sont parmi les modeles les plus simples et les plus
utilisés pour modéliser p(x,y); ils permettent la recherche de X = x par l'application de
différentes méthodes bayésiennes. Dans de tels modeles, la loi p(x) de X est markovienne et
la loi p(y|x) modélise le “bruit”. Ces modeles sont appliqués dans de trés nombreux problemes
et le nombre de publications scientifiques sur le sujet est en croissance exponentielle. Citons
quelques publications récentes concernant les biosciences [64], 86, [89], la climatologie [10], les
communications [27], I'écologie [71], '’économétrie et les finances [51], [115], le traitement de
I'écriture [31], des signaux musicaux [106], ou encore des images [48, [77]. Cependant, ces
modeles ont leur limite pour la raison suivante. Les traitements bayésiens utilisants les CMC
sont rendus possibles par la markovianité de la loi p(z]y). Or, lorsque I'on a supposé la marko-
vianité de p(x), la markovianité de p(x|y) nécessaire aux traitements n’est obtenue qu’au prix
de la simplification, qui peut étre excessive dans certaines applications, de la loi p(y|z). Cet
inconvénient a été contourné par la généralisation des CMC aux chaines de Markov “Cou-
ples” (CMCouples, [96]), dans lesquelles on suppose directement la markovianité de p(z,y).
La markovianité étant conservée par le conditionnement, les deux lois p(x|y) et p(y|x) sont
alors markoviennes. La markovianité de p(z|y) autorise alors les mémes traitements que dans
les CMC classiques, et la markovianité de p(y|z) autorise des modélisations du bruit bien
plus completes que dans les CMC classiques. On obtient ainsi un modele plus général dont
les applications peuvent notablement améliorer les résultats obtenus avec les CMC classiques
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[39]. Par la suite, les CMCouples ont été étendues aux chaines de Markov triplets (CMT [95]),
dans lesquelles on considere une troisieme chaine aléatoire U = (U, )ues et 'on suppose la
markovianité de la loi p(z,u,y) du triplet (X, U,Y). On obtient ainsi un modele générique
tres riche, donnant lieu a des multiples possibilités particulieres [100] [102]. Enfin, les CMT
ont été généralisées aux chaines triplet partiellement de Markov (CTPM [97]) qui sont des
triplets (X, U,Y) markoviens par rapport a (X, U), mais non nécessairement markoviens par
rapport a Y.

Notre travail se situe dans le contexte général des CMT et CTPM. Nous apportons un cer-
tain nombre de contributions théoriques ou expérimentales, en proposant des CMT et CTPM
originaux et en validant 'intérét des nouveaux modeles par des expérimentations. Nous propo-
sons diverses applications au traitement de I'image et du signal, notamment du signal radar;
cependant, les nouveaux modeles ont une portée tres générale et peuvent s’appliquer partout
ou s’appliquent les CMC classiques.

Le contenu de la these est le suivant.

Les rappels sur 'inférence bayésienne classique sont présentés dans le chapitre [Il En par-
ticulier, nous y introduisons les mesures de Jeffreys, qui sont étroitement liées a la notion
de métrique dans les ensembles fonctionnels de densités de probabilité. Cette métrique sera
définie au chapitre [0l et utilisée dans les applications au radar.

Le chapitre [2] est consacré a 'inférence bayésienne classique dans les modeles de Markov
cachés. Nous rappelons les diverses markovianités sur graphes et détaillons le calcul des deux
estimateurs bayésiens classiques, qui sont le “Maximum a Posteriori” (MAP) et le “Maxi-
mum des Marginales a Posteriori” (MPM), dans les cas des chaines et des arbres de Mar-
kov cachés. Nous précisons également deux méthodes d’estimation des parametres qui sont
“Maximisation-Espérance” (abréviation anglaise EM) et “Estimation conditionnelle itérative”
(abréviation anglaise ICE).

Les CMCouples et les CMT sont rappelées dans le chapitre [3] et nous y présentons deux
modeles originaux. Le premier concerne I'introduction des chaines semi-markoviennes cachées
originales, qui sont des CMT particuliers, et qui permettent des calculs plus rapides que
les chaines semi-markoviennes cachées classiques. Le deuxieme consiste en l'introduction des
CMT modélisant simultanément la semi-markovianité et la non stationnarité de la chaine
cachée. Nous présentons également des simulations et des segmentations des images réelles
validant I'intérét des nouveaux modeles et des traitements non supervisés associés.

Dans le chapitre [4 nous nous intéressons aux bruits p(y|x) non gaussiens. Un cadre tres
général, que nous reprenons, a été récemment exploré par les travaux de N. Brunel, qui ont
permis l'introduction des copules dans le contexte des chaines de Markov cachées [21], 22| 23].
Nous reprenons ces idées en les étendant a des CMT permettant de traiter, en non supervisé,
des chaines non stationnaires cachées par du bruit non gaussien.

Le chapitre [Blest consacré aux CTPM permettant de prendre en compte des bruits & mémoire
longue. Nous y proposons plusieurs modeles originaux dans lesquels la chaine inobservable est
markovienne ou semi-markovienne et ou le bruit, dont les marginales sont gaussiennes ou pas,
est a dépendance longue. Nous proposons également une méthode d’estimation des parametres
de type ICE originale, dont 'extension aux modeles & mémoire longue est non triviale, et va-
lidons l'intérét des démarches non supervisées réunissant ICE et MPM par des expériences
informatiques.

Dans le chapitre [6] nous appliquons l'inférence bayésienne au traitement du signal radar.
Dans ce contexte, un élément de S est un couple s = (d,#), ou d représente la distance au
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radar et 0 'angle de visée, appelé également azimut. La réalisation v, de Y, est le signal regu
de la distance d et de 'azimut 6. La réalisation estimée x de X = (X, )ues est une segmenta-
tion du signal. Nous verrons comment la segmentation bayésienne peut étre utilisée, comme
“résumé” du signal, par d’autres traitements postérieurs. Le traitement que nous proposerons
est celui de la détection. Nous proposerons dans ce chapitre un détecteur original utilisant une
distance entre lois de probabilité. Ce détecteur généralise le détecteur classique du “Taux de
Fausses Alarmes Constant” (TFAC), nous définirons ainsi la moyenne de lois de probabilité
et la distance entre deux lois de probabilité. Les améliorations apportées par ce détecteur sont
validées par des expérimentations sur données réelles.






Chapitre 1

Généralités sur ’'inférence bayésienne

Nous présentons dans ce chapitre les fondements de l'inférence bayésienne. L’inférence

bayésienne est un domaine des statistiques tres riche et ouvrant la voie a diverses applications.
Nous parlons d’inférence “bayésienne” lorsque ’on se donne une distribution a priori sur ce
qu’on cherche a inférer. Ce qu'on cherche a inférer peut étre le parametre ¢ d’un modele
paramétrique p(y;#), mais on peut également utiliser I'inférence bayésienne pour estimer la
réalisation cachée d’'un modele a données latentes. Dans un modele a données latentes, le
signal observé est considéré comme la réalisation y d'un processus Y et ce que 'on cherche
est la réalisation x d’un processus X, les deux processus étant liés par une loi de probabilité
p(z, y).
Ce chapitre se divise en deux sections. La premiere amene le formalisme bayésien dans sa
généralité. Dans la deuxieme section, nous nous intéressons au choix de I’a priori et au choix
de laloi p(z,y) dans les modeles a données latentes. Concernant I'inférence bayésienne dans un
modele paramétrique p(y; ), nous y abordons deux types de lois a priori. Les deux lois a priori
abordées sont les lois conjuguées a une famille paramétrique et les mesures de Jeffreys. Les
premieéres présentent un intérét algorithmique car la loi a posteriori est dans la méme famille
paramétrique que la loi a priori. Les lois conjuguées sont souvent utilisées en estimation des
parametres par échantillonnage de Gibbs car la regle de Bayes est simple a implémenter
[36]. Quant aux mesures de Jeffreys, elles font partie de la catégorie des mesures a priori
dites “non informatives”. On choisit d’utiliser un a priori non informatif lorsque l'on ne
dispose d’aucune connaissance sur le parametre. Concernant les modeles a données latentes,
les lois a priori seront choisies de fagon a ce que les modeles p(z,y) permettent d’utiliser les
algorithmes d’inférence bayésienne tels que les algorithmes de Baum-Welsh et de Viterbi. Ces
modeles devront étre suffisamment simples pour pouvoir utiliser ce type d’algorithmes, et
suffisamment riches pour pouvoir modéliser certaines propriétés comme la markovianité, la
semi-markovianité ou la dépendance longue dans les observations.

1.1 Principe de I’inférence bayésienne

On considere Y une variable aléatoire a valeurs dans un R-espace vectoriel de dimension
finie Y muni de sa tribu borélienne By. Un modele statistique paramétrique pour la loi de Y
est une famille de densités de probabilité {y € Y — p(y;0) : 6 € O} par rapport a une mesure
v sur Y. La fonction de Y x © dans RT qui & (y, #) associe p(y; 0) est appelée vraisemblance.
L’ensemble © est I'ensemble des parametres du modele; on considerera dans la suite que

13
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© C R*. Muni de sa tribu borélienne Bg, (0, Be) est un espace mesurable, il sera également
muni d’'une mesure de référence. Lorsque © est un sous-ensemble discret, la mesure de référence
est la mesure de décompte et lorsque © est un ouvert non vide de R¥, ce sera la mesure induite
par la mesure de Lebesgue Agk.

Une stratégie de décision est une fonctionnelle ¢ de Y dans ©. On I'appelle aussi estimateur
de 6.

1.1.1 Fonction de coiit et risque

~ Une fonction L : © x © — RT est dite “fonction de cotit” si elle vérifie L(0, é) = 0 lorsque
0 = 6. Soit p : Y — O une stratégie de décision. On appelle risque la quantité

R(0,¢) = Eq [L(0, (Y))], (1.1)

ou [Ey est 'espérance.
Pour tout 6 € O, le risque est le cotit moyen induit par .

1.1.2 Des stratégies admissibles aux stratégies bayésiennes

Définition 1.1.1 (Relation de préférence et stratégies admissibles). Notons ® l’ensemble des
stratégies de décisions. Une relation de préférence est une relation d’ordre sur ®. La relation
“o1 préférée a @y (resp. strictement préférée) est notée p1 2 o (resp. p1 > @o) et on dit
que p1 et oo sont équivalentes si 1 2 o et o = 1. On dit que @ est une stratégie admissible
sl n’existe pas de stratégie qui lui soit strictement préférée.

La relation “p 2 ¢’ < V0, R(0,9) < R(0,¢')” nest pas une relation d’ordre total ; en effet,
pour certaines valeurs de 6, on peut avoir R(f, p) < R(6,¢’) tandis que pour d’autres valeurs
de 0, on a R(0,p) > R(0,¢"). On peut alors considérer le risque bayésien qui ne dépend pas
de # mais d’une mesure p sur l'espace des parametres (O,Bg) appelée “mesure a priori”.
On notera f la densité de la mesure a priori par rapport a la mesure de référence de ©O.
La mesure a priori n’est pas obligatoirement une mesure de probabilité. De plus, elle peut
vérifier p(©) = +o0o, on dit alors qu’elle est impropre. On exigera par contre que la quantité

:0)f(6
pu(y) =4 / p(y; 0)dp(0) soit finie. Dans ce cas, la densité § — M définit une mesure
e) Pu\Yy
de probabilité sur (©, Bg) appelée mesure a posteriori que 1’on notera p(.|y). Sa densité sera

notée f(.|y). La formule :

~ ply;0)£(0)
f(e‘y) - p“(y)

est parfois appelée “la regle de Bayes”.
Le risque bayésien est ensuite défini par :

p(p; ) = B, [R(6,9)], (1.2)

ou [E, est I'intégration sous la mesure .
La mesure a priori quantifie la connaissance que ’on a avant toute expérience sur le parametre
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f. Nous détaillerons a la section le choix de cet a priori.

Dans le cadre bayésien, on dit que ¢ est préférée a ¢ si p(u, ) < p(u,¢’). Dans ce cas la
stratégie admissible ¢, si elle existe, est appelée “stratégie bayésienne”.

Le risque bayésien s’écrit également :

p(p, @) = /yEp (L0, o() Y] pu(y)dr(y),

ou E, [.|y] est l'intégration sous la mesure a posteriori p(.|y).
La quantité r,(y,») =E, [L(0,¢(y))|y] est appelée risque a posteriori et on a le résultat
classique suivant :

Proposition 1.1.1. Si @ est une stratégie de décision telle que :

Yy e, Vo' € @, r.(y,¢) <ru(y, ¢, (1.3)

alors @ est une stratégie bayésienne.

Preuve.
Voir [44]. O

Dans le cas ou la stratégie bayésienne est unique, il suffit alors de chercher la décision satis-

faisant (L.3)).

Donnons quelques exemples de stratégies bayésiennes couramment rencontrées :
— si © est continu et si L(6,0) = (0 — 6)2, alors r,(y, ©) = E, [(§ — ©(y))?|y]. La stratégie
bayésienne est 'espérance a posteriori 6(y) = E,(8]y) ;
— si O est discret et si L(@,é) vaut 0 si @ = 0 et 1 sinon, alors la stratégie bayésienne
est donnée par Oy ap(y) = arg max p(fly). On appelle cet estimateur “estimateur du

Maximum A Posteriori” (MAP);
— soit € > (0. Si © est continu et si L(H,é) vaut 0 lorsque ’6’ — é‘ < € et 1 sinon, alors la

stratégie bayésienne est donnée par 0,(y) = arg max w([0— €0+ €ly).

L’estimateur du MAP est généralisé au cas ou O est continu par éMAp(y) = arg max fOly);

cependant, il n’est pas défini a partir de la méme fonction de perte que dans le cas discret. Le
lien avec lestimateur 6, et 1'étude de l'estimateur du MAP dans le cas continu figurent dans
[15] pages 258-259.

Notons I'exemple classique suivant :

Exemple 1.1.1. Soit {p(y;0) : 6 € ©} un modele paramétrique. Considérons les deux esti-
mateurs de # suivants :

~ maximum de vraisemblance : 0y, = arg max p(y;0);

— maximum a posteriori : Oy 4p = arg max f(0]y).
Si la densité de la loi a priori est f(f) o 1 pour tout § € ©, alors la densité de la loi a
p(y; )

pu(y)

et donc éML = éMAP.

posteriori est f(f0|y) o
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Remarque : La loi uniforme a longtemps été considérée comme la loi non informative. Le
caractere non informatif de cette loi a été énoncé pour la premiere fois par T. Bayes dans un
contexte particulier. En effet, celui-ci considere qu’en absence de connaissance sur le parametre
f, nous n’avons aucune raison de privilégier un événement 6 € A plutot qu’'un autre. Mais
comme l'a souligné R. A. Fisher, lorsqu’on effectue un changement de paramétrage n = g(0),
ne pas connaitre ¢ est équivalent a ne pas connaitre 1. Cependant si € suit une loi uniforme,
7 ne suit pas en général une loi uniforme. Le contexte particulier dans lequel travaillait T.
Bayes fut celui ou O est discret. Dans ce cas, 'image d’une loi uniforme par une fonctionnelle
est encore une loi uniforme. Lorsque 'espace © est continu, nous devons alors choisir un autre
type de loi non informative. Plus exactement, nous disons qu’une loi est non informative
lorsqu’elle maximise la quantité d’information manquante. Nous devons pour cela définir
ce qu'est la quantité d’information. Lorsque 6 prend ses valeurs dans {6y,...,0,,} avec les
probabilités 1(6;) = pu;, celle-ci est définie comme l'entropie de Shannon :

H () = = D _log(;)ps. (1.4)

Nous voyons que cette quantité est bien maximale lorsque 6 suit la loi uniforme.
Lorsque O est continu et ¢ suit une loi de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue A,
I’entropie de Shannon est généralisée par :

Hp) = — / log £(6) £ (6)dAg (6).

Cependant, ce n’est pas la bonne mesure d’information que nous devons maximiser. La maxi-
misation de cette quantité fournit des lois uniformes et nous avons souligné que la loi uniforme
n’est pas la bonne mesure non informative dans le cas continu. De la méme fagon, une quan-
tité d’information ne doit pas dépendre du paramétrage, ainsi la quantité d’information sur
0 doit étre égale a la quantité d’information sur n = g(). Cependant, I’entropie de Shannon
est invariante par changement de paramétrage uniquement dans le cas discret. Nous verrons
dans la sous-section [L.2.1] quelle quantité d’information nous devrons maximiser dans le cas
continu et quelle mesure non informative devra étre utilisée.

1.2 Choix de I’a priori

1.2.1 Mesures de Jeffreys

Comme nous 'avons discuté dans I'exemple ci-dessus, choisir une loi a priori uniforme
comme loi non informative n’est pas judicieux lorsque l'espace des parametres est continu.
Nous devons alors choisir une autre loi non informative. Pour cela, nous allons commencer
par définir la quantité d’information “manquante” que 'on doit maximiser. Ensuite, nous
montrerons que cette quantité d’information est indépendante du paramétrage.

Soient © C R* et = C R* deux ensembles de parametres, ouverts de R¥. Soit Y une va-
riable aléatoire prennant ses valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie )} muni
d’une mesure de référence v. On considére qu’il existe un C!-difféomorphisme g de © dans
=. Rappelons quun C!-difféomorphisme est une application de classe C! bijective et dont
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I'application réciproque est également de classe C!. Ainsi, si {p(y;0) : § € ©} est un modele
paramétrique de Y dans le paramétrage O, le modele paramétrique dans le paramétrage =

est {q(y;n) :n € E} ou:
q(y:n) = p(y;0), avec n = g().

Soit g une mesure a priori sur © de densité fg par rapport a la mesure de Lebesgue. La
quantité d’information manquante sur le parametre 6 lorsque la loi a priori est ug est définie
dans [15] pages 157-158, comme 'information de Kullback :

fe(0ly)
fo(0)

Contrairement a l’entropie de Shannon, cette quantité d’information dépend de 1’observation
y. Elle s’interprete comme l'information manquante dans la loi a priori et disponible dans
I'observation.

Ecrivons cette quantité d’information dans le paramétrage =, u=z sera la mesure a priori
correspondante a pg dans le paramétrage = et fz sa densité. On a :

fo(0) = [Jacy(g)| f=(g9(7)),

ou |Jacy(g)| est le déterminant jacobien de g.

On note p(y) = /@p(y;@)du@(ﬁ) (resp. q(y) = /GQ(?J%TI)dNE(W))-

Ona:
/E log (f;:%g;)) dp=(nly)

— [ 1om atyn) D () ~ o (a0

K(palln).ie) = [ 1og( )du@ww). (15)

Effectuant le changement de variable n = g(#), on a :

ay) = / 1(: 9(6)) Paca(9)] F=(9(6))dNer (6) = p(y).

due(9)

On a également :

= /Qlog(Q(y;g(H)))%
= /@ log(p(y;e))p(y;

/ log (q(y;7m)) G dpz(n)
- q(y)
q

Ainsi :

K(pz(ly), p=) = K(po(.|y), o). (1.6)
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Cette quantité ne dépend donc pas du parametrage choisi.
Soit y1.x = (Y1, - .., yn) un échantillon de réalisations indépendantes de p(y; @) et

N
p(y1.n; 0) = H P(Yn; 0) sa vraisemblance. On définit la quantité d’information moyenne par :
n=1

Tutwe) = [ KlpolClyn) s )p(yss o O)dvyrn).

On va choisir comme mesure a priori une mesure maximisant cette quantité d’information.
L’expression d’une telle mesure, appelée mesure de Jeffreys, est donnée par la proposition
L2101 Considérons pour cela la matrice d’information de Fisher Iy () de p(y;6). Sous les
conditions d’interversion “dérivation” et “intégrale”, le coefficient (i, ) de Iy (0) vérifie :

0 0
(1O = Bo (g omp(:0) % - tosa(0))

52
= —E (&%ﬂj log p(Y; 9)) :

Proposition 1.2.1 (Forme des a priori de Jeffreys). Soient © un ouvert non vide de R¥,
{p(y;0) : 0 € ©} une famille de densités de probabilité sur Y par rapport a une mesure v, et
yi.nv = (Y1, ..., yn) un échantillon de p(y;0).
Si les conditions suivantes sont vérifiées :
— la loi a posteriori pe(.|y1.n) converge en loi, lorsque N tend vers l'infini, vers la loi
normale de R*, notée fio(.|y1.n), dont la moyenne est lestimateur du mazimum de

I 1 71
vraisemblance 0 = 0(y1.n) et dont la matrice de covariance est N []y (9)] ;

— pour tout compact K de ©, on a :

Nlim K(po(Jyin)s to(Jyi.n))p(yi.n; 0)due (0)dv(yi.n) = 0.
—+00 KxYN

Alors, il existe un entier N > 1 tel que pour tout n > N, la quantité
jﬂ(MQ) = / K(M®(|yln)> :U“@)p(ylna e)dMG(e)dV(yln)’
oOxyn

est mazimale pour la mesure peg de densité 0 — +/det Iy (0) par rapport d la mesure de
Lebesgue. Cette mesure est appelée mesure de Jeffreys.

Preuve.
Voir [47] pages 127-128. O

La mesure de Jeffreys maximise I'information manquante moyenne lorsque la taille de ’échan-
tillon est suffisamment grande, on la considérera donc comme non informative.

Montrons maintenant qu’une mesure de Jeffreys est transformée en une autre mesure de Jef-
freys par changement de paramétrage. Sachant que l'information de Fisher Iy (#) dépend du
paramétrage de la loi de Y, on notera cette matrice Iy g (resp. Iyz) lorsque la loi est pa-
ramétrée par © (resp. Z). Si 7 suit la loi de Jeffreys de densité n — /det Iy=(n) par rapport
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a la mesure de Lebesgue, alors en utilisant le théoréme de changement de variable, § = g=*(n)

suit la loi de densité § — y/det Iy=(g(f)) |Jace(g)|. De plus :

dlogp(y;0) dlogq(y;n = g(0))
891 5771
: = (Jaco(g))" : :
dlogp(y;0) dlogq(y;n = g(0))
00y, O

ou Jacy(g) est la matrice jacobienne de g. Ainsi :

Iye(0) = (Jaco(9))" Iv=(g(6))Jacs(g).

On en déduit que la loi de 6 est la loi de Jeffreys de densité 6 — \/det Iy g(f) par rapport a
la mesure de Lebesgue.

Nous verrons au chapitre [fl une autre fagcon d’introduire les mesures de Jeffreys ainsi que leur
relation avec les lois uniformes.

1.2.2 Lois a priori conjuguées

Définition 1.2.1 (Lois conjuguées). Soit {p(y;0) : 0 € ©} un modéle paramétrique. Une loi
a priori g appartenant a un modéle paramétrique est “conjuguée” a ce modéle si la loi a
posteriori (1(0]y) o< w(0)p(y; 0) appartient au méme modéle paramétrique que la loi a priori.

Le parametre de la loi a priori est couramment appelé hyperparametre. Lorsqu’on utilise les
lois conjuguées, la regle de Bayes revient a remettre a jour I’hyperparametre.
Le tableau [[.I] donne quelques exemples de lois conjuguées pour des familles de lois usuelles,

1G désigne 'inverse d’une loi gamma. Nous donnons dans ce tableau les lois a priori conjugées
N

et les lois a posteriori p(0]y1.n) o ,u(é’)Hp(yn; 0) correspondantes, ot y1.x = (y1,...,Yn) €st
n=1
un échantillon de réalisations indépendantes de p(y; 0).
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Famille paramétrique Loi a priori conjuguée Loi a posteriori
N
s + 'YZ Yn
Loi normale NVg(m, s), paramétre m w(m) ~ Ng(u, ) w(m|y1.n) ~ Nr n=l e
s+ N~ s+ N~
. N N 2b
Loi normale Ng(m, s), parametre s u(s) ~ IG(a,b) w(slyi:n) ~ IG | a+ o ~
2+bY  (yn —m)?
n=1
. . b
Loi exponentielle £(\) 1w(A) ~TI'(a,b) uw(Ayi:n) ~T | a+ N, ~
1+ bz Yn
n=1
N N
Loi bindémiale de parametre g € [0, 1] u(q) ~ B(a,b) w(qlyi.n) ~ B (a + Z Yn,b+ NK — Z yn>
n=1 n=1

TABLE 1.1 — Familles conjuguées de familles paramétriques et parametre de la loi a posteriori
fonction de celui de la loi a priori.

1.2.3 Modeéles a données latentes

Considérons un couple de processus Z = (X, Ys)ses ou Y est observable et X ne l'est pas,
chaque X prend ses valeurs dans un ensemble fini X = {w;,...,wx} et chaque Y, prend ses
valeurs dans un R-espace vectoriel de dimension finie. La réalisation y de Y représente donc
le signal observé et nous souhaitons estimer la réalisation = de X. Les valeurs prises par X
sont appelées “classes” ou “étiquettes” et la réalisation x est parfois appelée segmentation du
signal y. § est appelé 'ensemble des sites, il peut étre un sous-ensemble de N comme dans
le cas des chaines, un ensemble muni d’une structure d’arbre dans le cas des arbres ou un
sous-ensemble de ZP dans le cas des champs, il représente ainsi la structure “topologique” du
signal. Les deux processus sont liés par une densité de probabilité du type p(z,y;6), ou 0 est
le parametre du modele. La loi a posteriori p(z|y; #) représente la connaissance que 'on a sur
x a partir de 'observation y. Les modeles statistiques p(z, y; 0) seront choisis de facon a ce que
la loi a posteriori p(z|y; 0) soit calculable dans un temps raisonnable pour des processus de
“grande taille”. Par exemple, pour une image de taille 256 x 256 que 'on souhaite segmenter
en 2 classes, il existe 2256%256 ~ 2 x 10197 valeurs pour p(z|y; #). Dans le cas général, le calcul
de p(z|y; @) par la formule de Bayes est de complexité algorithmique trop élevée. Dans le cas
ou Z est choisi comme un vecteur a composantes indépendantes, p(z|y;6) = Hp(ms|ys; 0)

seS
et chaque p(z4|ys; @) ne prend que K valeurs, le calcul de p(z|y; 0) se fait tres simplement.

Cependant ce modele ne permet pas de prendre en compte les éventuelles dépendances au sein
des états cachés et des observations. Ainsi le modele devra étre choisi suffisamment simple
pour permettre le calcul rapide de la loi a posteriori, et suffisamment riche pour modéliser les
situations de dépendance les plus réalistes possible.

Remarque : Dans la démarche bayésienne classique, il est courant de se donner la loi a
priori p(z; 0) qui représente les dépendances au sein du processus caché et la loi d’attache aux
données p(y|x;0), ainsi p(x,y;0) = p(x;0)p(y|x; ). Cependant, comme nous le verrons, se
donner directement la loi jointe p(x,y;#) permet de modéliser des situations de dépendance
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plus complexes.
Donnons quelques exemples de modeles a données latentes, on omettra le parametre . Dans
les modeles présentés, on prendra S = {1,..., N} et on notera z;.y la réalisation de Z.

Mélange indépendant

Soit S = {1,...,N} et considérons les variables Z, = (X,,Y,) indépendantes. Nous
avons :

p(zin) = [ [P0, ya) = [ [ p(@a)p(ynlen).

Chaines de Markov cachées a bruit indépendant

La loi jointe p(z1.5) est donnée par :
N-1
p(z1n) = p)p(uiles) [ [ p@asaln)pUns [ Tnsa),

n=1

ainsi :

=

-1

—

— p(x1.n) = p(x1) | | p(xni1|zn), soit X est une chaine de Markov ;

1

=3

- P(y1:N|1'1:N) = p(yn|17n)

n=1

Chaines de Markov couples

La loi jointe p(z1.n) est donnée par :
N
p(z1:n) = p(z1,y1) Hp(il?n+1> Ynt1|Tn, Yn)-
n=1
Dans ce modele, X n’est plus obligatoirement une chaine de Markov, les variables aléatoires Y,,
ne sont plus obligatoirement indépendantes conditionnellement a X et I’égalité p(y,|z1.n) =
P(Yn|zn) n'a plus obligatoirement lieu. Nous reviendrons sur ce modele au chapitre (Bl

Chaines de Markov triplets

Dans les chaines de Markov triplets, nous introduisons un troisieme processus U, dit pro-

cessus auxiliaire, tel que le triplet (X, U,Y") soit une chaine de Markov. Ce modele généralise
celui des chaines de Markov couples; une chaine de Markov couple est une chaine de Markov
triplet telle que U = X. De plus, si on note V' = (X, U), le processus (V,Y') est une chaine
de Markov couple; ainsi les algorithmes d’inférence bayésienne étudiés au chapitre 2 dans le
cas des chalnes couples restent utilisables dans les chaines de Markov triplets.
Comme nous le verrons dans les chapitres suivants, U peut avoir différentes interprétations.
I1 peut modéliser la non stationnarité de X [65] [68], ou la semi-markovianité, auquel cas U,
est le temps de séjour restant pour X dans la valeur z,, [6§]. D’autres interprétations de U
sont présentées dans [1l, 2, 22, 24] [65]. Ce modele est particulierement riche car aucune des
chaines X, U, Y, (X,U), (X,Y) ou (U,Y) n’est nécessairement une chaine de Markov.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les notions classiques de l'inférence bayésienne.
L’approche classique de l'inférence bayésienne consiste a se donner une loi a priori sur un
parametre ou une réalisation cachée que l'on veut estimer. Cette loi a priori représente la
connaissance avant toute expérience sur le parametre. L’estimateur de ce parametre inconnu
est ensuite choisi selon un critere d’optimalité en se donnant une fonction de perte. Le choix du
critere d’optimalité dépend de la nature du probleme considéré, ce qui confere aux méthodes
bayésiennes une grande souplesse. Nous avons introduit, dans une deuxieme section, le choix
de la loi a priori. La loi a priori peut étre choisie conformément a la connaissance que l'on a
sur le parametre ou la réalisation cachée. Ainsi, si on ne dispose d’aucune connaissance, on est
amené a considérer des mesures a priori non informatives telles que les mesures de Jeffreys.
La forme de la loi a priori peut étre également choisie de fagon subjective, de fagon a pouvoir
calculer facilement la loi a posteriori. C’est le cas notamment des lois a priori conjuguées, mais
c’est aussi le cas de certaines lois p(z) dans les modeles a données latentes. Cependant, comme
nous ’avons vu aux travers des exemples des chaines de Markov couples et triplets, se donner
la loi jointe p(z,y) au lieu de se donner la loi a priori p(z) et la loi conditionnelle p(y|z)
permet de considérer des situations de dépendance plus complexes. Cette loi jointe devra
étre choisie suffisamment simple de fagon a pouvoir calculer facilement la loi a posteriori
p(z|y) grace aux algorithmes que nous verrons au chapitre suivant. Elle devra également étre
choisie suffisamment riche de facon a modéliser une gamme variée de comportement. Nous
verrons au cours de cette these différents modeles a données latentes, dont certains originaux,
pour lesquels la loi a posteriori est calculable, ce qui rend possible 'utilisation des méthodes
bayésiennes de recherche du processus caché z.



Chapitre 2

Inférence bayésienne dans les modeles
de Markov cachés

Dans ce chapitre, nous détaillons I'estimation des parametres et des états cachés dans
certains modeles a données latentes classiques. Dans toute la suite, on considere un modele
paramétrique {z — p(z;0) : € ©} pour le couple de processus Z = (X,Y) = (Xu, Yo)ues,
ou S est un ensemble fini de sites. Dans un modele a données latentes, nous observons y une
réalisation de Y, et nous devons estimer x la réalisation cachée du processus X. Le modele
paramétrique représente la relation probabiliste entre la réalisation cachée et 1’observation.
La réalisation z de X sera estimée a partir de la loi a posteriori p(x|y;6) selon un critere
d’optimalité déterminé par une fonction de perte L. Dans la suite, chaque X, prendra ses
valeurs dans un ensemble fini X = {wy,...,wk} et chaque Y, dans un R-espace vectoriel )
de dimension finie. Nous nous limiterons aux cas ou z — p(z;6) est une densité par rapport
a la mesure produit (v ® Ay)®l, ot v est la mesure de décompte sur X' et Ay est la mesure
de Lebesgue sur Y. Les fonctions de perte que nous utiliserons sont :

L L(z, &) =Y Iz, # &)

ueS
2. L(z,z) = I(x # ),

ou I(A) =1 si A est vraie et 0 sinon.
Pour la premiere fonction de perte, I'estimateur obtenu est celui du “Maximum des Marginales
a Posteriori” (MPM). Il est défini par (Zarpar), = arg max p(z,|y; 6) pour tout u € S. Pour

la seconde fonction de perte, 'estimateur bayésien est celui du “Maximum A Posteriori”
(MAP), défini par Ty ap = argmax p(z|y). Dans le cas général, le calcul des estimateurs du
x

MPM et du MAP nécessitent de connaitre toutes les probabilités a posteriori p(z|y; @), soit
K8 valeurs. Comme nous le verrons, lorsque le modele est suffisamment simple, il existe des
algorithmes permettant le calcul du MPM et du MAP méme pour des ensembles d’indices
tres riches, pouvant dépasser un million d’éléments. Ces algorithmes, appelés algorithmes
d’inférence bayésienne, s’appuient sur la factorisation de la loi p(z;#). Nous introduirons la
relation entre factorisation et dépendances au travers des modeles graphiques. Dans un second
temps, nous aborderons les algorithmes d’inférence bayésienne dans les cas plus spécifiques des
chaines et des arbres de Markov couples [39, 67, (68, 811 [96, [98]. Pour finir, nous présenterons
dans cette section deux algorithmes d’estimation du parametre 6 : I'algorithme “Expectation
Maximisation” (EM) et l'algorithme “Iterative Conditional Estimation” (ICE). Le premier

23
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est parmi les méthodes les plus utilisées dans les modeles de Markov cachés. Le deuxieme, que
nous retiendrons dans la suite de notre these, se préte mieux aux divers modeles généralisant
les chaines de Markov cachées proposés dans notre manuscrit.

2.1 Algorithmes d’inférence bayésienne et modeles gra-
phiques de dépendance

Les modeles graphiques de dépendance abordés dans cette section sont détaillés dans
[59, 60 [70].

2.1.1 Graphes de dépendance non orientés et markovianité

Nous appelons graphe un couple G = (S, ), ou S est un ensemble fini et £ est un sous-
ensemble de § x S. L’ensemble S sera appelé ensemble des sommets ou sites du graphe et
& l'ensemble des arétes. Le graphe sera qualifié de non orienté lorsque pour (u,v) € &, le
couple (v, u) appartient aussi a &, il sera qualifié d’orienté dans le cas contraire. Les graphes
considérés par la suite seront non orientés. Dans un graphe non orienté, il existe une aréte
entre u et v si (u,v) € &, on dira alors que v (resp. u) est voisin de u (resp. v). L’ensemble
des voisins de u sera noté V), et appelé voisinage de u. On dira qu’il existe un chemin entre
et v §’il existe des sites uq,...,u, et des arétes entre u et uy, u; et us, ..., u, et v. On dira
alors que le chemin de u a v passe par u; pour k € {1,...,n}. Deux ensembles de sites a et
b sont séparés par un ensemble de sites ¢ si tout chemin d’un site de a vers un site de b passe
par au moins un site de c¢. Un sous-graphe ¢ de G est une clique si et seulement si :

— ou bien il existe un sommet u tel que ¢ = ({u}, {(u,u)}), c est alors appelé “singleton”

et sera noté par abus ¢ = {u};
— ou bien deux sommets de ¢ sont deux sommets mutuellement voisins dans G.

Markovianité et graphes de dépendance

Soit G = (S, &) un graphe non orienté et soit Z = (Z,)uecs un ensemble indexé par S de

variables aléatoires, qui sera appelé “champ aléatoire”, a valeurs dans Z = H Z, muni d’'une
uesS

mesure de référence vz = ® vz,. On distingue trois types de dépendance pouvant se déduire

u€eS
de la lecture d’un graphe :

— la markovianité par paires;
— la markovianité globale;
— la markovianité locale.

Définition 2.1.1. Soit G = (S, &) un graphe et Z = (Z,)ues un champ aléatoire. Z satisfait
wis-a-vis du graphe G :

— la propriété de markovianité par paires si pour tous sites u et v, s’il n’existe pas d’aréte
entre u et v, alors Z, et Z, sont indépendantes conditionnellement a [’ensemble de
variables aléatoires {Z, : t ¢ {u,v}};

— la propriété de markovianité globale si pour trois sous-ensembles a, b et ¢ non vides et

disjoints de S, si c sépare a et b, alors les ensembles de variables aléatoires Z, = (Z;),.,
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et Zy = (Zy) e, sont indépendants conditionnellement a l’ensemble de variables aléatoires
Ze = (Zi)ec i
— la propriété de markovianité locale si pour tout w de voisinage V,, les ensembles de
variables aléatoires {Z,} et {Z, : v # u,v ¢ V., } sont indépendants conditionnellement
a l’ensemble de variables aléatoires {Z; 1t € V, }.
Lorsque le champ aléatoire Z satisfait la propriété de markovianité par paires vis-a-vis du
graphe G, G est appelé graphe de dépendance de Z.

Remarque : Il est important de noter que, sous I’hypothese de markovianité globale, Z, et
Zy peuvent étre indépendants conditionnellement a Z,. sans que ¢ ne sépare les ensembles a
et b.

Proposition 2.1.1 (Equivalence des markovianités). Soit Z = (Z,)ues un champ aléatoire
indexé sur l’ensemble fini de sites S d’un graphe G et a valeurs dans un ensemble mesurable
Z = H Z, muni d’une mesure de référence vz = ® Vz,.

ueS ueS
—- St Z satisfait la propriété de markovianité globale vis-a-vis de G, alors il satisfait la

propriété de markovianité locale vis-a-vis de G ;
— st Z satisfait la propriété de markovianité locale vis-a-vis de G, alors il satisfait la
propriété de markovianité par paires vis-a-vis de G.
Soit p la densité de Z par rapport a vz. Sip(z) est strictement positif pour tout z € Z, alors
les trois markovianités sont équivalentes.

Preuve.
Voir [70] pages 32-33. O

Nous donnons ci-apres les deux exemples les plus couramment utilisés de modeles markoviens.
Lorsque I'ensemble S est un sous-ensemble de N, les champs aléatoires seront qualifiés de
“chaine” ou “processus”.

Exemple 2.1.1 (Chaine de Markov). Un processus Z = (Z,)1<n<n est une chaine de Markov
si pour tout n > 1, les ensembles {Zy : k < n} et {Zy : k > n} sont indépendants condition-
nellement & Z,.

F1GURE 2.1 — Graphe de dépendance d'une chaine de Markov.

Considérons le processus marginal Z1.x = (Z,)1<n<n. Comme (Zy,...,Zn_2) et Zy sont
indépendants conditionnellement a Zy_1, alors :

P(ZLN) = P(leN—l) X P(ZN|2’1> cee ZN—1) = P(leN—l) X p(ZN|ZN—1)-
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En réitérant le raisonnement pour le processus marginal Z;.y_1 puis pour Z;.y_» et ainsi de
suite, on en déduit :

N
p(z1n) = p(21) Hp(znﬂ\zn) pour tout N > 1.

n=1

Exemple 2.1.2 (Champ de Markov sur Z?). Soit G = (§,€) un graphe tel que S =
{1,...,M} x{1,...,N}. Un champ aléatoire Z est un champ de Markov sl satisfait la
propriété de markovianité locale vis-a-vis de G.

Si les voisins d'un site (m,n) sont les sites (m +1,n), (m—1,n), (m,n+1) et (m,n—1), on
obtient le graphe représenté a la figure 2.2]

FIGURE 2.2 — Graphe de dépendance d’'un champ de Markov par rapport aux quatres plus
proches voisins.

2.1.2 Factorisation d’une loi selon un graphe

Nous précisons dans cette sous-section les liens entre la markovianité globale d’'un champ
aléatoire et la factorisation de sa loi.

Définition 2.1.2 (Factorisation d’une distribution). Soit Z = (Z,)ues un champ aléatoire

indexé sur l’ensemble fini des sites S d’un graphe G et a valeurs dans Z = H Z,, muni de
ueS

la mesure de référence vz = ® vz, . La densité p de la loi de Z = (Z,)ues par rapport a la

uesS
mesure vz se factorise selon le graphe G = (S, &) si elle s’écrit :

p(z) = [ fe(z0),
ceC

ou C est l’ensemble des cliques du graphe et pour toute clique ¢, f. est une fonction de
H Z, dans RT.
u site de ¢

Proposition 2.1.2. Si la distribution de Z se factorise selon le graphe G, alors Z satisfait
la propriété de markovianité globale vis-a-vis de ce graphe.
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Preuve.
Voir [70]. O

La réciproque de cette proposition est donnée par le théoreme d’Hammersley-Clifford. Rap-
pelons tout d’abord la définition d’un champ de Gibbs.

Définition 2.1.3 (Champ de Gibbs). Soit G = (S,&) un graphe et soit C l’ensemble de ses
cliques.

Un champ aléatoire Z = (Z,),cs est un champ de Gibbs vis-a-vis du graphe G = (S, &) s’il
existe une famille d’applications a valeurs réelles appelée “potentiel de Gibbs” {¢.: c € C}
telle que la densité de sa lot par rapport a une mesure de référence s’écrit :

Si Z est un champ de Gibbs, alors il se factorise selon le graphe considéré.

Théoréme 2.1.1 (Théoreme d’Hammersley-Clifford). Soit Z = (Z,)ues un champ aléatoire
indexé sur l’ensemble de sites S d’un graphe G et a valeurs dans un ensemble mesurable
Z = H Z, muni d’une mesure de référence vz = ® vz, . Soit p la densité de Z par rapport
. ueS u€eS

avz.

St Z est un champ de Gibbs vis-a-vis de G, alors il vérifie la propriété de markovianité globale
ws-a-vis du graphe G.

Si p(z) est strictement positif pour tout z € Z et si Z satisfait la propriété de markovianité
locale, alors Z est un champ de Gibbs pour le graphe G.

Preuve. Pour la preuve, voir [54]. O

Ainsi, sous la condition de positivité de la loi de Z, nous avons ’équivalence entre les quatres
propriétés :

— la loi de Z se factorise selon le graphe G ;

— la loi de Z satisfait la propriété de markovianité globale;

— la loi de Z satisfait la propriété de markovianité locale ;

— la loi de Z satisfait la propriété de markovianité par paires.

2.2 Algorithmes d’inférence bayésienne dans les modeles
de Markov couples

Nous présentons les algorithmes d’inférence bayésienne dans le cas des chaines et des arbres
de Markov couples. Un champ aléatoire Z = (X, Y, )ues est une chaine de Markov couple si
S ={1,...,N} etsile processus Z est une chaine de Markov. On notera alors x1.y et y1.y les
réalisations respectives de X et de Y. Les algorithmes d’inférence étudiés dans cette section
utilisent la factorisation de la loi selon son graphe de dépendance. Il permettent ainsi, comme
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nous allons le voir, le calcul rapide des estimateurs du MPM et du MAP. Le modele de Markov
couple généralise le modele classique de Markov cachées a bruit indépendant [81], (96] [99] [104].
Il permet de modéliser certaines situations ne pouvant pas étre prises en compte par ce der-
nier. Par ailleurs, I'égalité p(y,|r1.n) = p(yn|z,) n’a pas toujours lieu dans les chaines couples.
Les chaines de Markov cachées a bruit indépendant étant des chaines couples particulieres,
les algorithmes d’inférence bayésienne peuvent étre encore utilisés dans les chaines de Markov
cachés a bruit indépendant.

2.2.1 Algorithme de Baum-Welsh

Soit Z = (X,, Yn)neq1,...ny une chaine de Markov telle que chaque X, prend ses valeurs
dans X = {wy,...,wk} et chaque marginale Y,, prend ses valeurs dans un espace vectoriel
de dimension finie ). L’algorithme de Baum-Welsh permet de calculer les lois a posteriori
p(Tnlyin) et p(xn, Tni1|yiy) & partic d'un échantillon observé y;.x de Y. Nous allons voir
dans cette sous-section deux algorithmes de Baum-Welsh. La premiere version est la plus
classique; elle est toutefois sujette a des problemes numériques. La deuxieme version, dite
“conditionnelle”, permet d’éviter ces problemes.

Algorithme de Baum-Welsh classique

L’algorithme de Baum-Welsh est constitué de deux étapes. La premiere, appelée “étape
directe”, consiste a calculer les sommations successives Z p(zrn, y1.8) pour k de 1 an et dans
Tk
la seconde, appelée “étape rétrograde”, on calcule les sommations successives Z P(Tneks Y1:N)
Tk
pour k de N an+ 1. On obtient ainsi les quantités p(x,, Tp11, y1.n) €t p(Tn, y1.n). Comme Z
est une chaine de Markov, les étapes directes et rétrogrades s’écrivent facilement.

1. Etape directe :
— initialisation : aq(z1) = p(z1,y1) ;
— itération pournde la N —1:

O4n-i—1(37n-i-1) - Zan(zn)p(zn+1>yn+l|$n>yn)' (21)

Tn

2. Etape rétrograde :
— initialisation : fy(zy) = 1;
— itération pour n de N a 2 :

ﬁn—l(xn—l) = Zﬁn(xn)p(xmyn|xn—layn—1)- (22)

Finalement, on a :
= p(@n|yrn) o< p(Tn, Y1:8) = @n(20) Bn(Tn) ;
- p(:L’n, $n+1|yl:N) 0.8 p(ll'n, Tn+1, yl:N) = an(xn)ﬁn+l(zn+l)p(xn+l> yn+1|$n> yn) ;

ﬁn 1(xn 1)
— p(xn+1|xmy1;zv) = WP(%@H, yn+1\$m yn)-
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Algorithme de Baum-Welsh conditionnel

L’algorithme de Baum-Welsh conditionnel a été proposé par P. Devijver dans le cas des
chaines de Markov cachées classiques dans [40] et généralisé aux chaines couples par S. Der-
rode dans [39]. Comme v, (z,,) = p(Zn, Y1.n) €t Bn(Trn) = P(Ynt1.N|Tn, Yn) ; ainsi, si le processus
Y est a valeurs réelles, et si n est suffisamment grand, o, (z,) devient tres petit. De méme si
n est suffisamment petit par rapport a N, 3,(z,) devient tres petit. Ainsi, lorsque 1'on pro-
gramme l'algorithme de Baum-Welsh de cette facon, on rencontre des problemes numériques
car I'ordinateur considere comme nulle les valeurs trop petites. Afin de remédier a ce probleme,
nous modifions I'algorithme de Baum-Welsh en divisant les quantités ay,(x,) et (5,(z,) par
des quantités du méme ordre de grandeur.

On pose :

i) = )

p(ym) = p(xn\ylm),

X, étant a valeurs finies, cette quantité ne pose aucun probleme numérique. On a alors
(%) B (T0)

. Comme p(z,|y1.n) ne
p(yn+1:N|y1:n>

p(xnvylzN) = p(yln)&n(xn)ﬂn(xn)a ainsi p(xn|y1:N) =

pose aucun probléeme numérique, on pose :

B (xn) _ ﬂn(xn) _ p(yn—l—l:N‘xnu yn) '
PUnt1:NY1n)  PYnt1:N|Y1n)
L’algorithme de Baum-Welsh modifié s’écrit :

1. Etape directe :
— initialisation : &;(x1) = p(x1|y1) ;
— itération :

P(Yn+1|y1m)

T

_ 1 _
O4n-i—1(37n-i-1) = Z an(xn)p(xn-i-la Yn+1 |$n> yn)> (23)

et

PWnr10) = DY n(@0)p( T Yot [T Yn)

In4+1 Tn

2. Etape rétrograde :
— initialisation : fy(zy) = 1;

— itération :
Z/én-i-l(xn-i-l)p(xn—i-la Yn+1 |1L'n, yn)
Bo(,) = 2t : (2.4)
DD dnl@n)p(@nit Ynra|Tn, yn)
Tn+1l Tn
On a ainsi :

- p($n7 xn+1|y1:N) X O}n(xn)ﬁn—l—l ($n+1)p<1’n+17 yn+1|xn7 yn) ;
ﬂn—l—l(xn—l—l)

~ p(zn+1>yn+l|xna yn)
B ()

- p(xn+l|$n> yl:N) X
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2.2.2 Algorithme de Viterbi

L’algorithme de Viterbi permet de calculer 'estimateur du MAP de maniere itérative et
rapide. Soit Z = (X,,, Y)neq1,..,ny une chaine de Markov couple.

— Initialisation :
In(zn-1) = arg IE%XP(ZBN>?/N|93N—1,?JN—1) ;
et
Un-i(rn-1) = H;%XP(IN,?JN\SCN—hyN—ﬁ ;
— Itération (étape rétrograde) pour nde N —1 a1l :

i‘n(l’n—l) = arg max [p(xna yn‘xn—la yn—l)wn (xn)] ;

In

et
VYn-1(Tn-1) = I%%X [P(Zns Yn| Tn1, Yn—1)Pn(20)] ;
— Etape directe :
(Zrmap) = arg H}E?XP(xl,yl)@bl(ZEl) et (Tarar)nt1 = Tni1((Trvrap)n)-

On obtient ainsi, apres les étapes “rétrograde” et “directe”, Ty 4p maximisant p(z1.n|y1.n)-
Dans [39], il est également proposé un algorithme de Viterbi conditionnel afin d’éviter les
problemes numeériques.

2.2.3 Algorithme de Baum-Welsh adapté aux arbres de Markov

Soit & un ensemble fini de sites. Soit Si,...,Sp une partition de S telle que S; = {1},
|S1] < [Sa| < ...|Sp|. A chaque u € S pour k # 1, il existe un unique élément noté p(u)
dans Sj_1. Cet élément est appelé parent de u. Les éléments v tels que u soit parent de v sont
appelés fils de u, on note c(u) leur ensemble. Les voisins d’un site u sont le site parent p(u)
et 'ensemble des fils ¢(u). L’ensemble € des arétes est I’ensemble des couples (u,v) tels que
u € ¢(v) ouv € ¢(u). Un champ aléatoire Z = (Z,)ues est un arbre de Markov si son graphe
de dépendance est (S, E); sa distribution s’écrit alors :

p(2) = p(21) Hp(zu‘zp(u))’

u#l

Considérons Z = (X, Y, )ues un arbre de Markov couple. Comme pour les chaines couples,
les arbres de Markov couples généralisent les arbres de Markov cachés dans lesquels le champ
caché X est un arbre de Markov. Dans [94], on donne des conditions pour qu'un arbre de
Markov couple soit un arbre de Markov caché.

L’algorithme de Baum-Welsh dans le cas des arbres se déroule en deux temps appelés “récursion
ascendante” et “récursion descendante” et fonctionne de la maniere suivante.
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FIGURE 2.3 — Graphe de dépendance d’un arbre de Markov.

1. Etape ascendante :
— initialisation :
Pour u € Sp, fyu(z,) = 1;
— itération pour kde P—1a1l:
Pour u € S et t € c(u), Beu(xy) Zﬁt ) p(Te, Ye| Ty Yu) €8 Bu(y) H Bru(T)-

tec(u)
2. Etape descendante :
— initialisation :
a1(z1) = p(r1, 1) ;
— itération pour k de 2 a P :

Pour u € Sk, ay(zy) Z Qp(u) CCp(u %p(%’yum)(u)ayp(u))-
w,p(u) \ L p(u

Tp(w)
La distribution p(z|y) est également une distribution markovienne et on a :
)p(xu, yU‘xp(u)v yp(U))'

ulTy
p(xu|$p(u)7 y) ﬁ (l’
u,p(u) \ L p(u)

La version conditionnelle de I’algorithme de Baum-Welsh dans le cas des arbres figure dans
[49].

Nous n’étudierons pas les modeles d’arbre de Markov dans cette these. En revanche, tous
les modeles de chaines abordés dans cette these peuvent se généraliser au cas des arbres.
Dans la section suivante, nous abordons ’estimation des parametres d’'un modele a données
latentes p(z;6).

2.3 Estimation des parametres

2.3.1 Algorithme EM

L’algorithme “Expectation Maximisation” (EM) est parmi les plus utilisés pour estimer
les parametres d’une chaine de Markov cachée ; ainsi que ceux de différents autres modeles a
données latentes. Cet algorithme est issu des travaux de A. P. Dempster, N. M. Laird et D. B.
Rubin [38] sur I'estimation par maximum de vraisemblance a partir de données incompletes.
Nous allons exposer dans cette sous-section l'algorithme EM dans sa généralité puis nous
détaillerons 'algorithme EM dans le cas des chaines de Markov cachées a bruit indépendant
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de type exponentiel.

On considere un couple de processus (X,Y) = (X, Y. )ues tel que chaque X, soit a valeurs
dans X = {wy,...,wk} et chaque Y, a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie ).
On notera p(z,y; 6) la distribution de (X,Y’) de parametre . Nous observons la réalisation y
de Y et nous devons estimer le parametre 6.

Soit

Q(0]6,) = By, (log (p(X,y;0) [y) = Y _ log (pl, y; 0)) plx|y; 6,), (2.5)

zeXIS|

I’espérance sachant Y = y de la log-vraisemblance en données completes lorsque le parametre
vaut 0,. Le but de I'algorithme EM est de construire une suite (6,),en telle que :

log (p(y; 04+1)) > log (p(y;0,)) -
On a:

log (p(y; 0)) = Q(616,) — > log (p(x|y; 0)) p(=|y; b,).

zeX|S|

La fonction 6 — Z log (p(x|y; 0)) p(x|y; 6,) est maximale pour § = 6,, soit :

zeXx ISl
> log (plaly: 0)) plaly: 0) < > log (plly: 0,)) p(zly; 6,)-
zeX|SI zeX|S|
Ainsi
log (p(y:0)) > Q(010,) — Y _ log (p(xy; 6,)) p(xly; 0,).

xeXIS|

et donc si 0,11 = argmax Q)(0]6,), on en déduit :

log (p(y; 0g1)) = Q(644116,) — Y log (p(xly; 6,)) p(|y; 6,),

ze XIS

> Q6410,) — Y log (p(xly; b)) plly; 65) = log (p(y; 6,)) -

ze XIS

L’algorithme EM fonctionne de la maniere suivante :
— étape E (Expectation) :
calcul de Q(0)6,) = Eq, (log (p(X,4;0)) y);
— étape M (Maximisation) :
maximisation de 6 — Q(6]6,).
Il suffit en fait de choisir 6,41 tel que Q(6,41|0,) > Q(6,|6,) pour avoir log (p(y;8,41)) >
log (p(y;6,)). L’algorithme est alors appelé “Generalized Expectation Maximisation” (GEM).
Dans [79], on peut trouver d’autres versions de 1'algorithme EM. Parmi celles-ci, on peut citer
'algorithme “Stochastic Expectation Maximisation” (SEM) [20] 29] qui est une version sto-
chastique de I'algorithme EM. L’objectif de I'algorithme SEM est d’éviter la convergence de
la suite (0,),en vers un maximum local de § — log (p(y; #)) en introduisant une perturbation
stochastique.
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Donnons maintenant un exemple illustrant le fonctionnement de 1’algorithme EM. On considere
une chaine Markov cachée (X,Y) = (X, Y,)1<n<n classique avec la distribution :

2

p(SCl;N,yl;N) y1‘$€1 H $n+1‘$€n yn+1‘xn+1)

Prenons le cas particulier o ) = R et p(y,|z, = w;) est une loi de type exponentiel de
parametre fonctionnel a et de parametre scalaire \;, les détails sur les modeles exponentiels
sont donnés au chapitre [4 Nous avons :

P(Unltn = w;) = ﬁ exp (\jalg)), avec /y exp (\ja(yn)) dy = Z(;).

Le parametre 6 que I’on cherche & estimer a pour composantes les parametres de p(z1.y), qui
sont la loi initiale p(x1) et la transition p(x,1|z,) que I'on supposera indépendante de n, et
le parametre A; de p(yn|z, = w;), également supposé indépendant de n.

Considérons I'étape E (on omettra le parametre 6 par mesure de simplicité).

On a:

log (p(X, y1.v)) = log (p(X1)) +Zlog Xnp1] X))

+ Zlog (Yn] Xn)) -

Ainsi, en intégrant sous la loi a posteriori p(x1.x|y1.n; 6,) et sachant que les quantités
p(Zps1 = wj|x, = w;) ne dépendent pas de n, on a :

K

QO16,) = > log (p(x1 = w;)) plar = wjlyr.; b,)

J=1

K K
¥ Z Z 108 (41 = sl = 1)) Pltn = 4, Bass = 3l 0)

+ lOg yn|$n = ))p(zn = wj|y1:N; eq)

L’étape M consiste alors a maximiser cette quantité. On notera p(x1;0,41), P(Tnt1|Tn; Og+1)

la loi initiale et la transition de X sous le parametre 6,1 et A1 ; les parametres de

P(Yn|®n = wj; 0441). Les composantes de 0,11 sont alors les K valeurs (p(z1 = wj; 0g41))jef1,... K}
les K valeurs (p(wn11 = Wjltn = wis 0g41)) @ jyeqr. iy et les K valeurs (A1) eq, ...k} Nous

devons maximiser chacun des trois termes de la somme. La quantité

Zlog (p(x1 = wy)) p(z1 = wily1n; 0)

=1

est maximale pour :

P(l”l = Wy; 9q+1) = p(il?l = Wj|ylzN; 9q)-
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Soit i € {1,..., K}, la quantité

N-1
Z log (p(Tn+1 = wjlTn = wi)) p(Tn = Wi, T = wjy1:n; 0y)
n=1

K
j=1
K
j=1

N-1
log (p(zn+1 = wjlan = wi)) Z p(Tn = wi, Tns1 = wj|y1n; 0g)
n=1
est maximale pour :
N-1
ZP(% = Wj, Tn1 = w;lY1.n; 0y)
n=1
P(Tnt1 = wj|Tp = wi; Og41) = N_1
Zp(xn = wily1.n: 0g)
n=1

L’algorithme EM nécessite de connaitre les probabilités a posteriori p(z, = w;|lyi.n;0,) et
P(Tn = Wi, Tnt1 = wj|y1.n; 0,) qui sont calculées par I'algorithme de Baum-Welsh.
Il reste la maximisation du dernier terme. Dans le cas des modeles exponentiels, I’étape M et

la maximisation de la vraisemblance sont analogues.
1
En effet, soit y;.y un échantillon d’une loi de type exponentiel de densité p(y; \) = m exp(Aa(y)),

alors I'estimateur du maximum de vraisemblance Ay (y1.x) est solution de 1’équation de vrai-
semblance :

log (Z

ZIH

o\

N
La maximisation de chacune des quantités

Zlog (Ynlzn = wj)) p(2n = wjly1:v; 0,) =

N N
—log (Z(\) Y p(xn = wjlyrn; 0 Z = wjlyr.n; 0g)-
n=1 n=1
se fait en résolvant les équations :
0 1 al
a)\ 1Og (Z()‘ )) =N X Za(yn)p(xn = wj|y1:N; 6)q)
ZP(% = wj|y1:N§ 9q) =
n=1

Considérons les exemples suivants de modeles exponentiels, avec les équations de vraisem-
blance correspondantes.
— Loi exponentielle standard de densité sur R* donnée par p(y) = Aexp (—Ay).

1 "
Ona Z(\) = X et a(y) = —y, ainsi l'estimateur du maximum de vraisemblance Ay et
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I'estimée A\,yq; sont donnés par :

. N
MV : )\MV = N .
D _n
n=1
N
Zp(xn - wj|y1:N; eq)
EM : )\q+1,j = n=1

N
> np(wn = wilyrn; by)
n=1

— Loi normale Ng (m,s), les estimations de la moyenne et de la variances sont données

par :
( 1 N
myv = NZyTu
MV : - n=1
L A 2
\ SmMv = N;(yn - mMV) )
( N
D yap (@ = wjlyr; by)
Mgt1j = " ,
Zp(xn = wj|y1:N; Hq)
EM : N n=1
Z(yn - mq+l,j)2p(xn = wj|y1:N; eq)
Sqr1j = n=1 N
Zp(xn - wj|y1:N; Hq)
\ n=1 1
— LoiT'(a, b) de densité sur R* donnée par p(y; a, b) = Wy“_l exp <—%) , le paramétrage
a a

canonique est donné par :

aly) = (bg(y) )

-y

a—1 A
wn = (1) (38)
et log (Z(\) = log (C(A® +1)) — (AW + 1) log(A®).

Ainsi :
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p

P\ 1) — log(Apy) = Zlog (n),

MV : L)
)\MV —|— 1 Zy

Z log(yn)p(zn, = wjly1:n; 6y)
WO, + 1) —log(A, ) = "= :
Zp(:)sn = wjlyi:n; bq)

EM : N n=1

. > ynp(@n = w;ilyrn; 6y)

)\I(I-Bl,j + ]' _ n= l

eN !
B ZP = w;jly1.n; Og)

ol 9 est la fonctlon digamma, dérivée logarlthmlque de la fonction I' (voir Annexe [A]).
Si on exprime ces équations avec le paramétrage (a,b), on trouve :

p

Y(anv) +log(buv) = Z log(yn),
MV :
\ anvbyy = N;yn’
( N
Z log(yn)p(xn = Wj|y1:N§ Hq)
P(ag+1,5) +log(bgt1,5) = n=t N ,
> p(n = wjlyrni b,)
EM : N n=1
Zynp(xn = wj|y1:N; eq)
n=1

Ag+1,j0g4+1,5 =

Zp(xn - wj|y1:N; eq)
n=1

Malgré l'intérét indéniable de l’algorithme EM et son tres bon comportement dans nom-
breuses situations réelles, notons qu’il présente également des faiblesses qui vont en partie
motiver 'utilisation de 'algorithme ICE. Tout d’abord, la suite (6,),en construite par EM ne
converge pas obligatoirement vers le maximum global de la vraisemblance de Y et il n’existe
pas de théoremes généraux donnant des conditions d’une telle convergence. De plus, I'étape

de maximisation peut étre délicate, notamment dans certains modeles comprenant des lois I'
ou K.
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2.3.2 Algorithme ICE

Soit Z = (X, Yu)ues un modele a données latentes tel que chaque X, prend ses valeurs
dans l'ensemble fini X = {w1,...,wk} et chaque Y, dans un espace vectoriel de dimension
finie V. Soit @ = (61, ...,0;) € R¥ le parametre de p(z;6). Pour utiliser ICE, on a besoin de
deux conditions :

— lexistence d’un estimateur 7' = (71, ..., T}) explicite a partir des données compleétes;

— la possibilité de simulation, pour tout 0, de X selon p(z|y;0).

L’algorithme ICE est itératif et fonctionne de la maniere suivante :

1. donnée d’un parametre initial 6 ;

2. a partir de 6, on calcule :

9‘1+17j = qu (T‘](Xa y)|y) s

pour les composantes T pour lesquelles ce calcul est possible. Pour les autres compo-
santes T3, on pose :

L
> T y)
I=1
Og41, = — 71
ot 21, ...,z sont simulés selon p(z|y;6,).

Nous voyons que ICE fonctionne sous des hypotheses tres faibles et il n’existe pas de probleme
de maximisation. Notons que 'estimateur T peut étre ’estimateur de vraisemblance ou pas.
Soit Z = (X, Yy)1<n<n une chaine de Markov cachée a bruit indépendant de distribution :

N—1
P(!L"l:N, yl:N) = p(Il)p(yﬂ!El) H P($n+1|$n)P(yn+1|$n+1)-
n=1

On supposera dans cet exemple que p(y,|z, = w;) est la densité dune loi I'(a;, b;) :

p(yn|$n = W') = ! a; a5 =1 exXp <_y_n) .
J P(CI;j)b-J " bj

J

Nous supposerons que la chaine X est stationnaire et réversible, ainsi p(x,, = w;, Tp41 = w;) =
p(xy, = wj, Tpp1 = w;) et est indépendant de n. Les parametres du modele sont :

— les K? — 1 parametres p(z,, = wi, Tni1 = wj) ;

— les 2K parametres (a;, b;) de la loi p(y, |z, = w;).
L’estimateur a partir des données completes est

T = ((Ei,j(ILN, yl:N))lgigK,lgnga (&j(l'l:Na yl:N))l§j§K> (Z;j(l'l:Na yl:N))lgng) )

olt R j(z1.n, y1n) est Vestimateur de p(z, = wi, @1 = wy), a5(T1v, y1n) €t (21w, Yin)
sont les estimateurs de a; et b;. Les estimateurs a;(z1.n5,y1.5) €t bj(Z1.v, y1.n) sont donnés
par :

~

>

~ S R .
bj(IlzNayl:N) = A_J et aj($1:N>yl:N) = AJ’
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ou
N
Zynl(zn = wj)
~ n=1
mj = N s
Zl(xn = w;)
n=1
N
Z(yn - mj)zl(xn = wj)
A n=1
Sj = N
Zl(xn = w;)
n=1
Enfin, Ji’” (1.5, Y1.n) est classiquement donné par :
1 N-1
Rij(z1n, Y1n) = m 2 (20 = wi, Tnp1 = wj) + 1(Tn = wj, Tny1 = wi)]
ou I(A) =1 si A est vraie et 0 sinon. A
L’espérance 0411 = Eg, (T(X,y1.5)|y1.5) est calculable pour les composantes R;;, ce qui
donne :
1 N-1
P(Tn = wi, Tpy1 = wy; Og11) m ; [p(zn = wi, Tns1 = w;lyrn; bg)

+ p(xn+1 = Wi, Tn = wj|y1:N§ eq)] .

L’espérance 0,41 = E (T'(X, y1.n)|y1:n; 6,) n'est pas calculable pour les composantes a; et b;.
Ainsi, on simule L réalisations 2, ... 2X) de X selon la loi a posteriori p(z1.x|y1.n; 0,). En-
suite, pour chaque [ de 1 & L, on calcule les estimées dg-l) =a; (xgl)N, y1.n) et bg-l) =b; (xgl)N, YLN)-

Pour finir, on pose :

1< 1<
~(1 71
Qa1 = T E ﬁa§-) et bgt1,5 = 7 E §’-
=1

=1

Les algorithmes ICE et EM se valent dans les cas classiques de chaines de Markov cachées a
bruit indépendant et gaussien [14].

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principaux algorithmes d’inférence bayésienne
permettant d’estimer les états inobservés dans le contexte de chaines et d’arbres de Markov
cachés. Ces algorithmes permettent le calcul rapide des lois marginales a posteriori, ce qui
rend possible la mise en place de l'estimateur du MPM. Nous avons également présenté
deux algorithmes généraux d’estimation des parametres, qui sont EM et ICE. Dans la suite,
nous utiliserons sauf mention contraire l'algorithme ICE. En effet, dans certains modeles,
la loi des observations conditionnellement aux états cachés est complexe et 1'étape M de
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I’algorithme EM peut étre délicate. Par ailleurs, le principe de ICE nous permettra d’en
proposer une extension dans le cas des bruits a mémoire longue étudiés dans le chapitre [
De plus, nous montrerons au travers de simulations présentées au cours de cette these le bon
comportement de 'algorithme ICE, qui s’avere capable d’estimer correctement les parametres
en présence de bruits importants. Joint aux estimateurs du MAP ou du MPM, la méthode
ICE permet ainsi, une fois le modele fixé, de proposer des algorithmes de recherche des états
cachés de maniere automatique, ce qui revét une importance primordiale dans de nombreuses
applications. Concernant la convergence de l'algorithme ICE, des premiers résultats ont été
démontrés dans [I0I]. Une autre approche abordée dans la these de N. Brunel [21] est celle
des fonctions “estimantes”. La théorie des fonctions estimantes développée dans [57] permet
de réunir dans le méme formalisme de nombreuses méthodes d’estimation.






Chapitre 3

Inférence dans les chaines
semi-markoviennes cachées
M-stationnaires

Dans ce chapitre, nous étudions les méthodes d’estimation et de segmentation vues au
chapitre précédent dans le cadre de deux modeles généralisant les chaines de Markov cachées
classiques. Ces deux modeles font partie de la famille générale de chaines de Markov “tri-
plets”. Nous commencons par rappeler la famille des modeles de Markov “couples”, qui
généralisent les modeles de Markov cachés. Nous introduisons ensuite les chaines “triplets”
[95], [102] et nous rappelons un de leurs intéréts, important pour les applications pratiques
et développé récemment dans la these de P. Lanchantin [65], qui réside dans leur aptitude
a traiter des données cachées non stationnaires. Dans un second temps, nous précisons les
deux modeles particuliers introduits dans cette these. Le premier modele est celui des chaines
semi-markoviennes, qui peuvent étre vues comme des CMT particuliers. Nous présentons des
résultats théoriques montrant que la semi-markovianité classique, ou le temps aléatoire de
séjour dans un état est a valeurs dans N, peut également se modéliser par un temps de séjour
“minimal”. Nous définissons ainsi une sous-famille des modeles semi-markoviens cachés clas-
siques et montrons leur intérét, au niveau du temps de calcul, par rapport aux démarches
fondées sur les chaines semi-markoviennes classiques. Ensuite, nous étendons ce modele au
cas non stationnaire. L’intérét des nouveaux modeles est validé par des expérimentations.

3.1 Chaines de Markov couples et chaines de Markov
cachées

Soit Z = (X, Yn)1<n<ny un processus ou chaque X, prend ses valeurs dans un ensemble
fini X = {wy,...,wk} et chaque Y, prend ses valeurs dans un R-espace vectoriel de dimension
finie V. Notons p(z1.y) la densité de Z par rapport a la mesure produit (v ® Ay)Y, olt v est
la mesure de décompte sur X et Ay est la mesure de Lebesgue sur ). Supposons que Z est
une chaine de Markov couple. Nous avons :

_ p(z1, 22)p(22, 23) - .. p(2N-1, 2N)
o) = D)ot 31

EZ

P(Zl N
n=1

41
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D’apres la factorisation de la loi de Z et 1’équivalence entre factorisation et markovianité
vue au chapitre 2, on en déduit que p(z1.n|y1.8) et p(y1.n|z1.8) sont des distributions mar-
koviennes. La chaine sera dite stationnaire si les densités p(z,, z,+1) ne dépendent pas de n.
La proposition suivante donne des conditions pour que la chaine cachée X soit une chaine de
Markov :

Proposition 3.1.1. Soit Z = (X,,, Yy,)1<n<n une chaine de Markov couple vérifiant :
1. p(zn, 2ne1) ne dépend pas den € {1,...,N —1};
2. p(zn = a,2zp11 = b) = p(z, = b, 2,01 = a) pour tout n € {1,...,N — 1} et pour tout a
et b.

Alors les trois conditions :
— X est une chaine de Markov;
— pour tout n € {2,..., N}, p(Yn|®n, n1) = p(Ynlxn) ;
— pour tout n € {1,..., N}, p(yn|z1.n) = p(Yn|Tn)

sont équivalentes.

Preuve. Voir [99). O

Nous constatons ainsi que le modele des chaines de Markov couples est plus général que celui
des chaines de Markov cachées dans lequel le processus caché est une chaine de Markov. Il
permet ainsi de modéliser des bruits complexes et de considérer des processus cachés non
markoviens.

3.2 Chaines de Markov cachées M-stationnaires

3.2.1 Le modéle

Dans cette section, chaque X, prend ses valeurs dans ’ensemble fini X = {wq,..., wk},
chaque U, prend ses valeurs dans I'ensemble fini A = {\;,..., Ay} et chaque Y,, dans un
espace vectoriel de dimension finie ). Le processus (X,U,Y) est une chaine M-stationnaire
cachée si sa distribution est de la forme :

N-1
P, wrns yrw) = plud)p(a [u)p(ys 1) | [ p(unsawn)p(@n i 2, uns)p(Ynialens)- (3:2)

n=1

Dans ce modele X n’est pas une chaine de Markov et les processus U et Y sont indépendants
conditionnellement & X. Lorsque u; = ... = uy = A, p(z1.5|u1.n) est la distribution d’une
chaine de Markov de loi initiale p(zi|ui.y) = p(x1|uq) et de transition p(x,i1|urn, z,) =
P(Tnt1|Ung1, Tn).-

3.2.2 Inférence dans le modéle de chaines de Markov cachée M-
stationnaires

Nous détaillerons uniquement l'estimation des parametres de la loi p(x1.y, u1.v), Uestima-
tion des parametres de p(y,|x,) étant déja étudiée au chapitre 2
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Soit y1.x = (y1, - - -, yn) la réalisation observée de Y. Les parametres & estimer sont p(t,1|u,,)
et p(Tpa1|Tn, Uns1). Les estimations de p(uni1|uy) et p(Tni1|Tn, tne1) sont obtenues a partir
de celle de p(zp, un, Tni1, Uns1). Nous supposerons que la chaine (X, U) est stationnaire et
réversible, soit p(x, = wi,Up = A, Tnp1 = Wi, Upt1 = N) = D(Ty = wWj, Uy = N\, Tpp1 =
Wi, Un+1 = Ax) et indépendant de n. Notons 6, le vecteur parametre obtenu a U'itération g de
ICE. Afin d’estimer p(z,, Un, Tpi1, Unt1), Nous devons nous donner un estimateur a partir des
données completes (x1.y, u1.x, ¥1.x). On choisit comme estimateur :

~

p(% = Wi, Up = Ay Tpg1 = Wi, Up+1 = )\l)(IlzN,ULN, yl;N) =

N—1
E (2, = wiy Uy, = A, Tng1 = Wy, U1 = ;) +
n=1

1
2(N — 1)

Iz, = wj, Uy = N, Tt = Wi, U1 = Ag)].

L’espérance de cette quantité sachant ¥ = y et sous le parametre 6, peut se calculer exacte-
ment et donne :

P(Tn, = Wi, Uy, = Ay Tpg1 = Wy, Unt1 = A5 0g41) =
[p(l’n = Wi, Up = )\k, Tpt1 = Wj, Unt1 = )\l|y1;N; eq)_'_
P(Tn, = Wy, Uy = Ay Tps1 = Wi, Unt1 = \g|y1n; 0g)],

eton a:

p(un—i-l = )\l|un = )\k;eq—i-l) (8 p(zn = Wi, Up = Ak>$n+1 = Wj, Up41 = )\l;eq—i-l)a

P(Tpi1 = WjlTn = Wi, Ung1 = A5 0g41) X P(Ty = Wi, Up = Mg, Tt = Wy, Up1 = A Ogy1).

3.3 Chailnes semi-markoviennes cachées

Dans cette section, nous présentons les chaines semi-markoviennes cachées et nous propo-

sons d’écrire celles-ci comme un cas particulier de chaine de Markov triplet. Les chaines semi-
markoviennes généralisent les chaines de Markov pour des temps de séjour non nécessairement
distribués suivant une loi géométrique. Parmi les applications du modele semi-markovien, on
peut citer la génétique [I8], 25, 33], la reconnaissance vocale [42} 73] 83], [10§], la reconnaissance
de caracteres [91], [109] [121], la segmentation d’images [41] ou I'analyse de modeles graphiques
[52].
Nous commengons par donner la définition générale d’une chaine semi-markovienne cachée
ainsi que certaines de ses propriétés. Une étude plus approfondie des propriétés des chaines
semi-markoviennes est disponible dans [, [32, [75]. Dans un second temps, nous proposons
un modele semi-markovien particulier original. Nous verrons que ce nouveau modele per-
met 'utilisation de ’algorithme de Baum-Welsh avec une complexité algorithmique réduite.
Nous conclurons le chapitre par des expérimentations utilisant le modele original de chaines
semi-markoviennes cachées M-stationnaires.
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3.3.1 Définition et propriétés d’une chaine semi-markovienne

Nous choisissons de définir une chaine semi-markovienne a valeurs dans un espace fini
comme la marginale d'une chaine de Markov. Une définition plus générale peut se trouver
dans [74].

Définition 3.3.1 (Chaine semi-markovienne). Soit X un ensemble fini. On définit les quan-
tités suwvantes :

— la probabilité ™ sur X ;

— la transition q(.|.) sur X* vérifiant q(z|r) =0;

— pour tout © € X, les densités de probabilité d(z,.) sur N*.
Un processus X = (X,,)n>1 tel que chaque X, prend ses valeurs dans X est une chaine semi-
markovienne de loi initiale 7, de transition q et de loi de durée d s’il existe un processus
U = (Up)n>1, ot chaque U, prend ses valeurs dans N*, tel que (X,U) soit une chaine de
Markov homogéne donnée par :

— la lov initiale :

p(xy,ur) = w(xy)d(zq,uq) (3.3)

— et les transitions :

P(Tpi1y U1 | T, un) = P(Tpg1| T, Un) X P(Uns1|Toi, Un), (3.4)
avec !
B Oz, (Tpa1) ST up > 1,
planatewn) = { oo e 7 35)
et
. 5un_1(un+1) ST Uy > 1,
p(un+l|xn+la un) N { d(zn+1>un+l) Si Up = 17 (36)

ot 6,(x) =1 et 0,(x") = 0 pour 2’ # x.

Dans cette définition, on remarque que la transition ¢ et la loi de temps de séjour d ne
dépendent pas de n, la chaine semi-markovienne est alors qualifiée d’“homogene”.

Notons que u,, représente le temps de séjour restant de la chaine dans X,, = z,, la variable
aléatoire U, est appelée “temps de récurrence avant”.

Considérons la définition suivante :

Définition 3.3.2. Soit X = (X,,)n>1 un processus & valeurs dans un ensemble fini X. On
définit :
— la suite des instants de saut V = (V,,)n>1 par :

Vi=letV,=inf{k>V,1: Xy # Xy, ,} ;

— la chaine immergée X = (Xn)nzl par :

Vo> 1, X, =Xy, :
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— pour tout n > 1, le temps de séjour dans X, par :

Tn == Vn_;’_l - Vn

La réalisation de la chaine immergée correspond a la suite des valeurs visitées par le processus
X. Lorsque X est une chailne semi-markovienne de transition ¢, on montre que sa chaine
immergée est une chaine de Markov de transition ¢q. Plus exactement :

Proposition 3.3.1. Soit X = (X,,),>1 un processus a valeurs dans un ensemble fini X =
{wi,...,wk} de chaine immergée X, soit V = (Vi)n>1 la suite des instants de saut de X et
soit T = (Ty,)n>1 le processus des temps de séjour.

X est une chaine semi-markovienne homogéne de transition q et de loi de durée d si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour tout n, Xn+1 est indépendante des variables aléatoires X1, .., X, Ty, ..., T, condi-
tionnellement & X,, et la loi de Xn+1 sachant X,, ne dépend pas de n;
2. pour tout n, T, est indépendante des variables aléatoires Xl, o Xn+1,T1, RN I
conditionnellement & X,.+1 et la loi de T,1 sachant X, ne dépend pas de n.
Sous ces conditions, la transition q et la loi de durée d sont données par :
= q(wjlws) = p(Tnt1 = wjlTn = w;) ;
- d(wjv u) = p(tpi1 = ulTpy1 = wj)-
Preuve.
La premiere implication est évidente. Montrons la deuxieme implication. Notons D(w;,u) =
Z d(wj, t), le processus X est une chaine semi-markovienne de transition ¢ et de loi de durée

t>u
d si et seulement si :

p($1 = [Z’l, e ,l’tl = Zi'l,l’tl_H = i’g, e ,l’t1+t2 = ~2,
~~ o/ ~~ 7
ty fois to fois
Tty obty ol = TL1y v oy Tty gty = fL—y Tyttt 141 = TLy -, TN = jLJ) =
tL,‘lrfois N — (t1 +. .‘.,—i- tr—1) fois
L—2
a(E0)d(Fr, ) X [ [a(@al@)d(@i tien) x q@LEL1)D(FL, N = (b + ..+ t1))3.7)

=1

Supposons que le processus X satisfasse les conditions 1. et 2. et montrons B1). La loi de
tout processus X s’exprime en fonction de celles de T" et de X par :

p(zl :xla"'7xt1 - 17zt1+l:x2a"'7xt1+t2 = 42,
~~ - ~~ -
t1 fois to fois

y Tttt o+l = TL—1y -« s Tty 4t — TL-1, Lty4..4tp_1+1 = LLy- - TN = xL) =

NS A >

Vv
tr,_1 fois —(t1 4. —i—tL 1) fois
L—2

m(@)p(t|in) x [ [p@Ealds, . @t t)p(tealZ, - Fa, b 1)
=1

Xp(Tp|T1, .. Tp—1,tr, .o to)p(ty 2 N — (b + . A tp1)| Ty, .- T,y .o tpo).

En utilisant les conditions 1. et 2., on en déduit le résultat. O
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Chaines semi-markoviennes comme généralisation des chaines de Markov

La proposition suivante donne les conditions nécessaire et suffisante pour quune chaine
semi-markovienne soit une chaine de Markov.

Proposition 3.3.2. On reprend les notations de la définition[3.31. Une chaine semi-markovienne
X = (Xp)n>1 a valeurs dans un espace d’état fini X est une chaine de Markov de matrice de
transition Q(x,z') = p (vpe1 = 2|z, = ) si et seulement si :

d(z,u) = Q(z,2)" ' (1 — Q(z, 7)) pour tout x et pour tout u > 1.

De plus, si cette condition est vraie, on a :

Q(z,2')
1—Q(x,x)

q(2'|x) = pour tout x, x’ tels que x # .

Conditions de stationnarité d’une chaine semi-markovienne

Nous donnons des conditions suffisantes pour qu'une chaine semi-markovienne a valeurs
dans un espace fini soit stationnaire. Dans [74] il y est étudié la stationnarité de chaines semi-
markoviennes dans un cadre plus général. Lorsqu’un processus Z = (Z,,),>1 est stationnaire,
nous appelerons “mesure stationnaire” la mesure de probabilité commune de la loi des Z,,. Si
Z est une chaine de Markov a espace d’états fini de transition (), sa loi initiale © définit une
mesure stationnaire si et seulement si 7() = 7, auquel cas, 7 est appelée “mesure invariante”.
Soit (X, U) la chaine de Markov introduite dans la définition B3] avec X = {wy,...,wk}.
Supposons que (X,U) admette une mesure invariante. La mesure invariante p de la chaine
(X, U) vérifie alors :

(Tt 1) = (@0, )Tt [T 1 )P (| T )

Tn,Un

= Z (20, 1) (1| 20) (g1, Ungr) + (g1, Ungr + 1), (3.8)

In?’éwnJrl

semi

La mesure p*™ obtenue par marginalisation p*™i(z) = g p(x, 1) est une mesure stationnaire

u

pour X. Celle-ci satisfait :

I @) = Y (@, D)g(@nalen) + (10 (@) — (@i, 1)

TnFTnt1
Les iz, = p(xp, 1) sont alors solutions du systeme :
pa ) = Y plen Dalwaale,) (3.9
TnFTnt1

Ainsi la mesure (i, )., cx €St une mesure invariante de la chaine immergée. On peut également
n 7L€
exprimer a partir de la formule ([B.8]), la mesure stationnaire p*™ en fonction de la mesure
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D’apres (3.8)), on a :

(W) 2) = o, — Y q(wjlwi)d(w), 1),
i#]
et comme les p,, sont solutions de (3.9), on en déduit :

:U(wﬁ 2) = Hw; (1 - d(wj> 1)) .

Procédant ainsi de maniere récursive en exprimant p(wj, k) en fonction de p(w;, k — 1) grace
a la formule (3.8)), on en déduit que pour tout k > 2,

:U(wﬁ k) = H; (1 - id(wﬁ l)) .

k—1

La quantité 1 —Zd(wj, [) est la probabilité que le temps de séjour dans I'état w; soit supérieur
=1

ou égal a k. Par ailleurs, soit V; la variable aléatoire de densité d(wj,.), on a alors :

+o00
() = i S PV, 2 8,
k=1
+oo
Remarquant que ZIP (V; > k) = E(V;), on a finalement la proposition suivante :
k=1
Proposition 3.3.3. Soit la chaine de Markov (X,U) dont la loi est définie par (3.3), (34)),
(3.3) et (34). Si (X,U) admet une mesure invariante p, alors la chaine immergée de la
chaine semi-markovienne X admet une mesure invariante fi donnée par :

fa(x) = p(x, 1) pour tout x € X.

sems

Définissons la mesure de probabilité ™ par :
75 (1) o< fi(x)E(V,) pour tout v € X,

ou V,, est une variable aléatoire de densité u € N* — d(x,u). Sila loi de X a pour distribution

sems

%™ alors la chaine semi-markovienne est stationnaire.

Exemple 3.3.1. Supposons que la chaine semi-markovienne X prenne deux valeurs w; et
wo et supposons que (X, U) admette une mesure invariante. La chaine immergée est alors de

: o 1 : : . o Lo
matrice de transition ( (1) 0 ) et donc toute mesure invariante ji de la chaine immergée X

satisfait fi(w;) = fi(ws). Notons A; le temps de séjour moyen dans 1'état w;, la probabilité
msemi définie par :

semi )\1
R W
semi A
T ) = )\1+2 o’

est une probabilité invariante pour la chaine semi-markovienne X.
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3.3.2 Etudes des chaines semi-markoviennes a temps fini

Dans cette section, nous nous intéressons a des processus de la forme X;.xy = (X,,)1<n<n-
La proposition suivante permet de considérer un nombre fini de valeurs pour chaque U, tout
en conservant la loi voulue pour le processus Xi.y.

Proposition 3.3.4. Soit (X,U) la chaine de Markov définie par (3.4), (3.3) et (3.4). Notons
D(z,n) = Zd(:v, k) la probabilité que le temps de séjour dans l'état x soit supérieure ou

k>n
égale a n.
Le processus a temps fini X1.xy = (X1, ..., Xn) est marginal de la chaine de Markov (Xy.x, Wi.n)
a valeurs dans X x {1,..., N} dont la loi est donnée par :

— Lot initiale :

p(z1, wi) = w(21)p(wi|z), (3.10)

avec :
_f d(z,wy) sil<wy <N -1,
p(wl‘x1> - { D(xl,N) 57; wy = N (311)
— Transition :

p($n+1, wn—l—l‘xna wn) = p(xn—l—l |xn7 wn) X p(wn+1|xn+17 wn)7 (312>

avec :
B Oz, (Tpa1) St wy, > 1,
p(«rn—l-l‘xn;wn) = { Q($n+1|$n> si w,, = 1’ (313)

et

0w, —1(Wny1) 81w, > 1,
P(Wni1|Tns1, W) = d(Tpi1, Wotr) Stw, =1 et 1 <wpyg < N —1, (3.14)
D(zps1,N) siw, =1 et w11 = N,

ot 0,(x) =1 et 0,(x") = 0 pour 2’ # x.

Preuve de la proposition[3.3.. Notons (X", Wi.n) le processus dont la loi est définie par

B.10), B11), B.12), B.13) et B.14).

Tout d’abord, intéressons nous a la loi de Xi.y. On notera L le nombre de valeurs visitées

par la chaine Xi.ny et Z1,..., 2 la suite des valeurs visitées. On a alors :
p(l’l;N) = p(l’l,...,1’1,262,...,1’2,..., Try,..., T )
~ AN v ——
Vv Vv
uy fois ug fois N—(u1+...4+ur_1) fois
L—1

= w(@) [] ¢(@j1l3;)d(@, u;) x D(Er, N = (ug + ... + ug1)).

J=1



3.3 Chalnes semi-markoviennes cachées 49

Concernant la loi de XV, I'événement :

W _ ~ ~ ~ ~ ~ ~
xlzN—(fl,...,1’3,52,...,1'%,..., Tp,..,Tp )
~ ~ —_——
uq fois ug fois N—(ui+...4up_1) fois
est la réunion des événements A; avec j € {0,...,u; + ...+ ug_1} suivants :
Wo_ = _ W A _ w _ = _
(361 =T, W1 = ULy Ty g = L2 Wy 41 = U25 - -3 Tyt yy o1 — PL—15 Wyt dup_o+1 = UL-1;,
w

Ly dug 41 = ij Wyr+..4up_1+1 = N — (ul +.o.t uL—l) + j)
Pour tout j < u; + ...+ ug_1, la probabilité de I’événement A; est égale a :

L-1

W(i’l) H q(i’l,i’l_i_l)d(i’l, ul) X d(i’L, N — (Ul 4+ ...+ uL—l) +]),
=1

et pour j =uy + ...+ ur_1, est égale a :

L-1

(@) [ ] a(@, 2i00)d(@, w) x D(EL, N).

1=1
La réunion des événements A; est donc de probabilité :

L-1

n(@) [ [ a(@, j41)d(F5,u5) x D(EL, N = (w1 + ... +up1)).

j=1

On conclut que Xi.y et XKVN ont les mémes lois. O

De cette proposition, on conclut que toute chaine semi-markovienne peut étre considérée
comme la marginale d’une chaine de Markov a espace d’état fini, pourvu que I’on ne considere
qu’une partie finie X.xy = (X,)1<n<n du processus. Ainsi un modele latent (X, Y,,)1<n<n tel
que (X,)1<n<n soit une chaine semi-markovienne peut étre considérée comme une chaine de
Markov triplet telle que chaque (X, U,) prend un nombre fini de valeurs, nous appelerons
un tel modele “chaine semi-markovienne cachée”. Cependant, méme avec cette considération,
I’algorithme de Baum-Welsh possede une forte complexité algorithmique, étant donné que si le
processus X prend K états et le processus U prend N états, I’espace d’états a un cardinal égal
a N x K. Nous proposons dans la sous-section suivante un modele semi-markovien particulier
qui permet de palier ces difficultés algorithmiques.

3.3.3 Un modele semi-markovien particulier

Dans cette sous-section, nous proposons un modele semi-markovien particulier original.
Dans ce nouveau modele, on peut restreindre le nombre de valeurs du processus auxiliaire U
tout en s’autorisant des temps de séjour arbitrairement longs. Soit (X, U) = (X,,, Upn)i<n<n
tel que chaque X, prend ses valeurs dans X = {wy,...,wk} et chaque U, prend ses valeurs
dans un ensemble fini A. On considere :

— 7 une distribution de probabilité sur X ;
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— des distributions de probabilité d(z,.) sur A pour tout x € X;
— des transitions 7(.|.) sur X2
La distribution p(x1.n5,u1.x) de (X, U) est définie par :

p(1n, ury) = (1 )d(z1, up) ]hlp (1|, Un)P(Unt1|Tngr, wn), (3.15)
n=1
ou :
P(Tng1| T, un) = { f&ffﬁzl)) Ssiiqzlnill” (3.16)
et
Dt 1 |Tns1, ) = { 02@;;—:1(?5:3)5;“;;11( (3.17)

A la différence avec le modele semi-markovien classique, ici la transition r(x|z) peut trés bien
étre non nulle.

Nous allons montrer que ce modele est un cas particulier de modele semi-markovien et nous
allons exprimer la loi du temps de séjour qui nous sera utile par la suite.

Semi-markovianité de X et loi du temps de séjour

Introduisons la chalne X construite de la maniere suivante :

Xg=X,,, ou
ni=1 et Vk>2 ny=min{n>nt:0,=1}+1.

La chaine X est une chaine de Markov de transition r et possede la méme chaine immergée
que le processus X ; notons X cette chaine immergée Soient T' = (T,)p>1 et T = (T n)n>1 les
processus respectlfs de temps de séjour de X et X. Considérons également la chaine U définie
par :

Uk:Unk7 ou
n=1 et Vk>2 ny=min{n>n,_,:U,=1}+1.

L’événement (7T, = s) est égal a la réunion disjointe :

s

(Tn - S) - H [(Tn = k) N (UT1+---+T7L71+1 + UT1+...+Tn71+2 +.o. UT1+...+Tn71+k = S)} :
k=1

T(£n+1‘jn)
1 —7r(Z,|Zn)
de la proposition [3.3.1] est satisfaite. Les variables aléatoires UT1 4T, _, 4 correspondent aux
valeurs de Uy lorsque U1 = let k € {Th'+...+T,1+ 1,71 + ...+ T,}, elles sont donc
indépendantes conditionnellement a X, et indépendantes de X1, X1, Th, T, T,
conditionnellement & X,,. De plus, la loi de UTl vo4T,_ 41 Sachant X, = &, est donnée par

D’apres la définition du modele, p(Z,11|T1, .-, Tn, b1, .-y tn) = et la propriété 1.

d(#,,.). De méme, T, est le temps de séjour de la chaine de Markov X dans I'état X,,, ainsi
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T,, est indépendante de X1, ..., X,_1, T4, ..., T, conditionnellement & X,,. De plus, comme
X est une chaine de Markov de transition r, la loi de T, conditionnellement & Xn est donnée
par p(ta|En) = (1 — 7(Zn|%0))r(Zn| &) L. On en déduit que la propriété 2. de la proposition
[B.3.1l est satisfaite. Ainsi, X est une chaine semi-markovienne, sa transition et sa loi de durée
sont données par :

r(wjlwi)

Vw; # wj, q(wjlw;) = ; (3.18)

1-— r(wi|w,~)

d(wj, 8) = (1=1(wilw;)) Y r(wjlw;)* Z d(wj,v1) . ..d(wj,vy) pour tout s > 1. (3.19)

k=1 v1+...+vp=s

L’expression ci-dessus ne permet pas de retrouver n’importe quelle loi de temps de séjour
d(wj,.), le modele ainsi défini est donc un modele semi-markovien particulier. Par contre, il

est possible de trouver des parametres (d(wj,.), (w;|lw;)) tels que la loi du temps de séjour
soit géométrique. Notre modele reste plus général que le modele de chaine de Markov.

Identifiabilité du modele

Dans ce paragraphe, nous abordons l'identifiabilité du modele dans le cas ou chaque U,

prend ses valeurs dans A = {1,2}. Ainsi, les parametres de notre modele sont les K (K — 1)
transitions r(w;w;) o i € {1,...,K} et j € {1,...,K — 1} et les K parametres d(w;,1).
Le modele étant inclus dans celui des chaines semi-markoviennes, il est déterminé par la loi
du temps de séjour donnée par (d(wj,.))1<j<k et par les transitions (q(w;|w;))1<i<ki1<j<k- Le
modele sera identifiable si pour une loi de temps de séjour et des transitions ¢(w;|w;) données,
il existe un unique jeu de parametres (d(w;, 1))1<j<x, (7(w;|wi))1<i<x.1<j<r- De plus, lorsque
r(wwi)
Wi 7& wj> Q(w]|wz) - 1— r(wi\u)i)
de Markov de transition (r(w;|w;))1<i<ki<j<k. Ainsi, la donnée de gq(w;|w;) et de r(w;|w;)
permet de déduire la valeur de r(w;|w;). Le modele sera donc identifiable si pour tout j, les
probabilités r(w;|w;) et d(w;, 1) sont uniques pour une loi de temps de séjour et une transition
(q(wjlwi))1<i<r1<j<x données.
Solent (q(wj|lwi))i<i<ki<j<k €t d(wj,.)1<j<k les parametres définissant la loi d’une chaine
semi-markovienne. D’apres (3.19), le modele défini par les formules (B.15]), (B.16]) et (3.17)
existera pour les parametres (q(w;|w;))1<i<k1<j<k €t d(wj, .)1<j<k si pour tout j € {1,..., K}
le systeme suivant :

, car X et X ont méme chaine immergée et X est une chaine

( d(w;, 1) = (1 = r(wjlwj))d(w;, 1)
d(wy,2) = (1= 7(wjlwy)) [1 = d(w;, 1) + 7(w;lw;)d(w;, 1)?]
S; - d(wj,2m) = (1 —r(wjlw;)) ZC’,Q,er(wﬂwj)mH_lJ(wj, D21 — d(wj, 1))’”_1
d(wj,2m+1) = (1 —r(wslw;)) [ZCﬁI}T(%\%)mﬂ_ld(%a DHH 1 = d(w;, 1))m
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a une solution. Il sera identifiable si pour tout j € {1,..., K}, la solution est unique.
On supposera dans la suite que pour tout j, r(wj|w;) # 1; dans le cas contraire, le temps de

séjour dans I'état w; serait infini. Ainsi, en remplacant dans la deuxieme équation d(wj, 1) par
d(u}j, 1) . N . N .

ﬁ, on prouve que toute solution du systeme S; est solution du systeme suivant :
- T wj u)j

gl { d(wj, 1) = (1 = r(wjlw;))d(w;, 1)
T r(wjlw;)? = (2 = d(wy, 1) — d(wy,2) — d(w), 1)?) r(wjlw;) +1 = d(wj, 1) — d(w;,2) =0

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par :
f(’l“) = 7“2 - (2 - d(wja 1) - d(wja 2) - d(wja 1)2) r+1-— d(wj> 1) - d(wj> 2)a
celle-ci est décroissante pour

d(u}j, 1) + d(wj, 2) + d(wj, 1)2

’T’Sl— 3
2

et croissante pour

P> 1— d(u}j, 1) +d(w]2, 2) +d(Wj, 1)2

Notons

d(wj, 1) + d(wj, 2) + d(w]', ].)2
9 )

Tmin = 1 —
on a rym € [0,1], f(0) =1—d(w;,1) —d(w;,2) >0, f(1) =d(w;, 1)*> >0 et

) = <3d(wj> 1)+ d(w2j> 2) + d(w, 1)2> <d(wj> 1)— d(ij, 2) — d(wy, 1)2) .

Nous avons trois possibilités :

- soit d(wj, 1)(1 — d(wj, 1)) > d(wy,2), alors f(rmin) > 0 et donc le systeme S7 n’a pas de
solution ; ce qui implique que le systeme .S; n’a pas de solution non plus;

- soit d(wj, 1)(1 — d(wj, 1)) = d(wj,2), alors f(rmm) = 0. Si f(0) > 0et f(1) > 0, le systeme
S% a une unique solution. Cette solution est donnée par 7(wjlw;) = rmm = 1 — d(w;, 1) et
d(wj, 1) = 1. Pour que cette solution soit également solution de S;, nécessairement d(wj, .)
doit étre une loi géométrique. Si f(1) = 0, alors d(w;, 1) = 0 et sous la condition d(w;, 1)(1 —
d(wj,1)) = d(w;,2), on a d(w;,2) = 0. Une solution (r(w;|w;),d(ws,1)) de S, si elle existe,
doit nécessairement satisfaire r(w;|w;) = 1, ce qui est exclu. Si f(0) = 0, alors sous la condi-
tion d(w;,1)(1 — d(w;,1)) = d(wy,2), on a d(wj, 1)d(w;,2) = d(w;,2). Ainsi, d(w;,1) =1 ou
d(w;,2) = 0 et donc nécessairement d(wj, 2) = 0. Alors, si S; a une solution (r(w;|w;), d(wy, 1))
celle-ci doit satisfaire 1 — d(wj, 1) + r(w;|w;)d(w;, 1)? = 0. Cette derniere équation implique

d(w;, 1) = 1 et r(wjlw;) = 0 et donc d(w;, 1) = 1. On en déduit que rpim = 0. Ainsi le systéme
S% a une unique solution donnée par r(wjlw;) = rmim = 0 et d(w;, 1) = 1. Sous la condition
d(wj, 1) = 1, la solution de S existe et est I'unique solution de Sj;

- soit d(wj, 1)(1 — d(wy, 1)) < d(wy,2), alors f(rmm) < 0 et le systeme S’ a deux solutions
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(r1(wj]w;), di(w;, 1)) et (ro(wj|w;), da(w;, 1)). On prouve que toute solution du systeme S; est
solution du systeme suivant :

d(w;j, 1) = (1 = r(w;jlw;))d(w;, 1)
S ¢ r(wilw;)? = (2 = d(wy, 1) — d(wj, 2) — d(wy, 1)?) 7(wylwy) + 1 — d(w;, 1) —d(w;,2) =0
d(wj, Dr(wjlw;)? + [d(w;, 1) (d(wj, 1) — d(w), 2) — 1) = d(wj, 3)] r(wj|w;) + d(w;,3) =0

et toute solution de S} est solution de S7. Si aucune solution de S} n’est solution de S7, alors
le systeme S; n’a pas de solution. Si une seule solution de S’ est solution de S7, alors S7
possede une unique solution. Notons (r(w;lw;), d®(w;, 1)) la solution de S7. Le systeme S
possede une solution si et seulement si le temps de séjour d(wj, .) satisfait :

( d(wy, 1) = (1- Toﬁwj\wj))cp(%, 1)
d(w;,2) = (1= r(wjlwy)) [1 = d®(wj, 1) + r(wslw;)d®(w;, 1)?]
d(wyj,2m) = (1 = r(wjlwy)) ZC%HTO wjlw) " (wy, 1)%H(1 = d°(wy, 1))m_l]
m+1
d(wj,2m+1) = (1 —r%(wjlw;)) [ZC2l+zT (wjlw)™ =1 (wy, 1P (1 = d(wy, 1))
=1

\

dans ce cas la solution de S; est 'unique solution (r(w;|w;),d"(w;,1)) de SY. Si les deux
solutions (r1(wjlw;), di(w;s, 1)) et (ra(wjlwy), da(w;, 1)) de S} sont solutions de S7, alors les
deux dernieres équations de S d’inconnue 7(wj|w;) sont proportionnelles. Ainsi :

{ d(wj’ 3) = d(wj’ 1) (1 - d(wj> 1) - d(wj> 2))
d(wy,3) — d(wj, 1) (d(wy;, 1) — d(wy,2) — 1) = d(wy, 1) (2 — d(w;, 1) — d(wj, 2) — d(w;,1)?)

Ce dernier systeme implique que d(wj, 1) (d(w;, 1)* — d(w;, 1) — d(w;,2)) = 0 et donc d(w;, 1) =
0. Ainsi, d(w;,1) = 0 ou r(wj|w;) = 1. La solution de S/ telle que r(wj|w;) = 1 est exclue.
Ainsi d(w;,1) = 0, ce qui implique que le temps de séjour dans w; doit nécessairement étre
pair et le temps de séjour de la chaine (Xo,41)n>0 dans w; doit nécessairement étre une loi
géométrique pour que cette solution soit également solution de 5.

On en déduit que sous les conditions d’existence des parametres (d(w;, 1))1<j<x et

It R

X soit une chaine de Markov.

Proposition 3.3.5. Soit (X,U) la chaine de Markov définie par les formules (313), (316)
et (3.17). La chaine semi-markovienne X est une chaine de Markov de matrice de transition
Q si et seulement si :

d(wj, 1) =1
{ ( (3.20)

r(wjlws) = Q(wi, wj)
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Preuve. Nous allons tout d’abord démontrer que X est une chaine de Markov si et seulement
si:

Vi, Vs > 1, d(wj, s) = d(wj, 1)(1 — d(w;, 1))*, (3.21)

Supposons d’abord que X soit une chaine de Markov de transition Q).
Nous allons démontrer (B.21]) par récurrence sur s. Il est clair que (3.2I)) est vraie pour s = 1.
Supposons le vrai pour tout £ < s — 1. On a alors :

d(wj5) = (1= () [%, +Zw]|w] CERLEDY <1—d<wj,1>>s-k].
S (3.22)

Par un calcul de dénombrement classique, on montre que le nombre d’éléments (vq,. .., vx)
tels que v; > 1 pour tout j et v; + ...+ v, = s vaut C*~ . Ainsi la formule (322) devient :

. (3.23)

d(wy, s) = (1 —r(w;j|w;)) [J(Wja $)+ Y CElr(wjlw;)  d(w;, D1 = d(w;, 1))

Sous la condition de markovianité on montre que 7(w;|w;)d(w;, 1) = Q(w;, w;) — 1+ d(w;, 1),
d’otur :

1 - Q(Wj,wj)

W) = o1

[J(wj> s) + d(wj, 1)2_305_1(62(%, wi) — 1+ d(w;, 1)1 — d(w;, 1))8—1—’1 ,

k=1
et donc comme de plus d(w;, s) = Q(wj, w;)* (1 — Q(w;,w;)), alors :

s—1

d(wj, 5)+d(w;, 1) _CE (Qwj, wy) —1+d(wj, 1)) (1—d(wj, 1)) = Q(wy, wy)*"d(wj, 1),

k=1
ainsi :
d(wj, s) + d(w;, 1) [Qws,w;)* ™ = (1 = d(w;, 1))* 7] = Q(wj,wy)* Hd(w;, 1),

on en déduit le résultat.
Etudions maintenant la réciproque, supposons (3.21]) vraie pour tout s et montrons alors que
X est une chaine de Markov. Pour cela, on introduit Q(w;,w;) tel que :

d(w;j, 1) = (1 = r(wjlw;))d(w;, 1) = 1 — Q(wj, wy).

En remplagant alors dans l'expression de d(w;, s), d(w;, s) par J(w], (1 - d(wj, 1))57,
— Qwj, wj)

d(ww 1)

r(wjlw;)d(w;, 1) par Q(w;,w;) — 1+ d(wj, 1) et 1 —r(w;|w;) par , on en déduit :

s—1

1 - Q(wj,wj) | - < s—1—
o) = T e DO (@) = 1 ey DAL oy

= (1 - Q(wy,w;)Qws,wy)"™,
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d’ou le résultat.

Si A = {1,...,L}, on a ZJ(wj,s) =1. Si X est de Markov de transition (), comme

d(wj, s) = d(w;,1)(1 — (w], ))S_l, ainsi (1 —J(wj,li))L = 0 et donc d(wj,1) = 1 et par
conséquent 7(w;lw;) = Q(w;,w;). Réciproquement, si d(w;,1) = 1, X est une chaine de Mar-
kov de transition (r(w;|w;))1<ij<k- O

3.3.4 Inférence dans le modeéle semi-markovien

Nous présentons maintenant I'estimation des états cachés et des parametres dans le cas
des chaines semi-markoviennes cachées. De maniere analogue aux chaines de Markov cachées,
les chaines semi-markoviennes cachées sont représentées par un couple de processus (X,Y) =
(X, Yi)i<n<n ol la réalisation y;.y de Y est observée et celle de X, soit z.y, doit étre
estimée. Dans le modele de chailnes semi-markoviennes cachées, X est une chalne semi-
markovienne et donc la marginale d’une chaine de Markov (X, U). En raison de la complexité
algorithmique nous limiterons le nombre de valeurs prises par U a 10 et nous utiliserons le
modele semi-markovien particulier défini par les formules (3.15)), (3.16)) et (3.17). Le processus
(X,U) étant alors une chaine de Markov & espace d’états fini, on peut alors utiliser I’algo-
rithme de Baum-Welsh pour estimer les états cachés. Nous allons commencer par étudier les
chaines semi-markoviennes cachées a bruit indépendant, puis nous les étendrons aux chaines
semi-markoviennes M-stationnaires a bruit indépendant, ce qui suppose I'introduction d’un
deuxieme processus auxiliaire.

Algorithme de Baum-Welsh dans les chaines semi-markoviennes

Soit (X,Y) = (X, Yn)1<n<n la chaine de Markov définie par (B.15), (B.16) et (B.17), ou
chaque X, prend ses valeurs dans X = {ws,...,wk} et chaque U, prend ses valeurs dans
A ={1,...,L}. La distribution d'une chaine semi-markovienne cachée a bruit indépendant
(X,U,Y) = (X, Upn, Yo)neq,..ny 'écrit :

2

p(xlzNaulzNaylzN):W(xl)cz(xlaul y1\361 H xn+1‘xn7un)p(un+l‘xn+17un)p(yn+1‘xn+1)7

ot p(Tpi1|Tn, un) €t p(Uni1|Tni1, uy) sont donnés par les formules ([B.IG) et (B.I7). Nous
détaillerons uniquement la version classique de ’algorithme de Baum-Welsh, la version condi-

tionnelle s’en déduisant sans difficulté particuliere.
Remarquons que si u, > 1 la transition p(2,41, Up11|Tn, uy,) est non nulle seulement lorsque
Tpi1 = Ty €t U1 = u, — 1; I'algorithme de Baum-Welsh est ainsi de complexité algorith-
mique plus faible que dans le cas d’une chaine de Markov triplet générale pour laquelle X,
prend K valeurs et U, prend L valeurs. Plus exactement, on a :
— Etape directe :
Pour w4y < L —1:

Apt1 (xn—l-la un—l—l) =

Zan xna xn+1|xn) (xn+17 un—l—l) (yn+1|xn+1> + an(xn+17 Unp+1 + 1)p<yn+1‘xn+1)7
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soit K x (L — 1) quantités a calculer nécessitant K + 1 sommations.
Pour up+1 =L :

g1 (Tng1, L) = Zan(zm 1)T(In+1|a7n)g(xn+la L)p(Yn41|Tnt1),

soit K quantités a calculer nécessitant K sommations.
— Etape rétrograde :
Pour u,, > 1

ﬂn(xna un) = ﬂn—l—l(xna Up — 1>p(yn+1‘Xn+1 = xn)a

soit K x (L — 1) quantités a calculer nécessitant 1 sommation.
Pour u,, =1:

B (wn, 1) = Z Brr (Tn1, U )T (@1 [20) A (@1, U )P Y1 | T

Tn+1,Un+1

soit K quantités a calculer nécessitant K x L sommations.
La complexité algorithmique de I’algorithme de Baum-Welsh est alors égale 8 O (N x K? x L)
au lieu de O (N x K? x L?) dans le cas des chaines de Markov triplets générales et au lieu de
O (N? x K?) si on avait utilisé le modele semi-markovien caché général.
Nous avons classiquement :

p(l’n, un|y1:N) X Oén(ilfn, un)ﬁn(xna un)v
et

By (x u
p(xn+17 un+1|$nvumy1:N) = n+1( s n+1>p(xn+1‘xnu un)p(un+1‘xn+lu un)p(yn+1‘xn+1)'

B (2, un)

Les transitions vérifient :

5mn(xn+1)6un;1(un+1> si Up > 1 )

Tyt 1 Un41|Tn, Un, Y1:N) X .
Pl@ne1, Unia|En, s 1) { Bt (Tn415 Un 1)1 (Tng1 |T0) A (Tns1, Ui 1)P(Yn [Tntr) sioun = 1.

On remarque que la distribution p(z1.x, u1.x|y1.x) peut étre donnée par les formules (3.15),
BI6) et (BI7), avec r(zpi1]zs) et d(x,,.) & remplacer par :

T($n+1 |xn7 yl:N) X T($n+1 ‘xn)p(yn—l-l ‘xn—l—l) Zﬂn—l—l(xn—l—lv un—l—l) (xn—l—lu un—l—l)v

Un+1

et

J(xn-l—b un+1|yl:N) X ﬁn+1(zn+1a U,H_l)CZ(ZE,H_l, un+1)~

On en déduit que la distribution p(x1.y|y1.v) est également celle d’une chaine semi-markovienne.
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Estimation des parametres du modele

Dans ce paragraphe, nous abordons Iestimation des parametres de p(z1.y, u1.x), estima-
tion de la loi conditionnelle p(y;.n|71.v) ayant été décrite dans la section du chapitre 2L
Dans les expérimentations, nous utiliserons I’algorithme ICE. La chaine de Markov (X, U)
sera stationnaire. La mesure invariante 7 de (X, U) sera obtenue en résolvant 7Qxy = m,
Qx v désignant la transition de (X, U). Les estimations de d(w;, .) et de 7(w;|w;) seront obte-
nues a partir de celle de p(z,, u, = 1, Zpy1, Upy1). L'estimateur de p(zp, uy = 1, i1, Uny1) &

partir des données completes (z1.n, U1.n, Y1.8) = (T, Un, Yn)1<n<n €st donné par :

Py, = wi, Uy = 1, Ty = wj, Upg1 = W) (T1.n, N, Y1N) =
N-—1
1
mZ](xn =W, Uy = 1, Tpi1 = Wj, U1 = U).
n=1

Soit 0, le vecteur parametre obtenu a l'étape ¢ de ICE, 'espérance sachant y;.n sous le
parametre 6, est alors calculable et donne :

p(l‘n = Wi, Up = 17xn+1 = Wy, Up41 = U, 9q+1) =

1
S E Py = wi, Uy = 1, Tpi1 = Wy, Upy1 = ulyr.n; 0y).

E P(Tn = Wi, Uy = 1,1 = Wy, Upt1 = w; 0411)

_ o
dq“(w]—,u) = - )
§ p((L’n = Wi, Up = 17 Tyl = Wj, Upt1 = U, eq—l-l)

E p((L’n = Wi, Up = 17 Tyl = Wj, Upt1 = U, eq—l-l)

+1 _ u
T (wjlw;) = :
5 P(Tn = Wi, Uy = 1, Ty = Wy, Upt1 = W 0411)

Wi,

3.3.5 Expérimentations

Nous présentons dans cette sous-section quatres expériences. Dans la premiere expérience,
les données sont issues du modele de chaines de Markov cachées et segmentées suivant les
modeles de chaines de Markov cachées et de chaines semi-markoviennes cachées. Dans la
seconde expérience, les données sont issues du modele de chaines semi-markoviennes cachées
et segmentées, comme ci-dessus, par les mémes deux méthodes. Le but de cette deuxieme
expérience est de savoir si négliger la semi-markovianité a des conséquences sur la qualité de
la segmentation. Dans la troisieme expérience, les données suivent le modele semi-markovien
M-stationnaire et nous les segmentons suivant le modele de chaines de Markov cachées M-
stationnaires et le modele de chaines semi-markoviennes cachées M-stationnaires. Dans la
derniere expérience, nous appliquons ces deux derniers modeles sur une image réelle. Dans
toutes les expériences, la taille des processus est égale a N = 256 x 256 et les processus mono-
dimensionnels sont transformés en images bi-dimensionnelles grace au parcours d’Hilbert-
Peano figurant en annexe [Bl Le nombre d’itérations de I'algorithme ICE est égal & 100 et les
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parametres sont initialisés par la méthode du K-means. Les modeles présentés dans toute la
sous-section seront notés :

— chaines de Markov cachées a bruit indépendant : CMC;

— chaines de Markov cachées M-stationnaires : CMC-M-S ;

— chaines semi-markoviennes cachées a bruit indépendant : CSMC;

— chaines semi-markoviennes cachées M-stationnaires : CSMC-M-S.

Segmentation de données issues d’'un modele de chaine de Markov cachées a bruit
indépendant

Dans ce paragraphe, les données sont issues d’'un modele de chaine de Markov cachées
a bruit indépendant. Les états cachés sont ensuite estimés en utilisant les modeles CMC

et CSMC. La matrice de transition de la chaine de Markov X est Q = < 83? ggé ) et

P(Yn|z,) suit une loi normale Nz (0, 10) lorsque z,, = w; et Ng (1, 10) lorsque x,, = ws.

(a) Réalisation de (b) Réalisation de (c) Restauration (d) Par CMC :  (e) Par CSMC :
X. Y. avec les vrais 17.66% d’erreur.  17.91% d’erreur.
parametres :
17.22% d’erreur.

FIGURE 3.1 — Simulation d’une chaine de Markov cachée et sa restauration.

Modele Moyennes Variances | Taux d’erreur
w1 w2 w1 w2
CMC —0.04 | 1.00 | 9.99 | 9.98 17.66%
CSMC —0.05 | 0.96 | 9.82 | 10.16 17.91%
| Vrales valeurs | 0 [ 1 [ 10 [ 10 | 17.22% |

TABLE 3.1 — Estimation des parametres de la loi d’observation.

Concernant l'estimation de @, le modele CMC donne Qcnc = ( 88? 88; . L’estimation
L , : 0.98 0.02
de la transition r(w;|w;) par CSMC avec L = 10 est donnée par la matrice 0.02 0.08 et

celle de d est donnée par :

d(wi,.) = (0.82,0.01,0.0,0.04,0.01,0.04,0.03,0.01,0.04,0),

A

d(ws,.) = (0.85,0,0.01,0.01,0.01,0.02,0.05,0.02,0.02,0.01).
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Des résultats de I’estimation, nous voyons que le modele semi—markgvien caché est capable
de retrouver la markovianité des données. En effet la probabilité d(w;,u) est élevée pour
u = 1 et faible pour les autres états. Par conséquent, les estimations des parametres de la loi
d’observation par le modele CMC et par le modele CSMC donnent des résultats comparables.
Ainsi I'utilisation des CSMC a la place des CMC ne dégrade pas, dans le cadre de notre étude,
la qualité des résultats en non supervisé. Notons également le degré élevé du bruitage et le

tres bon comportement de ICE.

Segmentation de données issues d’un modele de chaines semi-markoviennes cachées

Considérons une CSMC telle que chaque X,, prend ses valeurs dans X = {wy,ws}, chaque

U, prend ses valeurs dans A = {1,...,10}, la transition r(x,|7,) est donnée par la matrice
0.3 0.7 ) 5 |
= 0.7 0.3 ) et pour tout 11, d(Tny1,10) = 1 et d(Tni1, Unt1) = 36 si U,y # 10. Les

lois d’observation p(y,|x,) sont les lois normales Mg (0, 2) lorsque ,, = wy et Ng (1,2) lorsque
Tpn = Wa.

(a) Réalisation de (b) Réalisation de (c) Restauration (d) Par CMC :  (e) Par CSMC :
X. Y. avec les vrais 24.68% d’erreur.  21.76% d’erreur.
parametres :
21.39% d’erreur.

FIGURE 3.2 — Simulation d’une chaine semi-markovienne cachée et sa restauration.

Des résultats de la segmentation présentés dans la figure [3.2] nous constatons que, dans le
cadre de notre étude, les CMC sont relativement robustes par rapport a la semi-markovianité
des données cachées ; cependant, la différence entre les résultats n’est pas tout a fait négligeable.

Modele Moyennes | Variances | Taux d’erreur
w1 ) w1 )
CMC —0.04 | 1.06 | 1.97 | 1.95 24.68%
CSMC —0.03 | 0.96 | 2.02 | 2.00 21.76%
‘ Vraies valeurs ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 2 ‘ 21.39% ‘

TABLE 3.2 — Estimation des parametres de la loi d’observation.

L’estimation de R par le modele semi-markovien caché est donnée par :

0.29 0.71 )

Resic.n = ( 0.71 0.29 (3:24)
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et celle de d(2,,41,Un41) est donnée par :

1>

(w1,.) = (0.00,0.04,0.00,0.05,0.00,0.04,0.08,0.00, 0.00, 0.79),
(w2,.) = (0.01,0.04,0.00,0.08,0.00,0.01, 0.03,0.00,0.02, 0.81).

>

Nous constatons un bon comportement de I'ICE, en particulier dans I'estimation des pa-
rametres du bruit.

Segmentation de données issues du modele semi-markovien caché M-stationnaire

Dans le modele étudié lors de cette expérience, nous introduisons deux processus auxiliaires
Ul et U?. Le processus U' modélise la semi-markovianité et le second processus U? modélise la
M-stationnarité. Nous supposons que chaque X, prend ses valeurs dans X = {wy,...,wk},
chaque U! prend ses valeurs dans A; = {1,...,L}, et chaque U? prend ses valeurs dans
Ay = {A1,..., A }. Le modele semi-markovien M-stationnaire que nous étudions est donné
par :

P, Uy, Uy yun) = pud)p(@ud)p(ules, ui)p(yle:)

N-—1
X Hp(ui+1|u71p Ui)p($n+1|1’n, uylp ui+1)p(urlz+1|xn+la urlw ui-ﬁ-l)
n=1

N-1
X Hp(yn+1|xn+l)> (3.25)
n=1
ol
Sz (U2 ) siul >1
2 1 2N\ up \¥'n41 n )
st = { e AT (320
O, (Tpy1) siul > 1
1 2 _ In n+1 n Y
PlEnsa|Tn ty ) = { P(Tnti|Tn, upyy) stouy, = 1, (3:27)
et

Our 1 (up ) siuy > 1,
P(Un1 [T, Uiy g) 81Uy = 1.

Pty [Tn1, w1l ) = { (3.28)
Le but de cette expérience est de montrer 'importance simultanée de la M-stationnarité et
de la semi-markovianité lorsque les données simulées sont issues d’un modele semi-markovien
caché M-stationnaire. Les données sont simulées selon le modele de chaines semi-markoviennes
cachées M-stationnaires avec K =2, M =2 et L =10 et :

— p(u2,,|u?) a pour matrice de transition :

g— 0.9999 0.0001 Y\
~ \ 0.0001 0.9999 )~

— pour tout uZ i, p(Tpy1|Tn, up = 1,u2 ;) a pour matrice de transition :

0.9 0.1
©= < 0.1 0.9 ) ’
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— sl uZ,, = A, alors pour tout T41, p(uhy |1, uz, upb = 1) = 61(up )
— st u2; = Ay, alors pour tout i1, p(us 4 |Tni1, uZ g, u; = 1) est la distribution d’une
loi uniforme sur A; ;
— p(yn|x,) est la densité d’une loi normale N (0,5) si 2, = wy et Ng (1,5) si @, = wy.
Nous choisissons ensuite d’estimer les parametres par les méthodes ICE correspondantes et
les états cachés par le MPM en utilisant les modeles CMC, CMC-M-S, CSMC et CSMC-M-S.

n

(a) Réalisation de (b) Réalisation de (c) Réalisation de (d) Estimation de (e) Estimation de
X. U-2. Y. z1.8 : 23.32% u? o 2.23%

d’erreur. d’erreur.

F1GURE 3.3 — Simulation d’une chalne semi-markovienne cachée M-stationnaire et sa restau-
ration utilisant les vrais parametres.

(a) Estimation de (b) Estimation de (c) Estimation de (d) Estimation de

z1.ny par CMC : z1.5 par CSMC : T1.N par u%:N par
36.3% d’erreur. 24.2% d’erreur. CMOC-M-S : 23.43% CMC-M-S : 2.28%
d’erreur. d’erreur.

(e) Estimation de (f) Estimation de
Z1.N par u? y par
CSMC-M-S : CSMC-M-S :
23.39% d’erreur.  2.31% d’erreur.

FIGURE 3.4 — Restauration en utilisant les modeles CMC, CMC-M-S, CSMC et CSMC-M-S.
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Modele Moyenne Variance | Taux d’erreur pour X | Taux d’erreur pour U,
w1 ) w1 )
CMC —0.30 | 1.46 | 4.49 | 4.12 36.3% -
CMC-M-S 0.00 | 1.00 | 4.92 | 5.03 23.43% 2.28%
CSMC 0.02 |0.99 | 4.87 | 5.12 24.2% -
CSMC-M-S 0.02 | 1.01]4.96 | 5.01 23.39% 2.31%
‘ Vraies valeurs ‘ 0 ‘ 1 ‘ 5 ‘ 5 ‘ - ‘ -

TABLE 3.3 — Estimation des parametres de la loi d’observation.

De cette expérience, nous constatons que négliger la semi-markovianité du processus caché
est peu pénalisant lorsque 1'on a tenu compte de la M-stationnarité. En effet les résultats
obtenus en segmentant par le modele CMC-M-S et par le modele CSMC-M-S sont com-
parables. Cependant négliger '’hypothese de M-stationnarité est plus pénalisant mais nous
pouvons constater des figures B.4](a) et (b) que le modele semi-markovien estime mieux les
états cachés que celui des chaines de Markov cachées.

Notons que si les taux d’erreur sont comparables dans les segmentations (b) et (c¢) a la
figure B4l 1a (c), qui utilise le vrai modele, est plus proche de la vraie image sur la figure 3.3l
Quant a I'estimation des parametres par ICE présentée dans le tableau [3.3] nous constatons
des résultats similaires pour les 4 modeles utilisés.

Segmentation d’une image réelle

Dans cette derniére expérience, nous proposons de segmenter une image réelle SAR (Syn-
thetic Aperture Radar). Nous comparons les modeles CMC-M-S et CSMC-M-S sur la photo-
graphie aérienne de Tokyo présentée a la Figure 3.5 (a). Dans cette expérience, on prendra
K=3 M=2et L=5.

(a) Image (b) Estimation de (c) Estimation de (d) Estimation de (e) Estimation de

observée. Z1.N par Z1.N par u? y par u? \ par
CMC-M-S. CSMC-M-S. CMC-M-S. CSMC-M-S.

FIGURE 3.5 — Segmentation d’une image réelle SAR.

De cette expérience, on voit des résultats similaires pour l'estimation de x. Cependant,
I'estimation de u? semble étre meilleure en utilisant le modele semi-markovien caché M-
stationnaire. Le modele semi-markovien est capable de considérer des lois de temps de séjour
plus générales que le modele markovien, ce qui peut expliquer la qualité de I'estimation de
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u?. Dans la these de P. Lanchantin [65], cette image a été segmentée par les modeles CMC et
CMC-M-S et il y est constaté des améliorations notables apportées par le modele CMC-M-S,
par rapport au modele CMC, au niveau des estimations des parametres.

Conclusion

Nous avons utilisé des modeles de Markov triplets particuliers pour proposer dans ce cha-
pitre un modele semi-markovien caché original, permettant des gains notables de temps de
calcul. Nous avons ensuite étendu le modele des chaines de Markov cachées M-stationnaires in-
troduit par P. Lanchantin [65] & celui des chaines semi-markoviennes cachées M-stationnaires.
Pour cela, nous avons considéré deux processus auxiliaires; le premier modélisant la semi-
markovianité du processus caché, et le second sa non stationnarité. Le modele proposé fait
ainsi partie des chaines triplets “multi-variées”, ou la chaine auxiliaire est composée de plus
d’un processus, chacune des composantes modélisant une propriété particuliere. Nous avons
proposé une méthode ICE d’estimation des parametres adéquate et les divers algorithmes de
segmentation non supervisée, correspondants aux divers modeles, ont été testés via les simu-
lations informatiques dans le contexte de bruits importants. Les résultats obtenus montrent
que les deux chaines auxiliaires sont nécessaires et I’absence d’aucune d’entre elles ne peut
étre compensée par 'autre. Ils ont également mis en évidence le tres bon comportement de
I’algorithme ICE, qui peut alors étre utilisé dans des situations tres bruitées.






Chapitre 4

Modeles de Markov triplets a
observations non gaussiennes

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes concentrés sur la loi du processus caché
et nous avons étendu le modele de chaines de Markov cachées a celui des chaines semi-
markoviennes cachées M-stationnaires. Dans le présent chapitre, nous étudions la loi d’ob-
servation. Pour cela, nous rappelons diverses lois non gaussiennes telles que les lois de type
exponentiel, elliptiques ou les “Vecteurs aléatoires sphériquement invariants” (abréviation an-
glaise SIRV) fréquemment rencontrés en traitement du signal radar. Nous nous intéressons
ensuite aux copules, qui sont tout d’abord présentées brievement dans leur contexte histo-
rique. Ensuite nous décrivons leur introduction récente dans le contexte des chaines de Markov
cachées et couples [21] 23| 24, O8], qui permettent la conception de trés nombreux modeles
particuliers du bruit. Pour finir, nous présentons dans la derniere sous-section un modele
triplet de chaines de Markov non stationnaires cachées avec du bruit corrélé non gaussien
original. Une méthode originale d’estimation des parametres de type ICE est proposée et la
méthode non supervisée correspondante de segmentation est validée par des expériences in-
formatiques. En particulier, nous montrons I'importance du choix de la bonne copule; toute
chose égale par ailleurs (en particulier, les mémes marginales des observations conditionnel-
lement aux classes), 1'utilisation d’une copule différente de celle correspondant aux données
peut dégrader de maniere significative les résultats des segmentations.

4.1 Lois elliptiques, modeles exponentiels et lois de Von
Mises-Fisher

Dans cette section, nous donnons deux familles de lois généralisant la loi normale. La
premiere est celle des lois de type exponentiel et la seconde est celle des lois elliptiques.
Nous commencons par donner la définition générale d’'un modele exponentiel. Dans un se-
cond temps, nous donnons l'exemple de la loi de Von Mises-Fisher qui sera utilisée dans les
applications au radar au chapitre [0

65
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4.1.1 Modeles exponentiels

Soit (Y, B,v) un ensemble mesuré, ot B est une tribu sur ) et v une mesure définie sur

B.

Définition 4.1.1 (Modeles exponentiels). Soit a une application de Y dans R¥, © un sous-
ensemble de R?, € © et a une application de © dans R¥. Une variable aléatoire o valeurs
dans (Y, B) suit une loi de type exponentiel de parametre numérique 6 et de parameétres fonc-
tionnels a et a si sa densité par rapport a v s’écrit :

Yy €Y, ply) < exp ((a(d),a(y))),

ot (.,.) est le produit scalaire euclidien de R*.

Lorsque le modele exponentiel est paramétré par A = «(f), on dit que le paramétrage est
canonique.

4.1.2 Loi de Von Mises-Fisher

Rappelons d’abord comment est définie la mesure de Lebesgue sur la sphere S9! =
{z € R?: ||z|| = 1}, que I'on notera oga—1. La sphére sera munie de sa tribu borélienne Bga-1.
Notons également Bjg [ la tribu borélienne de [0, 4o00[. La tribu borélienne de R? est la
tribu produit Bjg oo ® Bga-1; soit celle engendrée par les boréliens, dit élémentaires, By x By
ol By € Bjg4o0[ €t By € Bga-1. La mesure de Lebesgue sur la sphere est définie par :

)‘Rd (Bl X Bg)

)
/ r=1dr
B1

qui est aussi l'intégrale de la fonction indicatrice de By par rapport a la mesure ogi-1.
On définit ensuite U'intégrale des fonctions étagées (combinaison de fonctions indicatrices),
I'intégrale d’une fonction mesurable de Bga-1 dans R est finalement définie en utilisant le
théoreme classique de Beppo-Levy. On a la formule de changement de variable suivante :

[ it = [ e does (),

0gd—1 (BQ) =

olt ¥ est 'application de [0, +oo[ x 8?1 dans R? qui & (r,u) associe y = ru et B est un
borélien de R
Soit 4 € 84! et k € RT. La loi de Von Mises-Fisher de parametre de direction p et de
parametre de concentration s est une loi sur la sphere de S! de densité par rapport a la
mesure de Lebesgue ogis-1 donnée par :
49
d—1 k2
u€eST - ——F———exp(k (), (4.1)
@m)F Iy, ()

ou I, est la fonction de Bessel modifiée de premiere espece de parametre v (voir Annexe [A)
et (.,.) est le produit scalaire de R



4.1 Lois elliptiques, modeles exponentiels et lois de Von Mises-Fisher 67

(a) Loi uniforme sur la sphére  (b) Concentration x = 10. (c) Concentration x = 100.
Kk =0.

FI1GURE 4.1 — Exemples de trois lois de Von Mises-Fisher.

Estimation des parametres

Nous rappelons ci-apres la méthode d’estimation par maximum de vraisemblance proposée
dans [5], des parametres d'une loi de Von Mises-Fisher.

Soit uy.y = (u(l), .. ,u(N )) un échantillon de la loi de Von Mises-Fisher. La vraisemblance
s’écrit :
N(4-1) N
K 2
plury) = C——xexp | (K Zu(n) )
n=1

(Ig—l(/‘f))

ou C' est une constante indépendante de k et de u. Ainsi la log-vraisemblance est :
d N
L(uy.y) = Cste+ N 5~ 1) log(k) — Nlog (I%_l(ﬁ)) + K Zu(”)
n=1

La maximisation en p ne dépend pas du parametre x et est atteinte en :

N
Sl
n;l )
1> ut™ |
n=1

Pour I'estimation du parametre x, on doit résoudre :

Hypmyv =

0

— 14 (/’i) N

a/{ 27 d 1 ]_ “ (n)

= =1 X —=—=

soit

0

~Ta_ (k) p ;X

o —(3-1)x =5 12 u
Ia (k) 2 kK N =
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En utilisant le développement de Laurent de la fonction de Bessel figurant en annexe [Al, on
montre que la dérivée de I, satisfait :

1) = V120)

ainsi le maximum de vraisemblance &), satisfait :

+ [V+1(x)7

La(Fav) 1 | i o
N = = U 3
I%_l(FLMv) N —
Ii(k)
il est unique car la fonction x — [27 est croissante.
3—1(“)

La loi de Von Mises-Fisher étant de type exponentiel, I'étape de maximisation de ’algorithme
EM aboutit a des équations similaires. Détaillons I'algorithme EM dans le cas des chaines de
Markov cachées a bruit indépendant.

Soit uy.n = (M, ..., u™)) la réalisation observée et x1.x = (21, ..., 2y) la réalisation cachée,
11, K les parametres de la loi de Von Mises-Fisher p(u™ |z, = w;) et 6, le vecteur parametre
obtenu a I'étape ¢ de EM. Alors les parametres pi,41,; et kq441,; obtenus a I’étape ¢ + 1 sont :

N
> up (= wilurv: b)
n=1

I

Hag+1,5 N
It (e = wilus:6y) |
n=1

N
1D ul™p (@0 = wjlurn; 6,) ||
Ia(Rgrrg) ; ’ !
La_y(Kgt1;) al

Zp ($n = uJj|U1;N§ eq)

n=1

Divers résultats concernant la segmentation et ’estimation des parametres dans les modeles
ou les observations suivent des lois de Von Mises-Fisher sont présentés au chapitre [0 sur des
données réelles issues de radar bande HF.

4.1.3 Lois elliptiques

Une variable aléatoire prenant ses valeurs dans R? suit une loi elliptique si les isodensités
sont des ellipsoides de R?. En d’autres termes, la densité d’une loi elliptique est définie par :

Définition 4.1.2. Soit m € R?, ¥ une matrice réelle symétrique définie positive de dimension
d x d et h une fonction de Rt dans RY. Une variable aléatoire Y a valeurs dans R? suit une
loi elliptique de paramétres euclidiens m € RY et X et de paramétre fonctionnel h si sa densité
s’écrit :

1
det X

Wy € RY, ply) = xh (]| =7y —m) [?).
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La proposition suivante donne le lien entre lois elliptiques et lois uniformes sur la sphere :

Proposition 4.1.1. Une variable aléatoire Y suit une loi elliptique de parametres euclidiens
m et X si et seulement s1Y s’écrit :

Y = RX2U +m,

ou U et R sont indépendantes, U suit une loi uniforme sur la sphére S4' et R est une variable
aléatoire a valeurs dans RY.
Dans ce cas, le parametre fonctionnel de la loi de Y est donné par :
I(4+1
Vr e R, h(r) = %f(\/?),

T2r 2
ou f est la densité de la variable aléatoire R et I est la fonction eulérienne rappelée en annexe

[Al

Par ailleurs, il est possible de calculer les moments d’une loi elliptique. En effet, nous
avons :

Proposition 4.1.2. Soit Y une variable aléatoire elliptique de paramétres euclidiens m et 3
et de parameétre fonctionnel h. Sous la condition :

“+oo
/ h(r*)r®tldr < +oo,
0

Y est de carré intégrable, sa moyenne et sa matrice de covariance sont alors données par :
E(Y) = m,

Cou(Y) = #:1) ( /0 +OO h(r2)rd+1dr) 5.

Dans la section suivante, nous présentons des lois elliptiques particulieres : les vecteurs
aléatoires sphériquement invariants (SIRV). Ces vecteurs aléatoires sont le produit d’une
variable aléatoire positive et d'un vecteur gaussien. Un vecteur gaussien est elliptique; il est
le produit de la loi uniforme sur la sphere et de la racine carrée d’une loi du y?; il s’ensuit
que la loi d’un SIRV est elliptique.

4.2 Vecteurs aléatoires sphériquement invariants

Dans cette section, nous étudions un cas particulier de distributions elliptiques, celui des
vecteurs aléatoires sphériquement invariants (SIRV). Un SIRV de dimension d est le produit
de deux variables aléatoires : la “texture” qui est une variable aléatoire a valeurs positives, et
le “speckle” qui est un vecteur aléatoire gaussien de R? ou C%, selon que le SIRV soit réel ou
complexe. La terminologie est empruntée a celle des spécialistes du signal radar [55, (105, [118,
119]. En traitement du signal radar, & une distance et un angle de visée donnés, le signal réfléchi
est un vecteur complexe appelé “données In Phase-Quadrature (IQ)”. Ce vecteur complexe est
souvent considéré comme un SIRV, le “speckle” pouvant s’interpréter physiquement comme
le chatoiement optique du a l'excitation des électrons et la texture comme les fluctuations
spatiales macroscopiques du signal réfléchi. Nous détaillerons ’acquisition des données IQ au
chapitre



70 MODELES DE MARKOV TRIPLETS A OBSERVATIONS NON GAUSSIENNES

4.2.1 Lois SIRV & valeurs dans R? : définition et exemples

Définition 4.2.1 (Vecteurs aléatoires sphériquement invariants réels). Une variable aléatoire
Y a valeurs dans R est un vecteur sphériquement invariant s’il s’écrit :

Y=RxZ+m,

ou R est une variable aléatoire réelle positive appelée texture, Z est un vecteur aléatoire
gaussien centré a valeurs dans R appelé “speckle”, et m est un vecteur réel appelé paramétre
de position.

A partir de maintenant, on notera Y la matrice de covariance du “speckle”. Lorsque le pa-
rametre de position m = 0 et X est la matrice identité, on dira que le SIRV est centré réduit.
Les deux principaux exemples de SIRV réels sont :

Lois de Student sur R?

La texture est l'inverse de la racine carré d’une variable aléatoire de loi I' de parametre
de forme v, sa densité est définie sur Rt par :

o) = ooy e ()

La loi de Student de dimension d de parametres v, m et ¥ est notée Sga (v, m, X) et sa densité
est :

d
JERY 1 Xr@+2)x 1

erf Vs T [ -t )]

d
2

Nl

Lois K sur R
La texture est la racine carrée d’une loi I' de parametre de forme v, sa densité est définie
sur Rt par :

p(r) = 1"(21/) r~Lexp (—7“2) .

La densité d'une loi K de parametres v, m et ¥, notée Kpa (v, m,X), est :
2 ((y—mﬁz-l@—m))%‘%[( 2\/<y—m>Tz—1<y—m>
(2m)2 \/det (D) (v) 2 - 2 ’

ou K, désigne la fonction de Bessel de deuxieme espece modifiée a v degrés de liberté (voir

Annexe [A]).

ye R —

ol

4.2.2 Lois gaussiennes complexes circulaires et lois SIRV complexes

Nous introduisons ci-apres, les lois gaussiennes complexes circulaires, importantes pour la
suite, notamment dans les algorithmes de détection sur les données radar. A partir de ces lois
gaussiennes complexes, nous définirons les lois SIRV a valeurs dans un C-espace vectoriel.
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Lois gaussiennes complexes circulaires

Définition 4.2.2 (Variable aléatoire gaussienne complexe circulaire). Une variable aléatoire
Z a valeurs dans C est gaussienne si le vecteur (Re(Z),Im(Z)) est un vecteur gaussien de
R2. Elle est dite :

— centrée si E(Z) =0;

— circulaire si Re(Z) et Im(Z) sont indépendantes et de méme variance.
On note o2 la variance E (|Z — IE(Z)|2) et m =E(Z) = E(Re(Z)) + iE(Im(Z)) la moyenne
de Z.

La densité d’une variable aléatoire gaussienne complexe circulaire Z de moyenne m et de
variance o est :

1 |z —m|?
2€C— —sexp|——5—|.
Tog oé

On définit également :

Définition 4.2.3 (Vecteurs aléatoires gaussiens complexes circulaires). Un vecteur aléatoire
complexe Z = (Zy,...,74) est gaussien si pour tout (\y,...,\q) € C%, la variable aléatoire
M2+ ...+ NgZg est une variable aléatoire gaussienne complexe.

Le vecteur aléatoire Z est circulaire siE ((Z — E(2))(Z — E(Z))") = 0. On définit sa matrice
de covariance complexe par :

Yc=E((Z-E(2)(Z-E(2))").

La densité d'un vecteur aléatoire gaussien complexe circulaire de moyenne m et de covariance
complexe ¢ est donnée par :

1 —T
zeCl— mexp (—(z —m) Ng'(z— m)) :

Les SIRV réels sont étendus aux SIRV complexes pour lesquels le “speckle” est une variable
aléatoire gaussienne complexe circulaire. Nous donnons ci-dessous les densités des lois de
Student et K complexes.

Lois de Student sur C¢

La densité d’une loi de Student complexe est donnée par :
['(v+d) " 1
d —T
W dete) - ) e - m)|

d
yeC*— el

Lois K sur C?
La densité d'une loi K complexe est donnée par :

2 — =R
m(v) det(X¢) ((y —m)tie (Y - m))

yeCd—

K,y (2\/m2<51<y - m)) .
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4.3 Copules et lois multivariées non gaussiennes

Nous allons présenter dans cette section des lois multivariées qui peuvent se définir expli-
citement a partir des lois marginales et d’'un terme d’agrégation appelé “copule”.
L’introduction des copules est historiquement issue des travaux de M. Fréchet et de ceux de
A. Sklar. Les travaux de M. Fréchet [45] concernaient les familles de vecteurs aléatoires ayant
meémes lois marginales. Il a ainsi donné le nom de “classes de Fréchet” aux classes de la relation
d’équivalence [Y = (Y1,...,Yy) ~ Y = (Yi,... ,}76[)] < [Yoet Y ont mémes lois marginales].
Cependant, M. Fréchet n’a pas établi la forme générale des fonctions de répartition jointes. Il a
fallu attendre le théoreme établi par A. Sklar [I10], 112], qui porte actuellement son nom, pour
pouvoir exprimer la fonction de répartition jointe en fonction des fonctions de répartition mar-
ginales. Nous présenterons dans la sous-section [£.3.] ci-apres, la problématique qui a conduit
A. Sklar a son théoreme.

4.3.1 Copules et théoreme de Sklar

Les travaux de A. Sklar ne concernaient pas directement I’écriture de la loi jointe fonction
des lois marginales. Il travaillait avec B. Schweizer sur la généralisation de la conjonction
“et” en logique floue [43, 50, 63, B8] et sur les espaces métriques probabilisés [80, 110]. En
logique floue, la valeur de vérité d’une formule est étendue en une fonction a valeurs dans
[0, 1] mesurant la croyance que 1'on a d’une proposition. Cette fonction de croyance peut étre
une probabilité, auquel cas on parle de logique floue probabilisée. La valeur de vérité de la
conjonction a été étendue par A. Sklar et B. Schweizer a ’aide des normes triangulaires :

Définition 4.3.1 (Normes triangulaires). Une application T : [0,1]* — [0,1] est une norme
triangulaire bivariée si elle satisfait :

- T(u,v) = T(v,u) (commutativité) ;

- T(T(u,v),w) =T(u,T(v,w)) (associativité);

- T(u,1)=u;

- Siup < wuy et vy < vy alors T(uy,vy) < T'(ug,v).
Une norme triangulaire de dimension d est une application Ty de |0, 1]d dans [0,1] définie
récursivement a partir d’une norme triangulaire bivariée T par :

1. Ts(u,v,w) =T(T(u,v),w);

2. Tn+1(u1, ce ,un+1) = T(Tn(ul, ce ,un), un+1).

La croyance de l'expression “A et B”, notée A A B, est alors donnée par Bel(A A B) =
T (Bel(A),Bel(B)), ou Bel(A) (resp. Bel(B)) désigne le degré de croyance de A (resp. B).
Les espaces métriques probabilisés sur lesquels travaillerent A. Sklar et B. Schweizer sont des
ensembles de variables aléatoires (W) (s y)cx2 a valeurs dans R™ et indexées sur un espace
métrique X, tels que W, , a les propriétés d'une distance :

- Y(x,y,t), PW,, <t)=P(W,, <t) (symétrie);

- P(W,, =0) =1 si et seulement si x = y;

- V(z,y,2,t,s), P(W,, <t;W,, <s) <P(W,, <t+s) (inégalité triangulaire).
La distance entre deux points x et y de X est ainsi généralisée en utilisant la fonction de
répartition ¢t — F,,(t) = P(W,, < t). La problématique qui a conduit A. Sklar a son
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théoreme est la suivante. Dans un espace métrique classique, si on connait les distances
d(z,z) et d(z,y), on sait majorer la distance d(x,y). Dans un espace métrique probabi-
lisé, on voudrait également minorer la fonction de répartition F} , lorsque 'on connait les
fonctions de répartitions F, , et F,,. L'idée est alors d’exprimer P (W, . <t;W,, <s) en
fonction de F; . et F.,. Le théoréme formulé par A. Sklar affirme qu’il est possible d’écrire
P(W,,. <t;W,, <s) en fonction de F, , et F,, grace a un terme d’agrégation appelée co-
pule.

Nous donnons ci-dessous la définition d’une copule telle qu’elle est énoncée par R. B. Nelsen
[85]. On définit pour cela Popérateur APk qui a une fonction C' de [0, 1]* dans [0,1], pour
d' < d, associe la fonction de [0,1]% " dans [0, 1] définie par :

Vo € |0, l]d/_l, AFCN () = C' w1, .. Oy o) — Oy, U, ).

Définition 4.3.2 (Copule de dimension d). Une fonction C' : [0,1]* — [0,1] est une copule
si elle vérifie :

1. pour tout i et pour tout (uq,...,Ui_1,Uit1,-..,Uq) € [0, 1]d_1,
C(ulv'"7ui—1707ui+17"'7ud) :0;

2. pour tout i et tout u; € [0,1], C(1,..., 1, u; 1,...,1) = u;;
3. pour tout u,v € |0, l]d tel que pour tout i, u; < v;, on a C = AZZAZ‘ZQ LARC > 0.

Remarque : Une copule de dimension d peut s’interpréter comme la fonction de répartition
d’une loi & valeurs dans [0, 1] dont les lois marginales sont uniformes sur [0, 1].

Enoncgons maintenant le théoreme de Sklar :

Théoréme 4.3.1 (Théoréme de Sklar). Soit F' une fonction de répartition sur R? de fonctions

de répartitions marginales Fy, ..., Fy. Alors il existe une copule C sur |0, 1]d telle que :
Yy € R, Flyr, ... ya) = C(Fi(w), - -, Fa(ya))- (4.2)
De plus, si les marges Fi, ..., Fy sont continues, alors la copule est unique.

La réciproque de ce théoreme est donnée par le théoreme de Deheuvels :

Théoréme 4.3.2 (Théoreme de Deheuvels). Si Fy, ..., Fy sont d fonctions de répartition a
support réel et si C est une copule de dimension d, alors il existe un vecteur aléatoire Y de
dimension d de marginales F; et de copule C' tels que la fonction de répartition F' de Y soit
donnée par :

Yy €RY F(ys,...,ya) = C(Fi(y1),. .., Fa(ya)).
Preuve. Voir [37]. O

Remarque : En plus de répondre aux attentes de A. Sklar, les copules répondent aux
attentes de M. Fréchet. Elles permettent d’exprimer la loi jointe de vecteurs aléatoires a
partir des lois marginales. Sous 'hypothese de continuité des marginales, I'unique copule est
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la fonction de répartition de U = (Fy(Y1),..., F4(Yy)). Si de plus, la fonction de répartition
I est dérivable, nous avons :

Vy € RY f(yr, .- ya) = filw) - - - fa(ya)c(Fi(y), - - -, Fa(ya)) (4.3)

ou f est la densité jointe, fi,..., fq sont les densités marginales et ¢ est la densité de la copule,
soit la densité du vecteur U = (Fy (Y1), ..., Fu(Yy)).

Apres avoir formulé son théoreme, A. Sklar voulait trouver des conditions pour que
P(W,. < t,W,, < s) représente la croyance sur (W, ., < t,W,, < s). Il voulait ainsi
trouver des conditions pour que la copule C' soit une norme triangulaire. Dans ce cas, ’espace
métrique probabilisé est appelé espace métrique flou ou espace de Menger [80]. Les condi-
tions pour qu'une copule soit une norme triangulaire sont données par la proposition 4.3.11
Rappelons d’abord la définition d’application lipschitzienne.

Définition 4.3.3 (Application lipschitzienne). Une application T : I C R? — R est lipschit-

zienne St :

d
Pour tout w € I et tout v € I, |T(u) —T(v)] < Z | — v
k=1

Nous avons :

Proposition 4.3.1.
— Une copule bivariée est une norme triangulaire si et seulement si elle satisfait C'(C(u,v),w) =

C(u,C(v,w)) ;

— Une norme triangulaire est une copule si et seulement si elle est lipschitzienne.

Nous donnons dans la sous-section suivante les différents exemples de copules que nous utili-
serons par la suite.

4.3.2 Exemples de copules
Copule produit

La copule produit est la copule d’un vecteur aléatoire a composantes indépendantes. Cette
copule est donnée par :

d
C(Ul,. .. ,ud) = HUj.
j=1

Bornes de Fréchet

L’expression de la borne supérieure de Fréchet est :

C(ug, ug, . .., ug) = min(uy, s, . . ., Ug).
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La borne inférieure de Fréchet est une copule uniquement dans le cas bivarié et est donnée
par :

C(uy,ug,...,uq) = max(ug + ... +ug—d+1,0).
La terminologie “supérieure” et “inférieure” provient de l'inégalité suivante :
max(u; + ... +ug—d+1,0) < C(uy,...,ug) < min(uq, ..., uq),

ou C est une copule de dimension d.

Copule gaussienne

La copule gaussienne est I'unique copule telle que si chaque marginale Y, d'un vecteur
aléatoire (Yy,...,Yy) suit une loi normale N (my,0?), alors le vecteur joint suit une loi
normale Nga ((my,...,my),%).

Elle est donnée par :

c(ul,...,ud) =

mlﬁ b (‘ % (¢~ (w), -, ¢ (wa))" (R = 1d) (¢~ (wa), .-, ¢—1<ud>>),

ou ¢ est la fonction de répartition d’une loi normale réelle centrée et réduite et R est la
matrice de corrélation de Pearson donnée par :

i o ... ... 0 i o ... ... 0
o1 01
1 1
O — 0 ... 0 O — 0 ... 0
R = (g} by (g}
0 0 i 0o ... 0 i
(oF} (oF}

Copule de Student

La copule de Student est I'unique copule telle que si pour tout k& € {1,...,d}, Y suit une
loi de Student de parametre de forme v alors le vecteur aléatoire (Yi,...,Yy) suit une loi de
Student de méme parametre de forme.

La densité de la copule de Student de parametre de forme v et de matrice de corrélation R
est donnée par :

B 1 I(v+4Hr )"
C(Uh...,Ud) - mx F(V—}—%)d

(1 ) (1 )] »

q

14367 ), 7 )T R (G (o), 6 ()]

ou ¢ est la fonction de répartition de la loi de Student monovariée de parametre de forme v,
centrée et réduite.

X

X
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Copule K

La copule K est I'unique copule telle que si les lois marginales sont des lois K de parametre
de forme v, alors le vecteur joint suit encore une loi K de méme parametre de forme.
La densité de la copule K s’écrit :

F(y)d—l 9% (d—1) . [fTR_lf]%_% KV_%(\/W)

c(ug,...,uq) = T X — X : (4.5)
2d—1 Vdet R [¢,... ¢, 2 ﬁK 3
v-1(V2)
=1
ot & = (¢, (u1),...,0, (ug)) avec ¢, fonction de répartition d’une loi K monovariée de

parametre de forme v, centrée et réduite et K, est la fonction de Bessel modifiée de seconde
espece de parametre de forme v.

Parmi les autres exemples de copules, on peut citer également les copules archimédiennes
[406, [76, [117], qui présentent surtout un intérét dans le cas bivarié.

4.3.3 Mesures de dépendance

Dans cette sous-section, nous abordons les différentes mesures de dépendance, appelées
aussi mesures d’association entre variables aléatoires. Une mesure de dépendance est un moyen
de quantifier la dépendance entre variables aléatoires, ou encore la maniere dont les deux
variables aléatoires sont liées. La mesure de dépendance la plus classique entre deux variables
aléatoires réelles Y] et Y; est le coefficient de corrélation de Pearson donné par :

0Y1,Y,

P = T, 5
UYngQ

ou a%/i est la variance de la variable aléatoire Y; et oy, y, est la covariance entre Y; et Y5.

Cependant, le coefficient de corrélation de Pearson a ses limites. Premierement, il n’existe que
si les variables aléatoires sont de carré intégrable. Deuxiemement, il s’avere inefficace pour
modéliser certaines situations de dépendance. Par exemple, on aimerait que si Y3 = f(Y7),
alors la corrélation vaut 1 si f est croissante ou —1 si f est décroissante, mais ce n’est

1
pas le cas. En effet, a titre d’exemple, si Y; suit une loi uniforme sur [1,2] et si Y; = v
1

2 — 3log(2
alors p = V12 X 08(2) ~ —(0.98. La corrélation de Pearson s’avere étre une bonne
V2 — 4 (log(2))?
mesure de corrélation si f est linéaire.

Corrélation ps de Spearman

Définition 4.3.4 (Corrélation de Spearman). Soit (Y7, Ys) un vecteur aléatoire a valeurs dans
R2, de copule C' et de fonctions de répartition marginales continues Fy et Fy. La corrélation de

Spearman entre Yy et Yy est la corrélation de Pearson entre les variables aléatoires Uy = Fy(Y))
et Uy = Fy(Ys) définie par :

ps = 1200, v,,

ot oy, y, est la covariance entre Uy et Us.
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Remarque : Lorsque la copule C' d'un vecteur aléatoire (Y7,Y3) admet une densité c, la
corrélation de Spearman est également donnée par :

ps =pU, V) = 12/ uve(u, v)dudv — 3.

[0,1)?

La proposition suivante nous montre qu'une dépendance du type Y = f(Y71), ou f est un
C!-difféomorphisme de R dans R, est équivalente & pg = 1 ou —1.

Proposition 4.3.2. Soit pg la corrélation de Spearman entre deux variables aléatoires réelles
Y: et Y, de fonctions de répartition respectives Fy et Iy, qui sont des Ct-difféomorphismes de
R dans [0,1]. Nous avons :
— ps = 1 si et seulement si Yo = f(Y1) ou f est un C-difféomorphisme de R dans R
strictement croissant;
— ps = —1 si et seulement si Yo = g(Y1) ot g est un C*-difféomorphisme de R dans R
strictement décroissant.

Preuve. Notons Uy = F1(Y7) et Uy = F5(Y3). Si ps = 1, ps étant la corrélation de Pearson du
couple (U, Us), alors Uy = AUy + b, avec A > 0. Comme U; et U, suivent toutes les deux la
méme loi, alors A = 1 et b = 0. On en déduit que Y5 = (F, ' o F})(Y}). Si pg = —1, alors par
le méme raisonnement, Uy = 1 — Uy, d’'ot1 Yy = Fy *(1 — F1(Y1)).

Pour la réciproque, on se sert du lemme :

Lemme 4.3.1. Soient U et V' deux variables aléatoires suivant une loi uniforme sur [0,1]. Si
V =g(U) ot g est un C'-difféomorphisme de [0,1] dans [0,1], alors nécessairement g(u) = u
pour tout u € [0,1] ou g(u) =1 — u pour tout u € [0, 1].

Preuve du lemme. 11 suffit d’écrire la densité de U fonction de celle de V. Si V suit la loi
uniforme, pour que U suive la loi uniforme, il est nécessaire que |¢'(u)| = 1 pour tout u et
que g ([0,1]) = [0, 1]. On en déduit le résultat. O

Ainsi si Y, = f(Y7), ot f est un C'-difféomorphisme, alors Uy = (Fy o f o F; 1) (U;) d’on,
en utilisant le lemme, Uy = U; si f est croissante et Uy = 1 — U; si f est décroissante. Ainsi
ps = 1 si f est croissante et —1 si f est décroissante. O

Remarque : Par construction, la corrélation de Spearman ne dépend que de la copule.
Ainsi, la corrélation de Spearman de (f(Y;), g(Y2)) ol f et g sont deux C*-difféomorphismes
croissants est égale a la corrélation de Spearman de (Y7, Ys), les deux vecteurs aléatoires ayant
meéme copule.

Mesure de concordance-discordance de Kendall et corrélation = de Kendall

La corrélation de Kendall dérive de la notion de concordance-discordance définie ci-apres
et est tres utilisée en finance et économétrie.
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Définition 4.3.5 (Corrélation de Kendall). Soient deuz vecteurs aléatoires (Y1, Ys) et (Y1, Ys)
de R? indépendants suivant la méme loi bivariée. On appelle “coefficient de corrélation de
Kendall” de (Y1,Y5), la quantité :

T =P((Y1 = V1)(Ya — Y2) > 0) — P((Y; — 1) (Ya — Ya) < 0).

Remarque : Si deux variables aléatoires Y] et Y5 sont liées par une relation du type Yy =
f(Y1) ou f est une fonction monotone de R dans R, alors 7 = 1 si f est croissante et 7 = —1
si f est décroissante.

Si la copule d'un vecteur aléatoire bivarié (Y, Y3) admet une densité, alors sa corrélation de
Kendall est donnée par :

T=4 C(u,v)c(u, v)dudv — 1.
[0,1]2

La corrélation de Spearman et celle de Kendall sont des cas particuliers d’'une mesure de
dépendance appelée mesure de concordance-discordance et définie par :

Définition 4.3.6. Soient (Y,Y3) et (Y1,Ys) deux vecteurs aléatoires bivariés indépendants de
memes lois marginales et de copules respectives C' et C. La mesure de concordance-discordance

Q(C,C) est définie par
Q(C,C) =P((Yi = Y1)(Ya — Ya) > 0) = P((Yy = ¥1)(Yz = Y2) < 0).

Remarque : Si les copules respectives C' et C' de deux vecteurs aléatoires bivariés (Y1,Y3)
et (Y1,Y5) de mémes lois marginales admettent des densités, alors la mesure de concordance-
discordance est donnée par :

Q(C,C) =14 C(u,v)é(u, v)dudv — 1.

[0,1]2

On en déduit les propriétés suivantes :
— ps = 3Q(C,1I), ou II désigne la copule produit ;
- 7=Q(C,C).

Coefficients de mélangeance

Les coefficients de mélangeance sont des mesures de dépendance asymptotique. L’étude de
la mélangeance de processus stationnaires permet de déduire leurs propriétés asymptotiques
[58, 116]. Soient (€2, A, P) un espace probabilisé, F et G deux sous-tribus de .A. Notons P(A|G)
I'espérance sachant G de la variable aléatoire qui a w € €2 associe 1 si w € A et 0 sinon. Les
différents coefficients de mélangeance entre F et G sont définis par :

— a-mélangeance, ou mélangeance forte : o (F,G) = sup |P(ANB)—P(A)P(B)|;

AeF,Beg

— [(-mélangeance : 3 (F,G) =E (sup |P(A) — IP’(A|Q)|) ;

AeF

— p-mélangeance : p (F,G) = sup{|p(X,Y)|: X F-mesurable,Y G-mesurable}, ou p est
la corrélation de Pearson;
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— ¢-mélangeance : ¢ (F,G) = sup |P(A) — P(A|B)|.
AeF,BEGP(B)>0
Nous avons les inégalités 2a (F,G) < B(F,G) < ¢ (F,G) et da (F,G) < p(F,G) < 2+/¢ (F,G).
Soit ¢ un des coefficients de mélangeance. On dit qu'un processus (Y;,),>0 est c-mélangeant,
si nETooC (0(Y0),0((Yr)k>n)) =0, ot 0(Z) est la tribu engendrée par la variable aléatoire Z.

Soient f et g deux C!-difféomorphismes croissants. Comme Y et f(Y') engendrent la méme
tribu et (Y7,Y3) et (f(Y1),9(Ys)) ont la méme copule, ainsi les coefficients de mélangeance
entre deux tribus o(Y7) et o(Y2) ne dépendent que de la copule.

Par conséquent, la corrélation d'un processus Y = (Y,,),>1 aura le méme comportement
asymptotique que celle de tout processus Z = (f,(Y5))n>1, ot chaque f,, est une fonction crois-
sante. Nous reviendrons sur cette remarque au chapitre [l lorsque 'on définira la dépendance
longue dans les processus non gaussiens.

4.4 Chalnes de Markov cachées M-stationnaires a bruit
corrélé non gaussien

Nous proposons dans cette section un modele original et montrons son intérét en segmen-
tation non supervisée des données non stationnaires, corrélées et non gaussiennes.

4.4.1 Copules dans les chaines de Markov cachées )M -stationnaires

Considérons un processus triplet (X, U,Y) = (X,,, Uy, Y)1<n<n tel que chaque X,, prend
ses valeurs dans I'ensemble fini X = {wy, ..., wg}, chaque U, prend ses valeurs dans I’ensemble
fini A ={\1,..., A}, et chaque Y,, prend ses valeurs dans R. Nous proposons de généraliser
dans cette sous-section le modele de chaines de Markov cachées M-stationnaires vu au chapitre
au cas d’observations corrélées et non gaussiennes. La loi du triplet (X,U,Y) sera de la
forme :

p(xl:NaulzNayl:N) = p(ul)p($1|ul)p(y1|9ﬁ1)
N-1

X HP(UN-H |un)p(xn+l |xn> un-i-l)p(yn-i-l |xn> Tnti, yn) (46)

n=1

On remarque que les processus U et (X, U) sont des chaines de Markov. On supposera que
la chaine de Markov (X,U) est stationnaire réversible, soit p(z, = w;, U, = Mg, Tpa1 =
Wi, Upt1 = N) = p(Ty = Wj, Uy = A\, Tpy1 = Wi, Upp1 = A) et ne dépend pas de n. Les
lois initiales p(u1) et p(z1|uy) et les transitions p(u,1|u,) et p(x,11|Tn, uni1) sont définies a
partir de p(@,,, U, Tnt1, Unt1). On supposera également que p(Yn, Yn+1|Tn = Wi, Tpp1 = w;) =
P(Yn+1, Yn|Tn = wj, np1 = w;) et ne dépend pas de n, ainsi la chaine de Markov (X, U,Y’) est
également stationnaire et réversible. Plus exactement, la loi jointe p(yn, Yni1|Tn, Tni1) sera
donnée par :

p(ym yn+l|$n> zn—l-l) = p(yn|xn)p(yn+l|xn+1)cxn,xn+1 (Fxn (yn)> Fxn+1 (yn—l-l)) ) (4-7)

ol ¢z, .., €st la copule de la loi jointe p(Yn, Yn+1|Tn, Tnt1) et Fy, (resp. F, ., ) est la fonction
de répartition de la loi marginale p(yy,|z,) (resp. p(Yn+1|Tni1))-
Afin d’avoir l,égahté p(ym yn+l|$n = Wi, Tpn+1 = wj) = p(yn—i-la yn|zn = Wj, Tp+1 = wi)a
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on sSupposera Cu, w; (Fu, (Yn), Fio;(Un41)) = Cujwn (Fuo; (Ynt1), Fi,(yn)). La loi conditionnelle
P(Yna1|Tn, Tni1, Yn) €st exprimée par :

p(yn+1|$n> Tn+1, yn) = p(yN+1|xn+1)an7xn+1 (Fxn (yn)’ Fxn+1 (yn-i-l)) : (48)

4.4.2 Estimation des parametres

Nous proposons dans cette sous-section de détailler I'algorithme ICE dans le cas du modele
de chaines de Markov cachées M-stationnaires a bruit corrélé non gaussien. Les parametres a
estimer sont les lois p(zp, Un, Tpni1, Uns1), les lois marginales p(y,|z,) et la copule de chaque
loi jointe p(Yn, Ynt1|Tn, Tni1). L'estimation de p(x,,, Un, Tpit, Uns1) a déja été étudiée dans
la sous-section [3.2.2] du chapitre [3, ainsi nous nous consacrons uniquement a ’estimation de
la loi jointe p(Yn, Ynt1|Tn, Tni1). Celle-ci se déroule en deux temps. Notons 6, le parametre
estimé a 'étape ¢ de 'algorithme ICE. Nous commencons par ré-estimer les lois marginales,
puis avec les nouvelles valeurs courantes des lois marginales, nous ré-estimons la copule.
Considérons le cas ou les marginales p(y,|r, = w;) sont des lois normales Ny (m;,c?). Soit
y1.v = (y1,...,yn) la réalisation observée. Les estimateurs de m; et o7 & partir des donnees
completes (z1.y, U1.n, Y1.5) sont :

Z Ynl (T, = w;)

A n—=
mi(iflzN, yl:N) = N )

Zl(xn:

N
Z mz T1:N, Y1: N))Zf(f’fn = w,-)

&?(QELN, yl:N) = n=l N

L’espérance sachant ;.5 sous le parametre 6, n’est pas calculable explicitement. Ainsi, on

simule L échantillons indépendants (x&"}@,ug"}@) pour 1 < m < L selon la loi a posteriori

p(z1.3, u1.n|y1.8;6,). Les ré-estimation de m; et o7 sont alors données par :

L
q+1 (m)
m; = E 951 N’u1N>yl N
L
g+1\2 (m)
(i) = § $1N>U1N’91N)~
m

Dans les expérimentations présentées dans la sous-section suivante, nous prendrons L = 1.

Notons maintenant FZ"! la fonction de répartition de la loi normale N ( q+1, (Uf+1)2). La
deuxieme étape de ICE consiste a estimer la copule. Dans le cas des copules gaussiennes
(resp. de Student), notons ¢ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite (resp.
loi de Student centrée réduite). Le parametre de corrélation p,, ..., de la copule ¢, 4,., de
P(Yns Ynt1|Tns Tni1) est estimé & partir de 'échantillon 2.y = (21,...,2x) Ol 2, = ¢ *

Fat(y,). En effet, p(zn, 2n41|@n, Tng1) suit une loi normale (resp. de Student) de corrélation
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Pnanyr- UN estimateur de p,, ., a partir des données completes (1.5, U1.N, 21.n) €St donné
par :

A(172)

~ Wi ,Wyj
Pwi,wj(l'l:N,Zl:N): 1) ~2)
wiw; Ow;\w;

ou
N-1
(Zn — mi}lgw])zl(l’n = Wi, Tnt1 = u)j)
~ =1
Z[(I‘n = Wi, Tptr1 = wj)
n=1
N-1
(Zn-i-l - mii),w])2[(xn = Wi, Tnt+1 = wj)
~(2 2 =1
(O-Ll?wJ) - = N—1 )
Z[(.ﬁl]n = Wi, Tny1 = u)j)
n=1
N-1
(zn = 0), ) (nor = 8, ) (@00 = wi g1 = wy)
~ =1
Uv(dli:i)j = - N-1 ’
Z[(I‘n = Wi, Tntr1 = wj)
n=1
avec
N-—1

(]

2l (Tn, = Wi, Ty = wj)

Mew; = N1 )
(2, = Wi, Tny1 = wj)
n=1
N-1
Zn1 L (T = Wi, Ty = wj)
52— =L
Meiw; = N-1
I(z), = wi, Tpy1 = wj)
n=1

Comme pour l'estimation des lois marginales, ’espérance sachant y;.y (resp. z1.n) de Py o
n’est pas calculable explicitement. Ainsi on simule L échantillons indépendants (:cgn}\;, uﬁ”}\),)
pour 1 <m < L selon la loi a posteriori p(x1.x, u1.n|y1:3; 0y) et la ré-estimation de py, ., est :

L
1 ~ m m m
pg—:i}] = Ezpwmwj (l’gzl\)f’ ugzl\)f’ Z%Z\Z)
m=1
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4.4.3 Expérimentations

Nous présentons dans cette sous-section deux expériences, dans lesquelles nous considérons
une chaine de Markov M-stationnaire (X, U,Y’) dont la distribution est donnée par (4.6]) et
(#1). La réalisation de processus mono-dimensionnels sera transformée en image bi-dimensionnelle
grace au parcours d’Hilbert-Peano figurant en annexe[Bl En reprenant les notations de la sous-
section [£.4.1] on prendra pour ces deux expériences, K = 2 et M = 2. Les parametres de
(X, U) seront donnés par :

P(un = A, Ups1 = A1) = p(uy = Ao, ups1 = A2) = 0.49995,

P(Un = A1, Ups1 = A2) = p(uy = Ao, ups1 = A1) = 0.00005,

P(Tn = wi, T = Wiltpyr = A1) = p(x, = W, Tpy1 = waltyrr = A) = 0.495,
p(Tn = wo, Tpy1 = wiltprr = A1) = (2, = wo, Tpig = wiltpyr = A1) = 0.005,
P(Tn = w1, Tpyr = wWiltprr = A2) = p(xy = wo, Tpi1 = wWaltper = Ay) = 045,
P(Tn = wa, Tpi1 = WilUpgr = A2) = p(x, = we, Ty = Wity = Ag) = 0.05.

Dans les deux expériences, les lois marginales p(y,|x,) seront respectivement la loi normale
Nk (0,1) lorsque x, = w; et la loi normale Ng (2,1) lorsque x, = ws. Dans la premiére
expérience, nous simulons les données avec une copule gaussienne et dans la seconde, les nous
simulons avec une copule de Student. Les données seront ensuite segmentées, dans chacune
de ces expériences, en utilisant le modele avec copule gaussienne et le modele avec copule de
Student. Le but de ces expériences est de savoir si le choix de la copule a de I'importance
lorsque I'on ne connait pas la maniere dont les données sont corrélées, et si le choix d’une
copule différente de celle du vrai modele dégrade considérablement les résultats.

Segmentation de données simulées avec une copule gaussienne

Dans cette premiere expérience, les données sont simulées a I'aide d’une copule gaussienne
de parametres P, v = Pusws = 0.9 €t Puiwy = Punwr = 0. Ainsi, p(yn, Ynt1|Tn, Tny1) est une
distribution normale de corrélation pg, ..,. Les données sont ensuite segmentées par trois
méthodes. La premiere méthode utilise les vrais parametres du modele et les états cachés
sont estimés par MPM. La seconde méthode utilise le vrai modele, celui dont la copule est
gaussienne, les parametres sont estimés par ICE et les états cachés estimés par MPM. Quant
a la derniere méthode, elle utilise le modele dont la copule est de Student de parametre de
forme v = 10, les autres parametres étant estimés par ICE, et les états cachés par MPM.
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(a) Réalisation de (b) Réalisation de (c) Réalisation de (d) Estimation de (e) Estimation de
X. U. Y. z1:N : 5.49% ui-n : 0.45%

d’erreur. d’erreur.

FIGURE 4.2 — Segmentation avec les vrais parametres de données simulées avec la copule
gaussienne.

(a) Estimation de (b) Estimation de (c¢) Estimation de (d) Estimation de
T1:N (CG) . 943% Uul-N (CG) . 0.51% T1:N (CS) : 3844% Ul-N (CS) . 066%

d’erreur. d’erreur. d’erreur. d’erreur.

FIGURE 4.3 — Segmentation non supervisée de données simulées avec la copule gaussienne
en utilisant le vrai modele avec copule gaussienne (CG) et le modele avec copule de Student

(CS).

CG CS Vraies valeurs
w1 ) w1 (0%)) w1 0%))
My, —0.05 | 2.04 |0.41 | 1.75 2
UZ, 0.91 096 | 1.63| 1.04 1 1
w1 0.89 | —0.0510.93|0.18| 0.9 0
P wy | —0.05| 092 |0.18]0.78| 0 0.9
Taux d’erreur pour X 9.43% 38.44% 5.49%
Taux d’erreur pour U 0.51% 0.66% 0.45%

TABLE 4.1 — Estimation de la loi d’observation en utilisant le vrai modele avec copule gaus-
sienne (CG) et le modele avec copule de Student (CS).
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CG CS
)\1 )\2 )\1 )\2
(= At = A A | 0.4999 0.0001 0.4999 0.0001
PUln = Ak Unt1 = Al Ao | 0.0001 0.4999 0.0001 0.4999

w1 ) w1 ) w1 ) w1 W9
wy; | 0.49]0.01]045]0.05|0.490.01]|0.48]0.02
we | 0.01]0491]0.05]0.45|0.01 049 0.02]0.48

P(Ty = Wi, Tpi1 = Wj|Ups1 = N))

TABLE 4.2 — Estimation de la loi de (X, U) en utilisant le vrai modele avec copule gaussienne
(CG) et le modele avec copule de Student (CS).

De ces résultats, nous constatons que le choix d’une copule différente de celle qui a permis
de simuler les données peut dégrader fortement les résultats. La moyenne et la variance sont
mal estimées par le modele utilisant une copule de Student, ce qui a pour conséquence une
mauvaise estimation des états cachés. Cependant, on peut remarquer que la loi de U ainsi
que sa réalisation demeurent bien estimées.

Segmentation de données simulées avec une copule de Student

Dans cette expérience, les données sont simulées a l’aide d’une copule de Student de
parametre de forme v = 10 et de parametres de corrélation py, v, = Pusws = 0.9 €t P wo =
Puwswn = 0. Les données sont ensuite segmentées par trois méthodes : la premiere utilise les
vrais parametres, la seconde utilise le modele avec copule gaussienne et les parametres sont
estimés avec ICE et la derniere méthode utilise le vrai modele avec copule de Student et
les parametres également estimés par ICE. Dans tous les cas, la segmentation est faite par
I’estimateur du MPM.

(a) Réalisation de (b) Réalisation de (c) Réalisation de (d) Estimation de (e) Estimation de
X. U. Y. 1.8 : 15.39% ui.y : 0.73%

d’erreur. d’erreur.

FIGURE 4.4 — Segmentation avec les vrais parametres de données simulées avec la copule de
Student.
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(a) Estimation de (b) Estimation de (c) Estimation de (d) Estimation de
z1.n (CG) : ur.y (CG) : z1.n (CS) : 21.91% wy.y (CS) : 0.79%
26.04% d’erreur.  54.10% d’erreur. d’erreur. d’erreur.

FIGURE 4.5 — Segmentation de données simulées avec la copule de Student en utilisant le
modele avec copule gaussienne (CG) et le vrai modele avec copule de Student (CS).

CG CS Vraies valeurs
w1 ) w1 ) w1 )
My, 0.36 1.61 | —0.13 | 1.94 2
= 266 | 2.88 | 091 |L18| 1 1
w1 092 | —-0.01] 0.89 |0.01] 0.9 0
p Wo —0.01 | 0.94 0.01 |0.91 0 0.9
Taux d’erreur pour X 26.4% 21.91% 15.39%
Taux d’erreur pour U 54.10% 0.79% 0.73%

TABLE 4.3 — Estimation de la loi d’observation en utilisant le modele avec copule gaussienne
(CG) et le vrai modele avec copule de Student (CS).

CG CS
A1 A2 A1 A2
N | ~05 ~ 0 0.4999 0.0001
P(tn = Ak, ns1 = M) Ay ~ 0 ~05 | 0.0001 0.4999
w1 Wa W1 | W2 w1 Wa w1 Wa
D — oty — oty = Ay | 1| 046 [ 004 = =049 [ 0.01 [0.45 | 0.05
n = Wi In Ut = A o10.04 1046 | — | — | 0.01]0.49 | 0.05 | 0.45

TABLE 4.4 — Estimation de la loi de (X,U) en utilisant le modele avec copule gaussienne
(CG) et le vrai modele avec copule de Student (CS).

On constate que remplacer la copule de Student par la copule gaussienne peut, en mode
non supervisé, dégrader notablement les résultats. La nature dont les marginales sont corrélées
doit etre considérée avec précaution. Dans les deux expériences que nous avons présentées, les
marginales étaient des lois normales, seule la copule était différente.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés, afin de mieux modéliser les différentes
variétés des bruits, aux diverses extensions des lois normales. Nous avons tout d’abord rap-
pelé différentes généralisations de la loi normale telles que les modeles exponentiels, les lois
elliptiques ou sphériquement invariantes (SIRV). En guise d’exemple de loi de type exponen-
tiel, nous avons cité la loi de Von Mises-Fisher qui sera utilisée dans les applications radar
au chapitre [0l Un autre moyen de considérer des lois multivariées non gaussiennes est d’uti-
liser des copules, qui permettent de modéliser un grand nombre de lois multivariées a lois
marginales données. Nous avons ensuite utilisé les copules pour modéliser des observations
dépendantes dans le cadre du modele de Markov caché non stationnaire. Nous avons présenté
des simulations, au sein desquelles nous avons utilisé une méthode d’estimation des parametres
de type ICE originale, montrant qu’il est important, dans le cadre de ce modele et en non
supervisé, d’utiliser la vraie copule. Nous verrons au chapitre suivant, comment utiliser les
copules pour générer des observations a dépendance longue.



Chapitre 5

Chaines de Markov triplets avec bruit
a dépendance longue

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de dépendance longue dans les modeles de

Markov triplets. La dépendance longue, appelée également mémoire longue, se traduit par
une corrélation persistante entre les marginales d’un processus. Cette persistance peut étre
due a des phénomenes fractals, comme dans les bruits gaussiens fractionnaires [78]. Elle peut
étre également due a des phénomenes saisonniers, comme dans les processus de Gegenbauer
[30, 53]. Les phénomenes fractals et saisonniers se retrouvent notamment dans les données
financieres [56, 114], ou dans les images naturelles [66] (69, [02]. Parmi les autres applications
de la dépendance longue, on peut citer le traitement des protocoles TCP/IP [87, [61], [120], ou
encore la modélisation des précipitations et intempéries [82].
Nous commencons par définir la notion de processus a dépendance longue et donnons les prin-
cipaux exemples. Ensuite, nous verrons comment modéliser des observations a dépendance
longue & I'aide du modele des “chaines couples (resp. triplets) partiellement de Markov” intro-
duit dans [98]. En particulier, nous proposons un nouveau modele de chaine semi-markovienne
cachée par du bruit a mémoire longue. Nous proposons un algorithme ICE original, demandant
des aménagements importants de son principe général, permettant d’estimer les parametres de
notre modele & observations a dépendance longue. Pour finir, nous proposerons la modélisation
de la dépendance longue dans des processus non gaussiens a I’aide des copules. Diverses simu-
lations informatiques valident l'intérét des nouveaux modeles et traitements non supervisés
associés.

5.1 Processus a dépendance longue

5.1.1 Définition

Soit Y = (Y, )nez un processus réel. On dira qu’il est du second ordre si pour tout n € Z, Y,,
est de carré intégrable, et qu’il est stationnaire du second ordre si sa covariance E(Y,,Y,,_1) —
E(Y,)E(Y,_x) ne dépend pas de n. On la note alors (k) et on a (k) = v(—k). La famille
(7(k))kez sera appelée famille de covariances.

Définition 5.1.1 (Dépendance longue). Soit Y = (Y},)nez un processus réel stationnaire du
second ordre et de famille de covariances (y(k))kez-

87
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Le processus Y est a dépendance longue s’il existe a €]0,1] et C € R tels que :

lim k“y(k) = C.

k—+4o00

On notera alors (k) ~1o0 Ck™.

Remarque : La covariance d’un processus a mémoire longue satisfait Z*y(k:) = +o00.
keN
Lorsque y(k) ~1o Ck™® pour a > 1, on dit que Y est a dépendance intermédiaire.

Dans les deux sous-sections suivantes, nous donnons les principaux exemples de processus
a dépendance longue et leurs propriétés.

5.1.2 Processus auto-similaires et bruits gaussiens fractionnaires

Un bruit gaussien fractionnaire est défini comme le processus d’accroissements d’un mou-
vement brownien fractionnaire, ce dernier étant défini comme un processus a temps continu
possédant des propriétés d’auto-similarité. Nous préciserons ces notions ci-apres.

Mouvements browniens fractionnaires et auto-similarité

On donne tout d’abord les définitions de processus auto-similaires et a accroissements
stationnaires dont les mouvements browniens fractionnaires sont des cas particuliers.

Définition 5.1.2 (Processus auto-similaire). Un processus réel a temps continu Z = (Z;)ier
est auto-similaire d’indice H > 0 si pour tout a > 0, le processus (Zg)ier suit la méme loi
que (CLHZt)teR-

Lindice H est appelé indice ou paramétre de Hurst.

Définition 5.1.3 (Processus a accroissements stationnaires). Un processus réel a temps
continu Z = (Z;)er €St a accroissements stationnaires si pour tout h € R les variables
aléatoires Zy yp — Zy et Zy — Zy ont meémes lois.

Définition 5.1.4 (Mouvement brownien fractionnaire). Un processus réel a temps continu
B = (By)ier est un mouvement brownien fractionnaire de paramétre de Hurst H > 0 s’il est
gaussien, auto-similaire de parametre H et a accroissements stationnaires.

Un processus stationnaire du second ordre Z = (Z;);cr auto-similaire d’indice H et a accrois-
sements stationnaires satisfait les propriétés suivantes :

1. Zy=0;

2. Si H # 1, alors E(Z;) = 0 pour tout t € R;

3. Z_; et —Z; suivent la méme loi;

4. Soit Ty (s, t) =E(Z,Z,) et > =E(Z2). Si H # 1, alors :

2
Du(s,t) = S + 1P = |t = 5]
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5. H <1;

6. Si H=1, Z, =tZ;, pour tout t € R;

7. Si Z est un mouvement brownien fractionnaire de parametre de Hurst H, alors la di-
mension de Hausdorff de la trajectoire (t, Z;)cr est égale a 2 — H (pour la définition de
la dimension de Hausdorff, se reporter a ’annexe [B)).

Bruits gaussiens fractionnaires

Un bruit fractionnaire est le processus d’accroissements d’un processus auto-similaire a
accroissements stationnaires, soit :

Définition 5.1.5 (Bruit fractionnaire). Un processus stationnaire du second ordre Y =
(Yo)nez est un bruit fractionnaire de moyenne m s’il existe un processus auto-similaire a
accroissements stationnaires Z = (Z;)er tel que :

Vn €Z, Yy = Zni1 — Zn +m.

Lorsque le processus Z est un mouvement brownien fractionnaire, Y est appelé “bruit gaussien
fractionnaire”.

Soit Y = (Y}, )nez un bruit fractionnaire et Z = (Z;),cr le processus auto-similaire de pa-
rametre H & accroissements stationnaires associé & Y. Le bruit fractionnaire Y vérifie les
propriétés suivantes :

1. Pour tout n € Z, E(Y,,) = m;

2. Soit 0% = E(Z2). La famille de covariances de Y est donnée par :
2
Vk € Z, y(k) :%Hk+1|2H—2|k|2H+|k;—1\2H]; (5.1)

3. On a:
1
(a) Si H = 3 alors v(k) = 0 pour k # 0;

b SiH<l, alors y(k) < 0 pour k # 0;
2
1
(c) Si H > ot alors y(k) > 0 pour k # 0;
1
4. Si H # 27 alors
Y(k)~yoe0?H(2H — 1)E*72 (5.2)

5. Ona:
1
(a) Si H = o1 alors Y est un bruit blanc;

1
(b) Si H < o1 alors 2H — 2 < —1 et Y est a dépendance intermédiaire ;

1
(c) Si H > 3 alors 2H — 2 > —1 et Y est a dépendance longue.
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5.1.3 Processus FARIMA

Les “Fractional Autoregressive Integrated Moving Average” (FARIMA) sont, sous cer-
taines conditions, a mémoire longue. Avant d’étudier plus précisement les FARIMA, rappelons
quelques notions sur les processus stationnaires du second ordre.

Théoréme 5.1.1 (Théoreme d’Herglotz). Soit Y = (Y, )nez un processus stationnaire du
second ordre, a valeurs réelles, de famille de covariances (Y(k))kez-
Si (v(k))kez est de type positif (toutes les matrices

A0) A1) e e y()
W) A0 (1) . An—1)
W) yn-1) P i A(0)

ont leurs valeurs propres strictement positives), alors il existe une unique mesure p sur |—m, 7|,
appelée “mesure spectrale” du processus 'Y telle que :

(k) = / e~ *FAdu(\) pour tout k € Z. (5.3)
}_7‘—77"[

De plus, si la famille de covariances est sommable, v possede une densité f par rapport a la
mesure de Lebesque appelée “densité spectrale” de'Y et donnée par :

f(A) = % év(k‘)ei)‘k pour tout A €] — 7, m|. (5.4)

On remarque que la mesure spectrale est la transformée de Fourier de la famille de covariances.
Notons que la sommabilité de la famille de covariances est une condition suffisante et non
nécessaire d’existence de la densité spectrale. En effet, pour les processus FARIMA, la densité
spectrale existe, mais ils peuvent étre a dépendance longue, auquel cas la famille de covariances
n’est pas sommable.

Exemple 5.1.1 (Bruit blanc). Si Y est un bruit blanc de variance o2, alors sa densité spectrale
est :

2

f(\) = ;_w’ pour tout A €] — 7, 7.

Nous introduisons maintenant la définition d’un filtre linéaire. On notera L? '’ensemble des

variables aléatoires de carré intégrable. On dira qu'une suite (7, ),y d’éléments de L? converge

au sens L? vers la variable aléatoire Z si lim E ((Z — Zn)z) = 0, on rappelle que la limite
n—-+o0o

7 est dans L2.

Définition 5.1.6.

1. Un filtre linéaire est une famille de réels a = (ay)kez ;
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2. Lorsque Z lax " converge pour p > 1, on dit que le filtre est dans [P et on note a € IP.
ke
Lorsque le filtre est dans ', on dit que le filtre est stable;

3. St pour tout k < 0, ap = 0, le filtre est dit causal;

4. On dit que le filtre a admet une transformée en z si la série Zakzk converge dans un
ke
voisinage du cercle unité {z € C: |z| = 1}. On notera alors a(z) = Zakzk la trans-
ke
formée en z de a;
5. Soient a = (ag)kez et b = (by)kez deuz familles de réels tels que a € [P et b € 19 avec

—+ — > 1. Le produit de convolution de a et b noté a b est défini par :
p g

(a * b)n = Zakbn_k 3

kEZ

6. Soit Y° = (Y9),.cz un processus stationnaire du second ordre et a un filtre.

- Si a est un filtre stable, alors pour tout n, la série ZakYT?_k converge presque

keZ
strement vers une variable aléatoire de carré intégrable et converge au sens L? vers

la méme variable aléatoire. La sortie Y du filtre a est définie comme la limite de la
série Z arY? ., que l'on notera Y = a Y ;
keZ
~ sia € 1% et si la famille de covariances de Y est sommable, alors pour tout n, la
série Z a,Y . converge au sens L?. La sortie du filtre a est définie comme la limite
keZ
dans L* de la série Z apY? ., on la note également Y = a * Y°.
ke

Remarque : Si le filtre a est stable, alors la série Zakzk converge pour |z| = 1. Mais ceci

keZ
1 . , .
n’implique pas que a possede une transformée en z. Lorsque a est stable, on notera de méme

a(z) la somme Zakzk pour |z| = 1.

keZ
La mesure spectrale de la sortie d’un filtre linéaire est donnée par la proposition suivante :

Proposition 5.1.1. Soit Y° = (Y.9),.cz un processus stationnaire du second ordre de famille
de covariances yyo = (yyo(k))kez sommable et de mesure spectrale pyo et soit a un filtre
linéaire dans [%.
SoitY =axY"+m, ot m est un réel, alors on a :

1. Yy :a*a*”yyo, ot ELk = Q_f,

2. Si de plus a est stable, la mesure spectrale iy de'Y a une densité par rapport a la mesure
yo donnée par :

dpy (N) = la(e™)[*dpyo(N).



92 CHAINES DE MARKOV TRIPLETS AVEC BRUIT A DEPENDANCE LONGUE

Remarque : La stabilité du filtre a est une condition suffisante et non nécessaire pour que
iy admette une densité par rapport a la mesure uyo. Si le filtre a n’est pas stable et si les
singularités de a(z) sur le disque unité sont des poles, il suffit en fait que A — |a(e™)|? soit
une fonction intégrable par rapport a la mesure pyo pour que py admette une densité par
rapport a la mesure fiyo.

On remarque de plus que si le filtre a est dans [2, alors la famille de covariances 7y est bornée
mais n’est pas obligatoirement sommable. Par contre, lorsque le filtre a est stable, la famille
de covariances 7y est sommable. Ainsi si Y est un processus a dépendance longue, le filtre a
ne peut pas étre stable.

L’exemple le plus connu des processus s’exprimant comme la sortie d’un filtre linéaire est
celui des processus “Auto-Regressive Moving Average” (ARMA) :

Définition 5.1.7 (ARMA(p,q)). Soient p > 0 et ¢ > 0 deux entiers. Un processus Y =
(Yo )nez est un ARMA(p,q) de moyenne nulle s’il existe un bruit blanc B = (By)nez de

p q
moyenne nulle, deuzx polynomes P(X) =1+ Zaka et Q(X)=1+ Zﬁka tels que :
k=1 k=1
1. P et QQ n'ont pas de racines en commun ;

2. P et QQ n'ont pas de racines sur le cercle unité ni a l'intérieur du disque unité ;

p q
3. Y, + ZakYn_k =B, + Zﬂan_k, que l’on note PxY = Q x B.
k=1 k=1
Un processus Y est un ARMA de moyenne m € R s’il existe Y° un ARMA de moyenne nulle
tel que Y =Y° +m.

Remarque : Un ARMA(p,q) est bien la sortie d'un filtre linéaire. En effet, comme P et
@ n'ont pas de racines a l'intérieur du disque unité ni sur le cercle unité, alors la fonction
Q(2)
P(z)
cercle unité. Cette fonction admet un développement de Laurent au voisinage du cercle unité

z
% = Zakzk qui est la transformée en z du filtre causal et stable a = (a)ken-
z
keN
On montre que Y = a* B ainsi Y est la sortie du filtre linéaire a. Le filtre a est appelé “filtre
constructeur”.

La proposition suivante montre que les processus ARMA ne sont pas a dépendance longue :

z —

est holomorphe dans un voisinage du disque unité et donc dans un voisinage du

donné par

Proposition 5.1.2. Soit Y un processus ARMA(p,q) de filtre constructeur a et de famille de
covariances (Y(k))rez. 1l existe p € [0, 1] et K > 0 tels que :

Iv(k)| < Kp* pour tout k > 0.

Les processus FARIMA que nous introduisons ci-dessous généralisent les processus ARMA et
peuvent etre a dépendance longue.
Soit d un réel non nul, considérons a la fonction de C dans C définie par a(z) = (1 — 2)7%.
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Cette fonction est holomorphe a I'intérieur du disque unité et admet donc un développement
de Laurent pour |z| < 1 donné par :

“+oo
a(z) = Zakzk,
k=0

T(d+ k)
Tk +1)

1
a = (ag)ren est stable si d < 0 et dans [% si d < 5

ol ay = (voir Annexe [Al pour la définition de la fonction I'). Le filtre causal

Définition 5.1.8. Soient p > 0 et ¢ > 0 deux entiers et soit d € [—%, %[— {0}. Un processus
stationnaire du second ordre Y = (Y, )nez est un FARIMA(p,d,q) de moyenne m € R s’il

existe un ARMA(p,q) de moyenne nulle Y° tel que :

I'd+k
Y =axY"+m, ou pour tout k >0, akZ%'

On supposera dans la suite que p = ¢ = 0; le processus Y est donc un bruit blanc de moyenne
nulle. On notera o? la variance de ce bruit blanc.

Le filtre a n’est pas stable si d > 0; cependant, conformément a la remarque de la proposition
F1T] la fonction a(z) = (1 — 2)~¢ admet 1 pour seule singularité sur le disque unité et cette

a(ei)\)}2 —

singularité est un pole. De plus, - définit une fonction intégrable sur

1
[4sin* (3)]
|—m, 7[. On en déduit qu'un FARIMA possede une densité spectrale par rapport a la mesure
de Lebesgue donnée par :

P p— (5.5)

= o X T o :
2m - [4sin® (3)]

La proposition suivante donne la famille de covariances d’'un FARIMA.

Proposition 5.1.3. Soit Y un processus FARIMA(0,d,0) avec d € [—3, 3[—{0}, sa covariance

est donnée par :

T'(k + d)T(1 — 2d) T(1 - d)T(k + d)

W) = o T DR @Ta @)~ FT@Th —d 1) (56)
B o (1 — 2d)
R T
Preuve. Voir [19] pages 522-523. O

On déduit de cette proposition que :

, T(1—2d) ,T(1—d)

2d-1 & _
Y(k) ~ioo Ck OuC_UF(d)F(l—d) o o

On peut alors donner les conditions de dépendance longue d’'un FARIMA(0,d,0) :
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— si d =0, le FARIMA(0,0,0) est un bruit blanc;

— sid <0, le FARIMA(0,d,0) est a dépendance intermédiaire ;

— sid >0, le FARIMA(0,d,0) est a dépendance longue.
Concernant le comportement asymptotique de la famille de covariances lorsque k tend vers
I'infini, que ce soit pour les bruits gaussiens fractionnaires ou pour les processus FARIMA,
elle décroit en puissance lorsque k — +00, soit y(k) ~4o CEk™%, ou :

— « =2 — 2H pour les bruits gaussiens fractionnaires;

— o =1 — 2d pour les processus FARIMA.
Ainsi la covariance d’un processus FARIMA de parametre de dépendance d a le méme com-
portement asymptotique que celle d’un bruit gaussien fractionnaire de parametre de Hurst

1
On peut faire les mémes remarques concernant la densité spectrale. La densité spectrale d'un
bruit gaussien fractionnaire est donnée par la proposition suivante :

Proposition 5.1.4. Soit Y = (Y;,)nez un bruit gaussien fractionnaire de variance o* et de
parameétre de Hurst H € |0, 1[. Sa densité spectrale existe et est donnée par :

2 2HT'(2H) sin(mH)
7T

FN) =0 x (1= cos(N) x Y [2kx + A7*FD. (5.8)

keZ

Preuve. Voir [113] pages 28 a 34. O

De la formule (5.5]), au voisinage de 0, la densité spectrale d'un FARIMA se comporte comme

o
2—|)\\_2d. De la formule (5.8), la densité spectrale d'un bruit gaussien fractionnaire se com-
7r

HT'(2H) sin(mH
porte comme (2H) sin( )02|)\|1_2H . Ainsi, dans les deux cas, la densité spectrale se

comporte comme C|\|7%, ont f = 2H — 1 pour les bruits gaussiens fractionnaires et 3 = 2d
pour les processus FARIMA.

5.1.4 Estimation des processus a dépendance longue

Nous étudions dans cette sous-section l'estimation des parametres pour trois types de
processus. Le premier est un processus stationnaire du second ordre de moyenne m et dont
la famille de covariances est donnée par :

Vk € Z, v(k) = o*(|k| +1)7*, ot € RT,

Nous étudierons ensuite 'estimation des FARIMA et des bruits gaussiens fractionnaires.
L’estimation que nous proposerons sera semi-paramétrique. Nous estimerons la densité spec-
trale par une méthode non-paramétrique, puis nous estimerons les parametres a partir d'un
échantillon de ce spectre par une méthode paramétrique. Nous choisirons d’étudier d’abord
Iestimation des FARIMA, car comme nous le verrons, I'estimation des bruits gaussiens frac-
tionnaires utilise celle des FARIMA.
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1. Cas de la covariance (k) = o?(|k| + 1)@

Les parametres du modele sont la moyenne m, la variance o2 et le parametre de dépendance
a. Soit y1.x = (y1, ..., yy) une réalisation du processus a dépendance longue. Les estimateurs
sont donnés par :

S (5.9)

m - Nn:1yn> .

SRR T (5.10)
Nn:1 n b *

) 1 7(1)
& = “Tog(®) log( = ), (5.11)

ol
R 1 N-1
(1) = mZ(yn = 1101) (Y1 — 1a),
n=1

1 N—1

m; = m;ym
1 N—1

mo = m;ynﬂ-

2. Cas des processus FARIMA

On pourrait estimer @ = 1 — 2d (resp. @ = 2 — 2H) par la méthode précédente, cepen-
dant, I'estimateur proposé précédemment donne de mauvais résultats dans des modeles plus
spécifiques comme les FARIMA ou les bruits gaussiens fractionnaire. Nous proposons alors
une estimation semi-paramétrique inspirée de celle de E. Moulines et P. Soulier [84]. Les pa-
rametres du modele sont la moyenne m, la variance du bruit blanc filtré o2 (resp. la variance
du processus FARIMA ¢%) et le parametre de dépendance d.

Etape non paramétrique : estimation du spectre
Soit y1.8y = (y1,...,yy) une réalisation d'un processus FARIMA. La densité spectrale est
alors estimée pour A € [—7, 7] par :

2

FON) = g [ — ) explin)| (512)

|
ouy=—>y Yn.
N

Etape paramétrique : estimation de d et de o X R
Une fois la densité spectrale estimée, nous disposons d’un échantillon (f(\1),..., f(Ax)), ou
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9
Aj=-—m+ % D’apres (5.5), la densité spectrale d'un FARIMA vérifie :

ot 1o () o (150 (1))

_ X 2
Ainsi, posant w; = log <4 sin? (%)), z; = log(f();)) et B =log <;—), nous devons cher-
m

cher B et d minimisant :

> [z — (B —dwy))’.

=1

Les estimateurs au sens des moindres carrés de B et d sont alors :

‘= _Eg’ (5.13)
B = z+dw,
M LM |
Zw], Z = MZ o2, = MZ(%- — o) et b, = MZ(%. —©)(z — 2).
L’ estlmatlon de o est donr_lee par : = i=1
6% = 2w exp(B), (5.14)

et donc la variance du FARIMA est estimée par :
(1 — 2d)

07 = 2mexp(B) X [F(l B d)]z

Estimation de la moyenne m
La moyenne m ne peut étre estimée a partir du spectre. Nous utilisons I’estimateur empirique

proposé en (5.9)).

3. Cas des bruits gaussiens fractionnaires

Comme la densité spectrale (5.8) d’un bruit gaussien fractionnaire est difficile a exploiter
directement, on utilise le fait qu’elle a le méme comportement asymptotique lorsque A tend
vers 0 que celle d’un processus FARIMA. Les parametres a estimer sont la moyenne m, la va-
riance du bruit gaussien fractionnaire o2 et le parametre de Hurst H. Soit y1.x = (y1, ..., yn)
la réalisation d'un bruit gaussien fractionnaire.

Estimation de la moyenne m
De la méme facon que précédemment, 1'estimateur de la moyenne est celui proposé en (5.9)).

Estimation de la variance et du parameétre de Hurst
Soit (f(A1), ..., f(Ay)) un échantillon du spectre estimé par (512) tel que les A, soient les
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251072
plus proches possibles de 0, on prendra dans les expérimentations, \; = —1072 + 37 et

M = 100. On commence par estimer d et B en utilisant la méthode des moindres carrés
décrite précédemment. On pose :

N |
H=d+ 5 (5.15)
Pour I'estimation de la variance, on remarque qu’au voisinage de 0, la densité spectrale d'un

2
FARIMA est équivalente a ;—0 x |\ 7% lorsque o2 est la variance du bruit blanc filtré et celle
T
HTI'(2H)sin(rH) o2 A[1-2H
T

d’un bruit gaussien fractionnaire est équivalente a on pose ainsi :
)

~9 s A
0= — ~ — exp(B). 5.16
AT @) o) PP (5.16)

L’estimateur du parametre o dans le cas ot la covariance est donnée par y(k) = o2(|k| +
1)~ sera utilisé dans les deux sections suivantes. Nous utiliserons ’estimation semi-paramétrique
de bruit gaussien fractionnaire dans la section [5.4]

5.2 Chaines couples partiellement de Markov

Nous définissons ici le modele de chaines couples partiellement de Markov. Nous propo-
serons ensuite un modele de chaines couples partiellement de Markov particulier permettant
des traitements bayésiens non supervisés dans le cadre des observations a dépendance longue.

5.2.1 Chaines couples partiellement de Markov : modele général

Soient X = (X, )1<n<ny €t Y = (Y,)1<n<n deux processus aléatoires tels que chaque X,
prend ses valeurs dans l’ensemble fini X = {wy,...,wk} et chaque Y, prend ses valeurs dans
R.

Définition 5.2.1 (Chaines couples partiellement de Markov). Le processus Z = (X, Y )1<n<n
est une chaine couple partiellement de Markov (CCPM) si sa distribution p(z1.x) vérifie :

p(z1n) = p(21) Hp(2n+1 T, Y1:n), (5.17)

=1

3

ot Yin = (yla v 7yn)

Remarque : A ce stade, nous disposons des modeles suivants :

— chaines de Markov cachées a bruit indépendant (CMC-BI);

— chaines de Markov couples (CMCouple) ;

— chaines couples partiellement de Markov (CCPM).
Nous avions vu au chapitre [3 que le modele CMCouple était plus général que le modele
CMC-BI. Dans le modele CMCouple, le processus X n’est plus obligatoirement markovien et
les variables aléatoires Y,, ne sont plus obligatoirement indépendantes conditionnellement a
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X. Quant au modele CCPM, il généralise le modele CMCouple. Dans le modele CCPM, le
processus Z n’est plus obligatoirement une chaine de Markov, ce qui accorde au modele une
plus grande richesse.

En utilisant ’équivalence entre markovianité et factorisation d’une loi vue au chapitre 2 on
montre que si p(x1.n,y1.y) est la distribution d’une couple partiellement de Markov, alors
p(z1.8]y1.n) est la distribution d’une chaine de Markov. La proposition ci-dessous détaille
I’algorithme de Baum-Welsh conditionnel dans le cas du modele CCPM. Celui-ci permet
de calculer les lois a posteriori p(x,|yi.n) et p(xnr1|Tn, y1.n), & condition toutefois que la
distribution p(z,41|%n, Y1.n) soit calculable.

Proposition 5.2.1 (Algorithme de Baum-Welsh). Soit Z = (X,,, Y,,)1<n<n une chaine couple
partiellement de Markov. Les probabilités a posteriori p(z,|y1.n) €t p(Tni1|Tn, y1.8) Sont données
par :

ﬂn-tl (Tny1) (

p(xn+1|xmy1:N) p Zn—l—l‘xmyl:n)v (519>
B ()

ot (1) =plailyr) et Anpr(@ar1) <Y Gn(20)P(Zns|Tn, Y1) pourn > 1,

Tn

Z/Bn—l—l(xn-l—l)p(zn—i-l |Zl§'n, yl:n)
Onlan) =1 et fu(z,) = == pourn < N — 1.

Z Z&n(l’n)p(2n+1 [T, Y1:m)

Tn4+1 ITn

5.2.2 Observations gaussiennes a dépendance longue

Nous proposons dans cette sous-section un modele de chaines couples partiellement de
Markov pour lequel la quantité p(z,.1|2,, y1.,) est calculable. Nous verrons par la suite com-
ment ce modele permet de considérer des observations a dépendance longue.

Le modele particulier est défini par les trois hypotheses suivantes :

L p(@ng1|®n, Yi:n) = P(Tny1|Tn) 3
2. p<yn+1|xnv Tnii, yl:ﬂ) = p(yn+1|xn+17 yl:n) ;

3. Les distributions p(y,+1|Tnt1, y1.n) sont des lois normales définies par :
— p(y1]x1) est une distribution gaussienne de moyenne m,, et de variance ~,,(0);
— P(Yn+1|Tnt1, Y1) est une distribution gaussienne de moyenne m,, , et de variance
Vani, données par :
~ _ 2,1 n —1 n
menJrl - menJrl + Fxn+1 (Fl‘n+1> (yl:n - mxn+1>7

:j/ﬂvn+1 = Yent (0) - F:2c’nl+1 (anﬂ)_lrﬂlcfﬂ’
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otmy = (Mg, ,mxnﬂl),
n‘fgis
Vant1 (0) ,}/xnﬁ»l(l) N o (n - 2) Vnt1 (n - 1)
n - ’}/xn+1(1) Vania (0) cor Vang (n - 3) Vanit (n - 2)
Tpt1 : : : : :
f)/;anrl (n - 1) fywnJrl (n - 2) et fymn+1(1> fymn+1(0>

2,1

est une matrice symétrique définie positive et I% =~ = (Yonss (M), oo Yans (1) =

(Th2, )" est un vecteur de taille n x 1;

La premiere hypothese implique que X est une chaine de Markov. Selon le point 3., les
distributions p(z,11|%n, y1.n) sont calculables, il en résulte que les probabilités a posteriori
p(znlyr.n) et p(zni1|Tn, y1.8) sont calculables par la proposition [5.2.1] Lorsque I'une au moins
des familles de covariance 7, est a mémoire longue, ce modele sera appelé “chaine de Markov
cachée a mémoire longue” (CMC-ML).

La proposition suivante résume les propriétés classiques des vecteurs gaussiens.

Proposition 5.2.2.

— Soient W1t et W? deux vecteurs réels gaussiens de dimensions respectives d* et d?, de
moyennes respectives M et M?, de matrices de covariance respectives I't et I'? et tels
que le vecteur joint W = (W1, W?), de densité p(w*,w?), soit un vecteur gaussien de
covariance :

()

Alors la densité p(w*|w?) est celle d’une loi normale de moyenne :
MU= M2 4 TP (! — MY,

et de matrice de covariance :
R Y A

Réciproquement, soient W et (W?2|[W! = w') deuz vecteurs réels gaussiens de dimen-
sions respectives d' et d* et de densités p(w') et p(w?|w'). Si W' a pour moyenne M*!
et covariance T’ et si (W?2|W! = w') a pour moyenne M*' = Aw' + B et pour cova-
riance T2 alors le vecteur joint W = (W', W?) de densité p(w',w?) est gaussien de
moyenne :

Ml
MZ(AM1+B)’

et de matrice de covariance :

I AT
b= ( AT T2 4 AT AT ) '
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La proposition [5.2.2 nous permettra également de calculer les lois gaussiennes p(y1.,|71.,), qui
seront utiles dans I'estimation des parametres. Plus précisément :

Proposition 5.2.3. Si p(yi|z1) suit la loi normale Ng (Mg, v2,(0)) et si p(Yns1|Tnit, Y1n)
suit la loi normale :

~ de moyenne my,,, + Fg%i(l“gnﬂ)—l(lyl:h_ me )

— de variance ,, ., (0) =I5, (I5 )7 T0%
Alors p(Y1.n|T1:m) suit la loi normale de R™, Ngn (Mt T%1n) o, M*1m et Tt sont calculés

par les récursions suivantes :
1. Initialisation :

M?™ =my, et I'™ =~,,(0) ;

2. Itération :

i1 Mﬂcl:n
MEint1 — ( Ma, ) +F2’1 (Im )—1 [Mxl:” —mn } ) )

Tp41 Tn41 Tn41
[t = ( 121 Eml:" —1par 2,1 anl’"(Flgn+11);1Fif+; m(n )-lpL2 ) ‘
{E7n+1(riﬁn+1) [eem %cnﬂ(o) - F-'E;L+1(an+1) [FHD;LH — [P (anﬂ) F”H"“}
Preuve. Voir [66]. -

Notons que le modele est relativement complexe car p(y,|z1.,) dépend de tous les z; pour
k < n. Nous reviendrons sur cette remarque lors de I'estimation des parametres.

5.2.3 Estimation des parametres

Nous détaillons dans cette sous-section 1'algorithme ICE dans le cas d'un modele CMC-
ML gaussien. Lorsque chaque X, prend ses valeurs dans l’ensemble fini X = {wq,...,wk},
les parametres a estimer sont les K moyennes m,,, les K variances af,j = 7,,(0) et les K
parametres de dépendance qui selon le modele sont :

— ay, lorsque v, (k) = o2 (k+1)""7;

~ H,,; lorsque (7., (k))ren est la famille de covariances d’un bruit gaussien fractionnaire;

— d,, lorsque (7,,(k))ren est la famille de covariances d'un processus FARIMA ;
et les K? parametres p(z, = w;, Tn41 = wj). On suppose que la chaine X est une chaine de
Markov stationnaire et réversible.

Afin d’utiliser I'algorithme ICE, nous devons nous donner un estimateur a partir des données
completes. Concernant les parametres p; j, nous considérerons l'estimateur classique :

N-1
R 1

pi,j(l'lzNa yl:N) = m; [I(l"n = Wi, Tpt1 = Wj) + I(l"n =W, Tpt1 = wz)] . (5-20)
L’espérance conditionnelle E (p; ;(X, y1.5)|y1.n;6,) est calculable et la re-estimation pgjl de
pi,; donne :

q+1 __

Pij = 2(N —1) [P(2n = wi, T = wj|Y1.n; 0) + p(Tn = W), Tn1 = wilyrn; 0,)] - (5.21)

n=1
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et des parametres de dépendance est plus délicate car

. . , , N n+1
Sl Tp11 # T, la covariance de p(Y1.n41|T1.me1) Nest pas égale a I

Pour voir les difficultés liées a I’estimation de ces parametres, considérons 1’exemple suivant :

L’estimation des parametres m,,,, o2
J wj

Exemple 5.2.1. Supposons K = 2 et N = 10 et considérons le modele ou la covariance
est donnée par y(k) = 0% (k+1)"“. On observe un échantillon (x1.19,%1.10) et on cherche &
estimer les moyennes m,,, et my,, les variances o2 et o2 et les parametres de dépendance
Q€ Q.

Supposons que l'on ait z1.19 = (w1, w1, we, We, W1, W1, W, W, wa, ws). S'il s’agissait du modele
classique de chaines de Markov cachées a bruit corrélé, nous aurions p(y,|z1.10) = p(Yn|n)-
Sous une telle hypothese, les estimateurs des moyennes et des covariances seraient donnés
par :

. N1t Y2t Ys t+ s
mwl(l'l:lo, y1:10) = )

4
. Y3t Yat Y7+ Y+ Yo + Yo
me(l”l:lo,ylzlo) = 6 )
o . Y1 — My . o Ys — M,
(Y1 — My, Y2 — 1y ( i — it ) + (Y5 — My, Y6 — Meoy) ( o — Tt )

’A7w1(1) = 9
et une formule similaire pour 4,,,(1). L’utilisation de la derniere formule est possible dans le cas
du modele classique de chaines de Markov cachées car p(yn, Yn+1|T1.:n41) = P(Uns Ynt1|Tn, Tna1)-
Cependant, cette égalité n’est plus vraie dans le cas des chaines de Markov cachées dont les
observations sont a dépendance longue. Considérons les échantillons x4 = (w1, wr, we, ws) et
Y1.4 extraits de x1.19 et de yq.10. La matrice

2 %}1(0> %}1(1)
Pw—<%l<l> %l<o>) (5.22)

est bien la matrice de covariance de p(y1, yo|71, x2) tandis que la matrice

2 _ %Jz(o) sz(l)
= (20 o) 52

n’est plus la matrice de covariance de p(ys, ys|Z1.4)-

Il en est de méme si le modele considéré est un modele FARIMA ou bruit gaussien fraction-
naire. La densité spectrale de p(y1,y2|x1, z2) est bien la transformée de Fourier de la famille
de covariances définie par (5.22) mais celle de p(ys, y4|71.4) n’est pas la transformée de Fourier
de la famille de covariances définie par (5.23)).

Revenons au probleme général. Notons (mﬁ?j))lgjg i, (I Z;(q))lgjg K les moyennes et les ma-
trices de covariance correspondant aux parametres estimés lors de 1’'étape g de ICE. D’apres

ce qui précede, si T, = ... = Tp,4n,, sous le parametre ,, la distribution p(Yn,ny+ns|T1:m,4ns)
n2+1,(q) _ (m(q)

-Tnl

.,m? ) et de covariance

Tny )" ny
>

n’est pas la distribution normale de moyenne m

~
ng + 1 fois
Fn2+17(q)

(Enl

. En fait, la distribution p(¥n,.m,-+ns|T1:m4n,) €st la distribution marginale de la loi
normale p(Y1m, 4ns|T1m;4n,) de moyenne M¥imi+n2:(@) et de covariance ['*1mi+n2:(9) calculées

Y
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par la procédure décrite dans la proposition B.2.3] avec m,,, = mff]j) et I, = FZ;.(q). Notons

MZnami+n2:(@) e, [Zn1:m+n2:(@) ] moyenne et la covariance de la distribution p(Yn,m, +ns | T 1 40y )
sous 0,. Afin de pouvoir re-estimer les parametres par ’algorithme ICE, nous devons ef-

fectuer une transformation de I’échantillon, soit Un,.ni4ny = AYnimi+n, de fagon a ce que
N . . 41, . +1,

P(Fnyiny+ns [ T1iny+n,) suive une loi normale de moyenne mg.,, @ et de covariance e @,
1, , . .

Notons I[rimitn2:(@) = OCT et ngj @ — DDT les transformées de Choleski des matrices

[onimy+n2:(9) ot Fﬁijl’(q). Alors la transformation qui convient est :
ﬂnl;n1+n2 — DC—l (yn1:n1+n2 _ M-’En1:7ll+n27(q)) (CT)—IDT _'_ m:ij—L(q) (524)

Finalement, 'algorithme ICE proposé fonctionne de la maniere suivante :

1. Sous 6,, calculer les distributions p(yi.,|%1.,) en utilisant la proposition [5.2.3 avec m,,, =
mi? et Iy = FZ;(Q) pour tout 1 <7 < K ;

7

2. considérer J(i) = {ny,...,n,} sous-ensemble de {1,..., N}, tel que pour tout
1<j<r oy #+ Tp, et il existe m; > 0 tel que x,,;, = Tp, 41 = ... = Tpjpm, = Wi
et T, # Tp,4m,+1. Considérer les r échantillons correspondants (Yn,, ..., Yni+my)s- - -

(ynrv s 7ynr+mr) 3
3. soient, pour tout 1 < j < r, M®mi+tm (@ of DTnmi+mi2 @ Jeg moyennes et variances
de p(Yn,, - - Ynj+m; | T1m,;+m,) calculés a I'étape 1. Calculer les transformées de Choleski

[&njmj+m;+(a) — CJC;F et FZZ_J’“’(‘]) = DjD]T et poser :

ynj ynj
Ynj+1 1 Ynj+1 T ins4+m(Q) T\—1nT m;+1,q
/ = D,C; : — Mm@ | (OT)LDT 4 it
J J J wj
Ynj+m; Ynj+m;

4. estimer m;, 7;(0) et le parametre de dépendance correspondant a la classe i a partir des
échantillons (gn,, - . -, Un,4m,) Par les estimateurs de la sous-section 5.1.41

Remarque : Lorsque la covariance est de la forme (k) = o2 (k + 1), 'estimation de «
utilise seulement les estimations de v(0) et (1), on peut donc se contenter d’échantillons
(Un;» Un;+1) de taille m; + 1 = 2. L’algorithme ICE s’écrit alors :
1. Sous 6,, calculer les distributions p(yi.,|%1.,) en utilisant la proposition avec m,, =
m et ry = %9 pour tout 1 <i < K ;
2. considérer J(i) = {ny,...,n,} sous-ensemble de {1,..., N}, tel que pour tout
1 <j <7, oy = 2y,41 = w;. Considérer les r échantillons correspondants (Yn,, Yny+1),- - -
(Ynrs Ynrt1) 5
3. soient, pour tout 1 < j < 7, M®mi+1@ o [Tnm+10@ Jog moyennes et variances de
P(Ynj» Yn;+1]T1m,+1) calculées a étape 1. Calculer les transformées de Choleski '3+ +1(0) =
C;CT et 2 — D;D7 et poser :

7

( ~ynj ) _ DjCj—l (( Yn; ) _ Mrnj:nj+1,(q)) (C]T)_IDJT +m3fiq :

ynj—i—l ynj+l
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4. estimer les parameétres my,,, 02 et a, par :
1
mtt = 2 ()
[ .
(5 = 5 (1(0) +32(0))
e (20))
w1 N\l
“ log(2)  °
ol
(mff,i):}i( n, )
Z)—:Q szl ynj-i-l
et
2+ — 1 - Yn; — g;ﬂ ~ g+l ~ g+l
w; - Q+ (y"j mwzwl’ y”j+1 mwu?)
7’ yn]+1 my, 2

(%(0) A(1) )
(1) A42(0) )
5.2.4 Expérimentations

Nous proposons trois séries d’expériences. Pour les trois séries, la chaine de Markov X est
stationnaire et réversible a valeurs dans X = {wy,ws} avec p(r1 = wy, 22 = wy) = p(a; =
Wo, Ty = we) = 0.495 et p(r1 = wi, Te = wy) = p(r1 = wy, To = wy) = 0.005. La covariance est
de la forme (k) = 0% (k + 1)~ %, la taille des échantillons est N = 1000. Les simulations sont
présentées dans la figure 5.1l Dans la premieére expérience, on considere une chaine de Markov
cachée a bruit indépendant dont les moyennes sont égales respectivement a 1 et 2 et dont les
variances sont égales a 1. La réalisation observée y,.y est ensuite segmentée en utilisant trois
méthodes. La premiere utilise les vrais parametres du modele. La seconde méthode utilise ICE
pour estimer les parametres et nous supposons que les données observées sont issues du vrai
modele de chaines de Markov cachées a bruit indépendant (CMC-BI). Quant a la derniere
méthode, on suppose que les données sont issues du modele de chaines de Markov cachées a
mémoire longue (CMC-ML), les parametres étant estimés par ICE proposé ci-dessus. Pour
les trois méthodes, les états cachés sont estimés par MPM.
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|

100 200 300 400 500 600 700 800 90

()

"0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 "0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 "0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(b) (c) ()

FIGURE 5.1 — (a) Chaine de Markov & deux états, (b) Version bruitée avec bruit indépendant,
(¢) Bruit a dépendance longue, mémes moyennes, mémes variances, o, = 0.1 et o, = 1, (d)
Bruit a dépendance longue, m,, = 1 et m,, = 2, variance commune égale a 1, «,, = 0.1 et
Q, = 0.9.

Parametres CMC-BI CMC-ML Vraies valeurs
w1 Wa w1 )) w1 5]
m 0.92]1.99| 0.89 1.96 1 2
o? 1 1 0.98 1.05 1 1
Q - - > 100 | > 100 - -
‘ Taux d’erreur ‘ 5.2% ‘ 5.2% ‘ 4.1% ‘

TABLE 5.1 — Estimation de la loi d’observation en utilisant les modeles CMC-BI et CMC-ML.
La réalisation y;.y est issue du modele CMC-BI.
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1 1 1

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 %100 200 300 400 500 600 700 800 9GO 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(a) (b) (c)

FIGURE 5.2 — Segmentation de y;.y issue du modele CMC-BI : (a) Fondée sur les vrais
parametres, 4.1% d’erreur, (b) Modele CMC-BI : 5.2% d’erreur, (c) Modele CMC-ML : 5.2%
d’erreur.

D’apres les figures [5.2(b) et 5.2 (c), les résultats obtenus avec CMC-BI et CMC-ML sont
comparables, ce qui montre la bonne robustesse, dans le cadre de I'expérience, du modele a
dépendance longue. On peut remarquer également que les moyennes et variances sont bien
estimées et le parametre de dépendance « est supérieur a 100 (voir tableau[5.0]), ainsi le modele
CMC-ML est capable de reconnaitre des situations ou la covariance décroit rapidement.

1 | 1 1

100 200 300 400 500 600 700 800 900 100\ 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

3

(a) (b) (c)

FIGURE 5.3 — Segmentation de y;.y issue du modele CMC-ML (deuxieme expérience) : (a)
Fondée sur les vrais parametres, 2.1% d’erreur, (b) Modele CMC-BI : 48% d’erreur, (c) Modele
CMC-ML : 1.9% d’erreur.

La deuxieme expérience est complémentaire de la précédente. Les deux moyennes sont égales
a 0, les deux variances a 1 tandis que les parametres de dépendance valent respectivement 0.1
et 1 (figure Bl (c)). Les données simulées ne peuvent alors étre issues du modele CMC-BI. 11
est alors intéressant de savoir si le modele CMC-BI peut tout de méme bien estimer les états
cachés.
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Parametres CMC-BI CMC-ML | Vraies valeurs
w1 ) w1 (0%)) w1 )
m 0.61 | —0.41 | 0.24 | 0.22 0 0
o? 0.35| 0.26 | 0.37 | 0.81 1 1
« - - 0.28 | 1.1 0.1 1
‘ Taux d’erreur ‘ 48% ‘ 1.9% ‘ 2.1% ‘

TABLE 5.2 — Estimation de la loi d’observation en utilisant les modeles CMC-BI et CMC-ML.
La réalisation y;.y est issue du modele CMC-ML (deuxieme expérience).

On peut remarquer sur la figure £.3] que les résultats obtenus en utilisant le modele CMC-
ML sont tres bons tandis que les résultats obtenus en utilisant le modele CMC-BI sont tres
médiocres. Il en résulte qu’il existe des situations dans lesquelles une CMC-ML ne peut étre
approchée par une CMC-BI. Concernant ’estimation des parametres présentée dans le tableau
5.2) nous voyons que les parametres sont mal estimés lorsque 'on utilise le modele CMC-BI.
Cependant, les parametres ne sont pas non plus tres bien estimés lorsque 'on utilise le modele
CMC-ML.

Dans le dernier exemple, les moyennes des deux classes sont respectivement égales a 1 et 2,
les parametres de corrélation sont égaux a 0.1 et 0.9, la variance est égale a 1.

1 1 1

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 % 160 200 300 400 500 600 700 800 9GO 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(a) (b) ()

FIGURE 5.4 — Segmentation de y;.y lorsque (X,Y) est une chaine de Markov cachée a
dépendance longue (troisieme expérience) : (a) Basée sur les vrais parametres, 4.9% d’er-
reur, (b) Modele CMC-BI : 32.4% d’erreur, (c) Modele CMC-ML : 4.1% d’erreur.
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Parametres CMC-BI | CMC-ML | Vraies valeurs
w1 ) w1 ) w1 )
m 1.06 | 2.25 | 1.33 | 1.73 1 2
o? 0.42 | 0.67 | 0.53 | 1.17 1 1
o - - 0.22 {0.66 | 0.1 0.9
‘ Taux d’erreur ‘ 32.4% ‘ 4.1% ‘ 4.9% ‘

TABLE 5.3 — Estimation de la loi d’observation en utilisant les modeles CMC-BI et CMC-ML.
La réalisation y;.y est issue du modele CMC-ML (troisieme expérience).

Selon les résultats de la figure [5.4] nous constatons que I'estimation des états cachés par
le modele CMC-ML est nettement meilleure que celle par le modele CMC-BI. Cependant, on
peut également constater que 'estimation des parametres du modele (Tableau [5.3]) n’est pas
tres bonne en utilisant le modele de chaines de Markov cachées a dépendance longue. De plus,
on peut remarquer que meme avec des parametres mal estimés, les états cachés restent bien
estimés par le modele CMC-ML. Ces différents résultats montrent que le modele CMC-ML est
tres différent du modele CMC-BI. Par ailleurs, la méthode ICE proposée semble bien adaptée
a la segmentation non supervisée.

5.3 Chaines semi-markoviennes cachées a dépendance
longue

Nous proposons dans cette section un autre modele partiellement de Markov permettant
de modéliser des observations a dépendance longue. Dans ce nouveau modele, chaque v, ne
dépend plus de tous les y, tels que £ < n mais seulement des y,,,...,y, tels que z,, =

.= T, et T,,-1 # x,,. Ce nouveau modele nous permettra de traiter des processus de
taille plus grande. En effet, dans le modele précédent, le calcul de la transformée de Choleski
[@ninitne = C'OT nécessite le stockage des matrices I'*» | ce qui rend ’algorithme d’estimation
ICE inopérant lorsque le processus est de grande taille (N ~ 10%), en raison de débordement
de mémoire. En effet, avec un ordinateur disposant d’une mémoire de 3 giga-octets, le logiciel
MATLAB ne peut gérer des matrices de plus de 25 x 107 éléments réels. Cependant, le calcul
de la transformée de Choleski nécessite également le stockage de €', ainsi les matrices ne
peuvent avoir plus de 12.5 x 107 éléments réels et donc les processus ne peuvent étre de taille
plus grande que N = 11025. Par ailleurs, ce nouveau modele est étendu au cas ou la chaine
cachée est semi-markovienne.

5.3.1 Chaines triplets partiellement de Markov et dépendance longue

On considere un processus triplet Z = (X, Uy, Y,)1<n<n tel que chaque X,, prend ses
valeurs dans X = {wi,...,wk}, chaque U, prend ses valeurs dans un ensemble fini A =
{0,1,..., L} et chaque Y,, prend ses valeurs dans R.

Définition 5.3.1 (Chaines triplets partiellement de Markov).
Le processus Z = (X, Uy, Yy )1<n<n est une chaine triplet partiellement de Markov si le
processus couple (V,Y) ou V = (X,U) est une chaine couple partiellement de Markov.
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Afin de modéliser des observations a dépendance longue, nous proposons la distribution
P(21:3, U1.N, Y1:v) Suivante :

N-1
p(xrn, urn, yiv) = p(z1)do(wa)p(yi|21) Hp(%ﬂ\l’n)p(unﬂ\xm L1 Un)P(Ynt1|Tnt 15 Unt1, Y1)
n=1
(5.25)
ol
B Oupt1(Uny1) Sl Ty = 201 et u, < L
p(un+1|xnaxn+1>un) - { 50(un+1) si T 7& Tpi1 OU Uy = L; (526)
p(yn+1|xn+1) si Unp4+1 = 07
n Tn+1, Un+1, Y1:n - . 5.27
p(y +1| i 1 ) { p(yn+1|xn+1>yn—un+1+1:n) S1 Up+41 > 0; ( )

et P(Yn+1|Tnt1; Un—upyr+1:m) €St tel que p(Ypn—u, 1 +1:m+1|Tns1) suive une loi normale de moyenne
Un+1+1
mxz+1 - (ann+1? e amxn+L)>

~
Un+1 + 1 fois

et de matrice de covariance

Voni1 (0) Voni1 (1) s Vanga (un-i-l - 1) Voni1 (un-i-l)
Fu”+1+1 o f)/;anrl (1) fymn+1(0> st fymn+1(u”+1 - 2) fymn+1(u”+1 - 1)
Tn41 - : . . . .
fnynJrl (un+1) fnynJrl (un+1 - 1) st f)/;anrl (1) f)/;anrl (0)

On remarque que X est une chaine de Markov, de plus u, représente le temps de séjour
minimal écoulé dans 'état x, depuis le changement d’état. Si L = N, u, est le temps de
séjour exact écoulé depuis le changement d’état. Ce modele ressemble a celui des chaines
semi-markoviennes, il en est cependant tres différent. Dans le modele des chaines semi-
markoviennes, le processus U permet de définir la loi de X, tandis que dans notre modele
triplet partiellement de Markov, la loi de X est déja définie comme celle d'une chaine de
Markov et le processus U est défini a partir de X.

Comme pour le modele couple partiellement de Markov décrit dans la section précédente, ’al-
gorithme de Baum-Welsh est utilisable si les quantités p(y,41|Tni1, Unt1, Y1.n) sont calculables.
En effet, lorsque w11 = 0, p(Ynt1|Tna1, Uns1, Y1:n) = P(Ynt1|Tni1) est une loi normale dans
R de moyenne m,,, et de variance v,,,,(0); et lorsque w,11 > 0, D(Ynt1|Tns1s Unt1, Y1) =
P(Un+1|Tnt1, YUn—upy1+1:n) €St une loi normale de moyenne

1
M, , =mg, , + (%cnﬂ (Unt1), - - >%cn+1(1)) (FgZE) (yn—un+1+1:n - ngE) )
et de variance

. Vent1 (un-i-l)
f?xn+1 (0) = Yznt1 (0) - (%L‘nﬂ (UN-H)’ <o >%Cn+1(1)) (FgZE)
fyxn+1 (1)
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Pour calculer les quantités p(Yn41|Tn41; Yn—uny1+1:m), il D'est pas nécessaire de stocker les ma-
trices I';m+1, celles-ci pouvant etre de grande taille dans le cas des applications en segmentation
d'image. En effet, les matrices I';»*! sont de Toeplitz (la valeur de I'élément (i, j) de la matrice
ne dépend que de la différence |i — j|) et de plus le vecteur (va,,, (Uns1),-- -, Vo, (1)) est ex-
trait de la matrice F“”““ Ainsi nous pouvons utiliser 'algorithme de Durbin-Levinson décrit

dans la sous-section B3] du chapitre B pour calculer (va,,,, (tns1), - - -, Yoy (1)) (Dirtt) g

5.3.2 Le modeéle semi-markovien

Le modele précédent est enrichi en introduisant un autre processus auxiliaire modélisant la
semi-markovianité. Considérons le processus Z = (X,,, UL, U2 Y,,)1<n<n, ol chaque X,, prend
ses valeurs dans X = {w,...,wk}, chaque U} prend ses valeurs dans A' = {1,... L},
chaque U? prend ses valeurs dans A? = {0,..., Lo} et chaque Y, prend ses valeurs dans R.
Dans ce modele, on considere que X est une chaine semi-markovienne telle que la loi de
(X, U") soit définie par les formules (3.15), (3.16) et (3.I7). La loi de (X, U, U%Y) est alors
définie par :

(TN, Uy, Uiy Yrv) = p(a1)p(ug|en)do(ud)p(yla:)

X]ﬁp(a:nﬂlxmUi)p(UiHIJEnH,Ui)p( Up 1| Ts o1, WD) D (Ynt [Tng1, Uy, Y1), (5.28)
n=1
avec
pluilzy) = d(zy,up); (5.29)
p(Tpir|zn,ul) = { anff\tcln S;q“; >_11 (5.30)
kbt = { gt b (5.31)
Pl b i) = “2“n;f;ﬁj;;ﬂ‘jjjjlﬁ b (5.3

ot pour tout w;, d(w;, .) est une densité de probabilité sur A! et r(.].) est un noyau de transition
sur X2 conformément aux notations de la sous-section du chapitre Bl

Dans la suite, nous appelerons ce modele “chaines semi-markoviennes cachées a mémoire
longue” (CSMC-ML). Lorsque le processus X est une chaine de Markov, on I'appelera “chaines
triplets partiellement de Markov a mémoire longue” (CTPM-ML) pour le différencier du
modele étudié dans la section L2

5.3.3 Estimation des parametres

Nous ne traiterons ici que de 'estimation de la loi d’observation, I'estimation de la loi
p(z1n, ul.y, ul. ) ayant été traitée au chapitre Bl Si 6, désigne le vecteur parametre obtenu
a I’étape ¢ de ICE, on procede de la maniere suivante :

~ ; ~ 12 ~ - 1,2 0 -
1. simuler un échantillon (z1.n, uy, , u7.y) selon laloi a posteriori p(x1.n, uy. N, Ul v |Y1:n5; 0g) ;
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s 17 ) 2 . wj N .
2. pour chaque wj, considérer I’échantillon (yni )i<m<n,, Ol pour tout m, z,, = w; et N;
est le nombre de z,, égaux a w; ;

. N N ’ N . Wi o7
3. estimer les parametres correspondant a I'état w; a partir de (yni )1<m<n, en utilisant les
estimateurs présentés a la sous-section [B.1.4l

5.3.4 Expérimentations

Le modele de chaines semi-markoviennes cachées a dépendance longue généralise a la fois
le modele de chaines semi-markoviennes cachées (CSMC) et le nouveau modele de chaines tri-
plets partiellement de Markov a dépendance longue (CTPM-ML). Le but de cette sous-section
est de regarder les améliorations apportées par ces deux généralisations. Les expérimentations
seront faites sur des processus de taille N = 128 x 128. Les réalisations de ces processus seront
représentées comme des images bi-dimensionnelles grace au parcours d’Hilbert-Peano.

Nous présentons trois séries d’expériences. Dans la premiere série, les données sont issues du
modele CSMC et la question est de savoir si le modele CSMC-ML, plus complexe, donne des
résultats similaires a ceux obtenus par le modele CSMC. Dans la seconde série, les données
sont issues du modele CSMC-ML et nous estimons les parametres et les états cachés en utili-
sant les modeles CSMC, CTPM-ML et CSMC-ML. Nous conclurons cette sous-section par la
segmentation d'une image réelle, les données n’étant alors probablement issues d’aucun des 3
modeles. Dans toutes les expériences proposées dans cette sous-section, la covariance est de
la forme (k) = o2 (k + 1)

Dans la premieére expérience, on considere une chaine semi-markovienne cachée (CSMC)
(X,ULY) = (X,,,U},Y,)1<n<n telle que chaque X, prend ses valeurs dans X = {w;,ws}
et chaque U} prend ses valeurs dans A' = {1,...,10}. La loi p(z1.n,uj.y) est définie par

BI5), BI6) et BI7) et la loi p(y1.n|T1.n, ul.y) est donnée par :
N
pyrn vy, uly) = [ [o(vnl2n)-

n=1

Lorsque x, = wy, p(yn|z,) est une loi normale de moyenne 1 et de variance 20 et lorsque
T, = wy, cest une loi normale de moyenne 2 et de variance 20. La distribution d(w;,.) est
celle d’une loi uniforme sur A! pour tout j € {1,2}. De plus, r(z,41|7,) = 0.999 si z,, = 41
et r(x,y1|z,) = 0.001 si z,, # x,41. La réalisation y;.y est ensuite segmentée en utilisant trois
méthodes. La premiere suppose que les données sont issues du modele CSMC et utilise les
vrais parametres. La seconde méthode suppose que les données sont issues du modele CSMC
et on estime les parametres par ICE. Quant a la troisieme méthode, on suppose que les
données sont issues du modele plus général CSMC-ML et on estime également les parametres
par ICE. Dans le modele CSMC-ML, on supposera que Ly = 50. Les résultats sont présentés
dans la figure et dans le tableau [5.41
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HE
(a)

a (b) () (d) ()

FIGURE 5.5 — Segmentation de y;.y lorsque (X,Y') est une chaine semi-markovienne cachée
a bruit indépendant : (a) Réalisation de X, (b) Réalisation de Y, (¢) Modele CSMC avec les
vrais parametres, 3.74% d’erreur, (d) Modeéle CSMC en non supervisé : 4.55% d’erreur, (e)
Modele CSMC-ML en non supervisé : 4.57% d’erreur.

Parametres CSMC CSMC-ML | Vraies valeurs
w1 Wa w1 Wa w1 [0%5)
m 1.06 | 2.04 | 0.98 1.97 1 2
o? 19.81 | 20.71 | 19.84 | 20.46 20 20
o - - 15.28 | 5.95 - -
‘ Taux d’erreur ‘ 4.55% ‘ 4.57% ‘ 3.74% ‘

TABLE 5.4 — Estimation des parametres a partir de données issues d’une chaine semi-
markovienne a bruit indépendant.

Nous constatons que les résultats sont similaires en utilisant les modeles CSMC et CSMC-
ML, ce qui montre la capacité du modele CSMC-ML a traiter des données issues du modele
CSMC. De plus l'estimation du parametre « prouve que le modele CSMC-ML est capable de
reconnaitre les situations ou la covariance décroit rapidement.
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Dans la seconde expérience, nous segmentons des données issues du modele CSMC-ML. Le
but de cette expérience est de savoir lequel des deux modeles CSMC ou CTPM-ML donne de
meilleurs résultats. La chaine semi-markovienne (X, U"') considérée suit la méme loi que dans
'expérience précédente. Concernant le processus U?, on prendra Ly, = 50. Les lois p(y,|z,)
seront respectivement la loi normale de moyenne 1 et de variance 1 lorsque z,, = w; et la loi
normale de moyenne 2 et de variance 1 lorsque x,, = wy. Le parametre de dépendance est égal
pour les deux classes a 0.5.

FIGURE 5.6 — Segmentation de y;.y lorsque (X,Y) est une chaine semi-markovienne cachée
a mémoire longue : (a) Réalisation de X, (b) Réalisation de Y, (¢) Modele CSMC en non
supervisé : 31.15% d’erreur, (d) Modele CTPM-ML en non supervisé : 21.53% d’erreur, (e)
Modele CSMC-ML en non supervisé : 3.16% d’erreur.

Parametres CSMC CTPM-ML | CSMC-ML | Vraies valeurs
w1 ) w1 ) w1 (0%)) w1 )
m 097244 ] 1.08 | 222 | 0.98 | 1.97 1 2
o? 0.59 | 0.56 | 0.83 | 0.78 | 0.96 | 0.93 1 1
« - - 0.69 | 0.72 | 0.62 | 0.61 0.5 0.5
| Taux d’erreur | 31.15% | 21.53% | 3.16% [ 2.8% |

TABLE 5.5 — Estimation des parametres a partir de données issues de chaines semi-
markoviennes cachées a dépendance longue.

Nous constatons d’apres la figure et le tableau [5.5 que négliger la dépendance longue
donne de plus mauvais résultats que négliger la semi-markovianité. Cependant, d’apres la
figure .01 (e), la considération de la semi-markovianité est importante et améliore nettement
les résultats comparés a ceux obtenus a la figure [5.6](d). Ces remarques sont encore justifiées
dans I'estimation des parametres présentée dans le tableau 5.5l Cependant les qualités d’es-
timation des parametres par CTPM-ML et CSMC-ML sont quasi similaires. Globalement,
Iexpérience montre que le modele CSMC-ML est plus riche, de maniere significative, que
chacun des deux modeles CTMP-ML et CSMC.

Dans la derniere expérience, on choisit de segmenter a I’aide des trois modeles CSMC, CTPM-
ML et CSMC-ML une image dessinée. De I'image réelle représentant des cercles concentriques,
on obtient la réalisation x1. par le parcours d’Hilbert-Peano. La réalisation x.5 est ensuite
bruitée a 'aide du modele défini par les formules (5.26]) et (5.27). Dans cette expérience, on
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prendra Lo = 50, les moyennes des deux classes seront respectivement égales a 1 et 2, la
variance sera égale a 1, et le parametre de dépendance sera égal a 0.9.

FIGURE 5.7 — Segmentation d’une image réelle bruitée avec de la dépendance longue : (a)
Réalisation de X, (b) Réalisation de Y, (¢) Modele CSMC en non supervisé : 24.70% d’erreur,
(d) Modele CTPM-ML en non supervisé : 18.27% d’erreur, (e) Modele CSMC-ML en non

supervisé : 6.31% d’erreur.

Parametres CSMC CTPM-ML | CSMC-ML | Vraies valeurs
w1 ) w1 ) w1 (0%)) w1 )
m 0.75 1226|091 | 2.04 {0.99] 1.99 1 2
o? 0.69 | 0.66 | 0.92 | 0.93 | 1.01 | 1.02 1 1
o - - 1.07 | 1.07 {093 ] 092 | 0.9 0.9
[ Taux d'erreur | 24.70% [ 1827% [ 631% [ 59% |

TABLE 5.6 — Estimation des parametres a partir de données issues d'une image réelle

Des résultats présentés dans la figure [5.7] et dans le tableau [5.6, nous voyons que le modele
semi-markovien est suffisamment général pour prendre en compte des propriétés statistiques
de I'image que le modele markovien ne prend pas en compte. Ainsi, on peut constater une
meilleure segmentation en utilisant le modele CSMC-ML (Figure .7, (e)) qu’en utisant le
modele CTPM-ML (Figure 5.7,(d)). Cependant, si on néglige la dépendance longue, les pa-
rametres de la loi d’observation sont mal estimés (Tableau [5.6)), ce qui entraine une mauvaise
estimation des états cachés (Figure 5.7,(c)).

5.4 Observations non gaussiennes a dépendance longue

Le dernier modele que nous présentons dans ce chapitre permet de modéliser des observa-
tions non gaussiennes. Nous avons vu au chapitre [l qu’il est possible d’écrire la loi jointe d'un
vecteur aléatoire a partir de ses lois marginales et d’une fonction d’agrégation appelée “co-
pule”. Dans ce chapitre, les copules vont nous permettre ainsi de modéliser des observations
non gaussiennes a dépendance longue.
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5.4.1 Dépendance longue et copules

On considere un processus triplet (X,U,Y) = (X,,Uy,, Yn)i<n<ny tel que chaque X,
prend ses valeurs dans un ensemble fini X = {w,...,wk}, chaque U, prend ses valeurs
dans 'ensemble fini A = {0,..., L} et chaque Y, prend ses valeurs dans R. La distribution
p(z1.5, u1.N, y1.5) est celle d’'une chaine triplet partiellement de Markov définie par (B.25),
(E.26) et (5.27). A la différence avec 'ancien modele ot la distribution p(yyn—u,,, +1:n+1]Tnt1)
était celle d’une loi normale, dans le modele proposé, elle s’écrit :

n+1
p(yn—un+1+1:n+1|$n+1) = H P(Yr|Tni1)

k=n—up+1+1
X C;ZE—H (Frn+1(yn—Un+1+1)7 ) Fwn+1 (yn-i-l)) ) (534>

ol pour chaque w; € X, F, est une fonction de répartition marginale, c%»+1+1 est la copule
J ’ i ) Wy
gaussienne de matrice de corrélation :

1 f}/wj(]') e 7&03' (un-i-l - 1) fywj (un+1)
Run+1+1 _ %’JJ(]') 1 ,}/WJ(]') te fywj (un—i-l - 1)
wj - . . . . . 5
Ve, (Un+1) Yw; (U1 —1) ... %;j(l) 1

et chaque p(yx|zn41 = w;) est une distribution de fonction de répartition F, . Ainsi, si z,, =
Tpil = ... = Tpik, alors (Yn, ..., Ynik) est la réalisation d’un vecteur aléatoire dont les lois
marginales sont de fonction de répartition F, et dont la copule est une copule gaussienne.

Posons z, = ¢! o F, (y,), ol ¢ est la fonction de répartition de la loi normale centrée et
réduite. La distribution p(z1.y, u1.n, z1.5) est également définie par (5.25), (5.20) et (5.27).
Dans ce cas il s’agit du modele triplet partiellement de Markov tel que p(zp—u,, +1:m+1|Tnt1)
soit la distribution d’une loi normale a marginales centrées et réduites et de matrice de
corrélation égale a Ry~+1*1. Si pour tout 1 < j < K|, les familles de covariance (v, (k))ren
satisfont les propriétés de dépendance longue, I’échantillon z;.y est alors a dépendance longue
conditionnellement aux classes; en d’autres termes, si x, = x,11 = ... = Tpn1, I’échantillon
(Zn, - -+, Znak) est la réalisation d’un processus a dépendance longue. Selon la définition 5.4.1]
nous dirons que (Yn, - - ., Ynsx) €st également un processus a dépendance longue. Dans cette
définition, nous introduirons également la notion de stationnarité du second ordre en copule.

Définition 5.4.1. Soit Y = (Y},)nez un processus réel tel que pour tout n € Z, Y, ait pour
fonction de répartition F.
— On dit que le processus Y est stationnaire du second ordre en copule si le processus
U = (F(Y,))nez est stationnaire du second ordre ;
— Lorsque Y est stationnaire du second ordre en copule, on définit les corrélations de

Spearman (ps(k))ren par :
__ B[(F() - E(EY))EVr) —EFEF-p))]
VE (F(Ya) = E(F(Y))?) E (F(Yo-i) — E(F(Yo-1)))?)

— On dit que le processus Y est a dépendance longue si :

ps(k)

ps(k) ~1oo Ck™ ot a0 €]0,1] et C € R,
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Remarque : D’apres ce qu'on a précisé au chapitre [l les coefficients de mélangeance ne
dépendent que de la copule. Ainsi si f est un C!'-difféomorphisme croissant de R dans R, les
processus (Y,)nez et (f(Yn))nez ont la méme mélangeance. La dépendance longue peut se
définir de maniere plus générale : un processus est a dépendance longue s’il est p-mélangeant
et son coefficient de p-mélangeance converge vers 0 en n= ou « € |0, 1].

5.4.2 Estimation des parametres

Soit ¢ la fonction de répartition d’une loi normale centrée-réduite. Nous détaillons ici
'estimation de la loi d’observation p(y1.n|z1.n) par Palgorithme ICE. Si 6, désigne le vecteur
parametre obtenu a I’étape ¢, on procede de la maniere suivante :

1. simuler un échantillon (z1.y,u1.x) selon la loi a posteriori p(z1.n5, ur.n|y1:n:6,)

< 12 iy . wj N .
2. pour chaque wj, considérer I’échantillon (yni )i<m<n,, Ol pour tout m, z,, = w; et N;
est le nombre de z,, égaux a w; ;

3. estimer la loi marginale p(y, |2, = w;) a partir de 'échantillon (i )1<m<n,. Soit Fg;rl
la fonction de répartition correspondant aux parametres re-estimés ;

. N , . N . ’ . — Wi
4. estimer les parametres de corrélation & partir de I'échantillon (¢~' o FZH (yn! ))1<m<n,
avec les estimateurs présentés a la sous-section [5.1.4]

5.4.3 Expérimentations

Nous proposons dans cette sous-section deux expériences. Les expériences présentées per-

mettent de savoir si le modele a dépendance longue gaussien peut étre utilisé dans le cas ou
les données ne sont pas issues d’un modele gaussien. Elles permettent également de tester la
robustesse lorsque ’on utilise différent modele de bruit. Dans les deux expériences, la taille des
échantillons est N = 1000, la chaine de Markov X & valeurs dans X = {w;,ws} est station-
naire réversible de loi donnée par p(z, = w1, Tpi1 = w1) = (T, = wa, Ty = we) = 0.495 et
P(Tn = W1, Tny1 = w2) = P(Tn = wa, Tny1 = wi) = 0.005 et la famille de covariance (7., (K))ren
est celle d’un bruit gaussien fractionnaire. Les parametres de Hurst pour les deux expériences
sont respectivement égaux a H,, = 0.5 et H,, = 0.99. On définit pour la suite la loi I'™ dite
“Gamma signée” comme la loi de la variable aléatoire eV, ol € suit une loi uniforme sur
{—1,1} et W suit une loi I" de parametres a et b.
Dans la premiere expérience, les lois marginales sont gaussiennes de moyenne nulle et de va-
riance égale a 1. Les données sont ensuite segmentées par trois méthodes. La premiere utilise
les vrais parametres du modele et utilise MPM pour estimer les états cachés. La deuxieme
suppose que les données sont issues du modele triplet partiellement de Markov a observa-
tions gaussiennes a dépendance longue. La troisieme méthode suppose que les données sont
a dépendance longue mais les lois marginales sont des lois I'". Le but de cette expérience est
de savoir si choisir un autre modele que le modele gaussien peut dégrader les résultats si les
données sont réellement gaussienne.
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(a) (b) () (d) ()

FIGURE 5.8 — Segmentation de données issues du modele triplet partiellement de Markov a
bruit gaussien a dépendance longue : (a) Réalisation de X, (b) Réalisation de Y, (c) Avec les
vrais parametres, 1.3% d’erreur, (d) Modele gaussien a dépendance longue, 9.3% d’erreur, (e)
Modele I'™ a dépendance longue, 26.1% d’erreur.

Dans la seconde expérience, nous considérons le probleme inverse. Les données sont simulées
selon le modele a dépendance longue dont les lois marginales sont des lois '~ de parametres
ay, = a,, = 1et b, =b,, =1. Le but de cette expérience est de savoir si le modele gaussien
peut étre suffisamment robuste pour étre utilisé méme si les données ne sont probablement
pas gaussiennes. Notons que les copules sont gaussiennes dans les duex modeles, qui ne se
différencient que par les lois marginales.

(a) (b) () (d) ()

FIGURE 5.9 — Segmentation de données issues du modele triplet partiellement de Markov
a bruit I'” a dépendance longue : (a) Réalisation de X, (b) Réalisation de Y, (c) Avec les
vrais parametres, 0.8% d’erreur, (d) Modele gaussien a dépendance longue, 6.5% d’erreur, (e)
Modele I'™ a dépendance longue, 1.9% d’erreur.

Ces expériences montrent qu’il est important de bien choisir la loi d’observation. En effet,
si nous segmentons des données en utilisant une loi différente de celle du vrai modele, les
résultats peuvent se dégrader de maniere non négligeable.
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Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre plusieurs modeles dans lesquels la chaine inobser-
vable est cachée par du bruit a dépendance longue. Dans tous les modeles proposés, les
probabilités marginales a posteriori sont calculables, ce qui permet ’estimation de la chaine
inobservable par la méthode bayésienne MPM. Dans le premier modele “chaines de Markov
cachée avec du bruit & mémoire longue gaussien” (CMC-ML), la loi de chacune des marginales
Y, (conditionnellement aux classes) dépend de toutes les marginales Y) passées; cependant,
les calculs se font griace au caractere gaussien du bruit. Afin d’estimer les parametres de
ce modele, nous avons proposé un algorithme ICE original et nous avons montré son bon
comportement au travers des simulations. Nous avons également montré la bonne robus-
tesse du modele CMC-ML lorsque les données sont issues du modele classique des chaines
de Markov cachées avec du bruit indépendant (CMC-BI). Le second modele que nous avons
proposé, qui est une “chaine triplet partiellement de Markov cachée par du bruit a mémoire
longue” (CTPM-ML), permet de palier aux difficultés algorithmiques du premier modele et
peut ainsi étre utilisé en traitement d’image ou les données traitées sont, en général, tres
volumineuses. Ce modele a été ensuite étendu, en introduisant un processus auxiliaire, de
facon a considérer la semi-markovianité éventuelle du processus caché. Nous avons montré
aux travers des expérimentations que ni le modele de chaines semi-markoviennes cachées a
bruit indépendant, ni le modele CTPM-ML dans le lequel le processus caché est une chaine
de Markov, ne parvient a donner d’aussi bons résultats que le modele général, ou la chaine
cachée est semi-markovienne (les données sont issues de ce dernier). Enfin, tous les modeles
précédents peuvent étre généralisés avec I'introduction des lois marginales non nécessairement
gaussiennes. En effet, en gardant les copules gaussiennes il est possible d’étendre les calculs
faisables dans le cas gaussien aux cas ou les marginales du bruit sont quelconques. Finalement,
en utilisant tous les résultats exposés jusqu’a présent, il est possible de proposer un modele
général dans lequel la chaine cachée est semi-markovienne éventuellement non stationnaire,
et le bruit est a mémoire longue et a marginales quelconques. Un tel modele peut étre utilisé
a des fins de segmentations non supervisées, les parametres pouvant étre estimés par une
méthode ICE adéquate. En guise de perspectives, il serait intéressant d’étudier le cas de lois
marginales a queues lourdes telles que les lois stables de Lévy. Ces lois sont couramment uti-
lisées pour modéliser les phénomenes atypiques dans les données financieres. Il devrait ainsi
étre envisageable de segmenter des données financieres en considérant simultanément deux
propriétés de celles-ci : la dépendance longue et 'apparition de phénomenes atypiques tels
que les °

b

‘ cracks’ 7.






Chapitre 6

Application au traitement du signal
radar

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes consacré a l'aspect modélisation et nous
avons étendu le modele classique de chaines de Markov cachées a bruit indépendant a différents
modeles prenant en compte diverses propriétés du signal. La validation des résultats a été faite
au travers d’expérimentations et les modeles étaient utilisés pour obtenir des segmentations
d’image et de signaux. Dans ce chapitre, nous allons voir comment la segmentation peut étre
utilisée, comme résumé du signal, par une autre application : celle de la détection de cibles
dans les signaux radar. Le détecteur original que nous allons présenté utilise les propriétés
statistiques du signal recu; plus exactement, il compare le signal recu d’une distance et d'un
angle de visée donnés aux signaux provenant du voisinage. Ce détecteur devra connaitre les
propriétés statistiques du voisinage, I'intérét de la segmentation sera alors d’obtenir des voisi-
nages homogenes. Nous commencons a rappeler dans ce chapitre les principes du traitement
du signal radar.

6.1 Prérequis en traitement du signal radar

Un radar est constitué de deux antennes, une antenne émettrice et une antenne réceptrice.
Des signaux regus par cette derniere, on peut déterminer trois attribus : 'azimut, la distance
et la vitesse du milieu réflechissant. Dans le cas d’antennes tournantes, ’azimut correspond
a la direction de pointage du radar. Quant a la distance et a la vitesse, des traitements
supplémentaires que nous détaillerons, sont nécessaires pour les déterminer. D’autres détails
techniques du radar, tels que la formation de faisceaux pour les radars a antennes fixes, sont
présentés dans [28, [72] [90].

6.1.1 Radar a impulsions

Un radar a impulsions émet des impulsions ayant, chacune, une certaine durée 7. Le train
d’impulsions est émis pendant une durée appelée “durée de cohérence”, qui sera notée Teyy,.
Le temps écoulé entre deux impulsions, appelé “période” ou durée de récurrence, sera noté
Troc-

119



120 APPLICATION AU TRAITEMENT DU SIGNAL RADAR

Trec

Tcoh

FIGURE 6.1 — Schéma d’émission d’un radar a impulsions.

Dans le cas du radar a impulsion classique, I'impulsion est portée par un signal sinusoidal
de fréquence fy appelée fréquence porteuse. Ainsi, le signal émis complexe S, en fonction du
temps est donné par :

Teoh

Trec

So(t) = sc(t)exp (2imfot), ot s,(t)={ L st 1€ U +Toee e + 7],
k=0
0 sinon.

Chaque signal émis réfléchit sur un certain milieu situé a une distance D du radar et de
vitesse radiale v par rapport au radar qui sera de signe positif lorsque le milieu se rapproche
du radar. On notera que ce milieu peut posséder plusieurs composantes cinétiques; c’est le cas
notamment si le milieu est un fluide. De part 1’éloignement au radar, il s’ensuit un décalage
en temps entre le signal émis et le signal recu. Si ¢y est 'instant d’émission du signal, le signal
réfléchi correspondant sera recu a U'instant ¢ = tg + At, ou :

2D

At ,
&

¢ désignant la vitesse de la lumiere.

Le signal réfléchi subit également un décalage en fréquence di a la vitesse du milieu. Si fj est
la fréquence porteuse du signal émis, la fréquence porteuse du signal réfléchi est f = fo+ Af,
ou :

2v
Af - 77

A étant la longueur d’onde correspondant a la fréquence fy. Ce phénomene physique est appelé
“effet Doppler” et le décalage Af sera couramment qualifié de fréquence Doppler.

Ainsi, le signal recu a U'instant ¢ sera la sommation de signaux émis a des instants antérieurs
et réfléchis sur des milieux plus ou moins éloignés du radar. La composante du signal recu
correspondante au signal émis a 'instant ¢y a pour expression :

Aexp(ip)se(to) exp (2im(fo + Af)E) + b(2),
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ou Aexp(ip) est un terme d’atténuation di au milieu réfléchissant et a la propagation de
I'onde et b(t) est un bruit additif, souvent supposé gaussien. Cette composante a été réfléchie

RSN : cAt , . , Ay
sur un milieu situé a une distance D = — et se déplacant a une vitesse v = ——.
Du signal recu, nous avons besoin de connaitre la nature du milieu situé a l'instant D. Pour
cela, nous devons isoler la composante correspondante. Ceci se fait grace a un filtrage appelé

“filtrage adapté”. Notons S,(t) le signal complexe recu a U'instant ¢, il est montré dans [72] que

cAt
la contribution du signal réfléchi par le milieu situé a une distance D = > est approximée

par chacune des intégrales :

(k"rl)Trcc

S,(AL k) = / S, (w) S, (u — At, fo)du, (6.1)

Trec

“chirp”. Le calcul de toutes les intégrales S, (At, k) fournit un échantillonnage en temps du

signal recu provenant de la distance D. Nous 'appelerons “échantillon In-Phase Quadrature”
(IQ). Cet échantillon nous est utile pour déterminer le spectre de ce signal. Ce spectre appelé
“spectre Doppler”, nous permet ensuite de déterminer les composantes cinétiques du milieu.
Conformément au théoreme d’échantillonnage de Shannon, la largeur de bande du spectre
Doppler est égale a l'inverse du pas d’échantillonnage, ainsi toute fréquence située hors de

1
la bande {fo —— fo+

TCO ’ . 7
ou k € {O,..., b 1}. A k fixé, la fonction At — S, (At, k) est couramment appelée

1
2TI'6C 2TI'6C
spectre Doppler complexe est donné par :

} ne peut étre détectée. Soit (z1, ..., z,) 'échantillon 1Q), le

1

Vf € |- g ot g | Sl -

\/217T—m Z 2 exp (2imkTrec(f — fo)), (6.2)
k=1

et la puissance spectrale Doppler correspondante par :

2

Vf e {fo— L,fﬁi} - 2# Z svexp (2imkTe(f — fo))| . (63)
k=

2TI‘CC 2TI‘CC

La fonction f — S(f) représente ainsi la répartition de la puissance recue au sein des
différentes fréquences et donc la contribution en terme de puissance de chacune des com-
posantes cinétiques du milieu réfléchissant.

Les radars utilisés pour les applications sont des radar a impulsions particuliers appelés “ra-
dar a compression d’impulsions”. Dans un radar a compression d’impulsion, chaque impulsion
émise est modulée en fréquence au lieu d’étre un simple signal sinusoidal. Les éléments phy-
siques vus précédemment restent applicables, cependant, le filtrage adapté pour un k fixé
produit un “chirp” qui décroit plus rapidement lorsqu’on s’éloigne de son maximum que dans
le cas du radar a impulsion classique. Il s’ensuit un gain en résolution distance. La figure
présente le filtrage adapté d'une impulsion classique et d’une impulsion modulée en fréquence.
Dans cet exemple, on suppose que S, (t) = S.(t — At), ce qui correspond a la condition idéale

d’ . /ﬂ/ . . VRN . . C , .
un unique corps réfléchissant situé a la distance D = - Nous représentons uniquement

les parties réelles des chirps.
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FIGURE 6.2 — Filtrage adapté de deux types d’impulsion.

6.1.2 Principe de la détection TFAC

Le filtrage adapté présenté précédemment nous permet de déterminer les puissances regues
en fonction de la distance, ainsi que la répartition de cette puissance dans le spectre Doppler.
Cependant, l'intérét premier d’un radar est de pouvoir détecter automatiquement certains
corps réfléchissant appelés “cibles”. Ces cibles sont des objets matériels tels que des bateaux ou
des étres humains, ils ont la propriété de réfléchir plus le signal que le milieu environnant. Nous
présentons dans cette sous-section, la technique permettant de détecter automatiquement ces
cibles. Celle-ci est basée sur les tests d’hypotheses et est appelée “détection a Taux de Fausses
Alarmes Constant” (TFAC). Notons (HO) ’hypothese “absence de cible” et (H1) I'hypothese
“présence de cible”. On appelera “case” le triplet (distance,azimut,fréquence Doppler), le
couple (distance,azimut) sera appelé case distance-azimut. La case pour laquelle on cherche
a déterminer la présence d’une cible sera appelée “case sous test”. Le signal recu d'une case
donnée est la quantité Sc(f) obtenue apres filtrage adapté et transformée de Fourier pour
un azimut, un At et une fréquence f donnés. Soit r sa partie réelle. Cette quantité suit une
certaine loi de probabilité qui differe selon qu’il y ait une cible ou non. Notons p(r|HO0) la
densité de probabilité de r en absence de cible et p(r|H1) sa densité de probabilité en présence
de cible. La probabilité de 'hypothese Hi conditionnellement a 1’observation r est calculée
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par la regle de Bayes :
p(Hilr) oc p(r|Hi)p(Hsi).
Nous décidons la présence d’une cible si :

p(H1|r)
p(Eo) b

ce qui est équivalent a :
p(r|H1) _ p(HO)
p(r|HO) = p(H1)

p(HO)
p(H1)

L’a priori A =

constante. Cette probabilité de fausses alarmes est égale a :

P, = HO)dr.
o= [, pOlHO

(i)

On définit également la probabilité de détection par :

Py = p(r|H1)dr.
i) >

est déterminé de facon a maintenir la probabilité de fausses alarmes

On remarque que plus A est petit et mieux on détecte mais plus on a de fausses alarmes. Il
nous faut donc trouver un compromis entre taux de fausses alarmes bas et taux de détection
élevé. La qualité d’un détecteur est mesurée par la probabilité de détection en fonction de la
probabilité de fausses alarmes. Dans la pratique, on exige un taux de fausses alarmes égal a

1079 et le taux de détection s’échelonne entre 0.5 et 0.9 selon les applications.

Examinons, pour illustrer, le cas ou le signal complexe recu en absence de cible suit une loi
normale complexe circulaire centrée de variance o2, hypothese faite dans la plupart des cas.
La quantité o est la puissance du signal regu en absence de cible. Sous cette condition, r

. . , , . g ..
suit une loi normale réelle centrée de variance o? = éc. Ainsi :

— sous (HO) :

r =0,

ou b suit une loi normale réelle centrée et de variance o

— sous (H1) :
r=a-+b,

ola € RT. )

a
Le rapport SNR = 552 est appelé rapport signal sur bruit (SNR). Dans ce cas, la décision
o

“présence d'une cible” est équivalente a :

r o a
— > —log(A —.
o aOg()+20
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Par conséquent, pour une probabilité de fausses alarmes et un rapport signal sur bruit donnés,
on a :

log A = V2SNR¢™* (1 —Pg,) — SNR,

ou ¢ est la fonction de répartition d'une loi normale centrée réduite.
On montre alors que P4 est donné en fonction de Py, par :

Pd:1—¢<¢—1(1—19>fa)—m).

Dans la pratique, I’écart-type o est estimé a partir des signaux regus de cases ayant méme azi-
mut et méme fréquence Doppler et dont les distances sont voisines de celle de la case sous test.
On y estime également la moyenne m et on retranche au signal requ de la case sous test cette
fr=m| >l o ot = glog()\) + 2i. Le
détecteur ainsi construit est optimal lorsque le bruit esta gaussien. Ainsi, les gourbes de pgrfor-
mances présentées dans la figure sont les meilleures que I'on puissent avoir. Cependant, on
remarque que pour un rapport signal sur bruit égal a 2 et une probabilité de fausses alarmes
égale & 1074, la probabilité de détection est inférieure & 0.1. Ainsi, méme dans des conditions
idéales, les performances de ce détecteur ne sont pas si bonnes. Cette remarque nous a motivé
a concevoir un détecteur TFAC original. Dans le détecteur que nous proposons, la détection
s’effectue directement sur les échantillons I1Q, ces derniers contenant toute la connaissance
disponible sur le spectre Doppler.

moyenne. On décide alors la présence d’'une cible si

0 L L
-9 -8 -7 -6 -5
log10(Pp,)

FI1GURE 6.3 — Courbes de performance P4 fonction de log;, P, pour différents rapport signal
sur bruit : 0.005, 0.02, 0.125, 0.5, 2 et 12.5 de bas en haut.
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6.2 Deétection a partir des données 1Q

Nous présentons dans cette section un détecteur TFAC original. Contrairement au détecteur
TFAC classique qui n’utilise uniquement l'intensité rétrodiffusée, celui-ci utilise tout un
échantillon IQ obtenu a une distance et un azimut donné. Pour définir notre détecteur,

nous nous inspirons de la détection TFAC classique. Le détecteur classique utilise la quantité
[r —m|

qui s’interprete comme une distance entre le signal r de la case sous test et la moyenne

m ges cases environnantes. Dans notre nouveau détecteur, nous définirons la distance entre
I’échantillon IQ observé et la moyenne des échantillons IQ) environnants. La notion de distance
entre échantillon IQ n’est pas triviale. En effet, la distance entre deux échantillons 1Q ayant
méme densité spectrale devra étre nulle, or la distance euclidienne entre deux échantillons de
méme spectre n’est pas nécessairement nulle. On supposera dans la suite que les échantillons
IQ sont réalisations de processus gaussiens complexes circulaires stationnaires du second ordre
et dont la famille de covariance est sommable. Ainsi la densité spectrale est la transformée de
Fourier de la matrice de covariance de I’échantillon 1Q). La distance entre deux échantillons
IQ sera donc définie comme la distance entre leur matrice de covariance respective. Il s’agira
donc d’une distance entre distributions de probabilité, qui, comme nous le verrons, n’est pas
euclidienne. Une fois la notion de distance définie, on définira la notion de moyenne d’une fa-
mille de matrices de covariance, nous verrons en particulier que la notion de moyenne dépend
de la distance que l'on a définie.

6.2.1 Distance entre distributions d’une méme famille paramétrique

Considérons une famille de densité de probabilité A = {y € Y — p(y;0) : 6 € ©} par rap-
port & une mesure de référence v sur ). L’ensemble des parametres © C RF sera supposé
ouvert non vide de R¥. Nous allons détailler ici la construction de la distance entre deux
distributions p(.; 0;1) et p(.; 02) telle qu’elle a été faite par C. R. Rao [3].

Tout d’abord, il est courant de considérer 'information de Kullback :

K(01.0:) = [ 10g (%) Pl 02)dv (),

comme une “métrique” entre distributions. Cependant, celle-ci n’est pas symétrique. Afin de
définir la distance de Rao, considérons le développement limité de la fonction § — K (6, ) au
voisinage de 6 :

R(0,0+ do) = %(d&)TIy(G)dH +o(||do]2),

ou Iy (0) est la matrice d’information de Fisher. Ainsi, pour deux valeurs de parametres 6
et 6 + df suffisamment proches 'une de 'autre, a une constante pres, la distance entre les
distributions p(.;0) et p(.; 0 + df) peut étre approximée par (df)T Iy (6)df. On remarque que
cette forme quadratique est symétrique et elle permet de définir la métrique différentielle :

dl = \/(d0)" Iy (0)d0), (6.4)

appelée “distance de Rao”. On remarquera en reprenant le raisonnement de la sous-section
[L2.11du chapitre [l que cette métrique est invariante par changement de paramétrage n = g(0)
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et ne dépend donc que de 'espace fonctionnel A. L’élément dl sera interprété comme I’élément
de longueur de A. Considérons une courbe de dimension 1 dans A d’extrémités p(.;6;) et
p(.;02), celle-ci est paramétrée par :

te [tl,tg] — ’}/A(t> € A,

ol Ya(tj) = p(.;6;). A cette courbe, on peut lui faire correspondre une courbe § de © par
YA = @ o B ou ¢ est I'application qui & § € © associe p(.; ). La longueur de cette courbe est
égale a :

Lo(1,02) Z/t2\/(9’(t))TIy(Q(t))(9’(t))dt- (6.5)

Toute courbe minimisant 'intégrale (G.0)) est appelée géodésique et la distance entre p(.; 0;)
et p(.;0s) est par définition la longueur d’'une géodésique, elle est définie par :

D(61,6>) = min / OO0 00t (6.6)

On remarquera que nous avons utilisé 'information de Kullback entre deux distributions
afin de définir la métrique différentielle de Rao. Dans [9], il y figure différentes mesures de
divergence entre lois dont la différentielle seconde donne la méme métrique différentielle.

Expliquons maintenant le lien entre la métrique de Rao et les mesures de Jeffreys abordées
au chapitre[Il ceci peut justifier 'usage de la métrique de Rao plutot qu'une autre divergence
symétrique entre lois. Lorsque I'espace A est muni de 1’élément de longueur dl exprimé dans

H
le paramétrage © par (6.4]), I’élément vectoriel de longueur dl a pour expression :

dll del
— 1
L= + [=Ur®)>| :

On en déduit alors que ’élément de volume de A a pour expression :

dr = v det Iy(@)d@l e d@k

On reconnait alors la mesure de Jeffreys. Plus exactement, choisir 8 selon une loi de Jeffreys
sur O est équivalent a choisir la fonctionnelle p(.; 0) selon une loi uniforme sur A. On retrouve
ainsi le caractere non informatif de la loi uniforme. On remarquera d’ailleurs, si © est discret,
I’ensemble A 'est aussi et peut étre identifié a ©.

Nous allons calculer dans la section suivante la distance entre deux lois gaussiennes centrées
et circulaires. On définira la distance entre deux matrices de covariance comme la distance
entre les lois gaussiennes centrées circulaires correspondantes.

6.2.2 Distance entre lois normales complexes centrées circulaires

Considérons la famille des lois gaussiennes complexes circulaires centrées paramétrées par
la matrice de covariance Y. Dans la suite, cette famille sera confondue avec celle des matrices
hermitiennes définies positives. La densité de telles lois est :

1

(O SR
Z€ 7™ det X

exp (—ETZ_lz) .
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En utilisant le développement limité de 'information de Kullback, on montre que la forme
quadratique différentielle associée a la métrique de Rao est :

dI? = tr (X71dSEdY) .

Soient ¥ et ) deux matrices hermitiennes définies positives. Considérons une courbe
€ [0,1] — X(t) dans l'espace des parametres telle que $(0) = XM et ¥(1) = . La
longueur de cette courbe est donnée par :

/ R TS O M),

et la distance entre deux lois gaussiennes circulaires de covariances respectives (1) et £ est
alors donnée par :

(2, £%) = min / N IORIODIODRIODION

Calculons cette distance. Pour cela, on effectue le changement de variable & = (S1)) "2 5(3®)~
ou X% = exp (alog(X)). La métrique différentielle s’écrit alors :

dI? = tr (i—ldii—ldi) ,

et donc D(ZMW, @) = D(Id, (£M)~2 @ (ZM)=2) et t — X(t) est une gbodésique entre B
et ©? si et seulement si t — (XW)"2X(¢)(ZM) "2 est une géodésique entre SV = Id et
2@ = (zM)-2 5@ (xM)-3,

Par le changement de variable Y = PAPT, ot A est diagonale a valeurs propres réelles
positives et P est une matrice orthogonale, on a de méme :

di? = tr (A" dAAT A

qui est indépendant de t — P(t). Soient \; les éléments diagonaux de A, valeurs propres de
(XM= 22(8M) "2 et 2; = log();). On a :

n 2 n
d? =" (‘%) = Z;d:n?
i

i=1

La métrique différentielle correspond donc a une métrique euclidienne dans ’espace des lo-
garithmes des valeurs propres de A. On en déduit que la géodésique dans l'espace des va-
leurs propres est unique et donnée par ¢ — tlog(;), ol les p; sont les valeurs propres de
(SW)=35@) (53,

La distance entre les matrices hermitiennes définies positives (1) et ¥(?) est finalement donnée
par :

[NIES
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Cette distance entre matrices hermitiennes définies positives a été définie dans un contexte
différent par C. L. Siegel [I11], nous I'appelerons donc distance de Siegel. De I'expression de
la géodésique dans I'espace des logarithmes des valeurs propres, on en déduit que log(A(t)) =
tlog(A®) et donc A(t) = (A(2))t. Ainsi toute géodésique t — Y(t) a pour expression :

(4 = P(t)P(1)" (2<2>)t PP

On en déduit finalement que toute géodésique entre ) et X2 dans I'espace des matrices
hermitiennes définies positives a pour expression :

€ [0,1) = (SW)2 PP [(20) 30 (20) 5] P(1) P (20,

out € [0,1] — P(t) est une fonction différentiable & valeurs dans 'ensemble des matrices
1

orthogonales telle que les colonnes de P(1) soient les vecteurs propres de (2(1))_%2(2) (2M)=z,
Dans la suite, nous choisirons la géodésique telle que pour tout ¢, P(t) = P(1), ainsi son
expression est :

te0,1] — ()3 [(2@)—%2(2)(2@))—% (23, (6.8)

6.2.3 Moyenne de matrices hermitiennes définies positives

Nous définissons la moyenne de matrices hermitiennes définies positives, également utile
dans notre détecteur TFAC. La moyenne dépend de la distance et est donnée par la définition
suivante :

Définition 6.2.1 (Moyenne de deux éléments d'une variété différentielle). Soit A un espace
métrique muni de la distance D. Une moyenne de deuz éléments f et g est I’élément m =
m(f,qg) d’une géodésique vérifiant :

D(f,m) = Dim. g) = 5D(f,4).

Si la géodésique est unique, la moyenne est unique. Dans le cas contraire, on doit se fixer
une géodésique pour définir la moyenne. Reprenons le cas des lois gaussiennes complexes
circulaires centrées qui est identifié a 1’espace des matrices hermitiennes définies positives. La
moyenne de XV et de X relative & la géodésique (6.8)) est égale a :

— (x) [(xM)-3x@ (x0)-5]? (n1)3
M = (E57)2 | (B1) 2R (B) 72 (BH).

Dans le cas monovarié, on retrouve la moyenne géométrique. Nous appelerons alors cette
moyenne “moyenne géométrique” de deux matrices hermitiennes définies positives.

Pour définir la moyenne de plusieurs éléments, nous généralisons la notion d’isobarycentre.
Il y a plusieurs manieres de généraliser la notion d’isobarycentre. La premiere est celle de D.
Petz [93] qui utilise la propriété suivante :

Proposition 6.2.1. Soient My, ..., M,, n points d’un espace vectoriel et soit G leur isobary-
centre. Notant G; l'isobarycentre des points (M;)iz;, alors G est également isobarycentre des
points G, ...,G,.
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Bien que I’ensemble des matrices hermitiennes définies positives ne soit pas un espace vectoriel,
il est possible d’étendre la définition de barycentre en utilisant cette propriété. Ainsi, il propose
la méthode récursive suivante pour le calcul de la moyenne de N + 1 matrices hermitiennes
définies positives 1), ... BOV+) .

1. soit My 'opérateur qui a N matrices hermitiennes définies positives associe sa moyenne ;

2. on construit la suite de polygone T}, suivante :
(a) To = (S0,..., SO+D)

(b) Ty = (GSJZI’ ey Ggfﬁrl))’ ol Gfﬁl = My (Gg), L GYTY gty G&LNH)).

La suite des polygones T,, converge vers un singleton. La moyenne My, est alors définie
comme la limite de cette suite.

Cependant, dans la pratique nous ne calculerons pas la moyenne de cette maniere, I’algorithme
ainsi construit étant de complexité O(N!). T. Ando et R. Mathias [4] propose une autre
définition qui utilise ’associativité du barycentre et qui permet de calculer la moyenne pour
2™ matrices. Pour cela, si on sait calculer la moyenne de 2 matrices, la moyenne de 4 matrices
est définie comme la moyenne de la moyenne des 2 premieres et de la moyenne des 2 dernieres
et ainsi de suite. Cependant, la moyenne obtenue est différente de la précédente et ne généralise
pas convenablement la notion de barycentre.

Nous allons plutot utiliser la définition de H. Kércher [62]. Cette définition généralise la
propriété suivante :

— —
GM, + ...+ GMy =0, (6.9)

ou G est l'isobarycentre des points M, ..., My.
Considérons un espace muni d’une métrique différentielle. Un point G est un barycentre de
Karcher de N points M, ..., My s’il satisfait la relation :

Y dy(t)

- 1
7 0, (6.10)

t=0

k=1

ou v est la géodésique de G' a M.

Dans le cas de ’ensemble des matrices hermitiennes définies positives muni de la géodésique
définie par (6.8), soit G 'isobarycentre des N matrices M ... XV) ]a géodésique -, est
donnée par :

Ainsi :

dyi(t)
dt

— Glog (G—%z<k>G—%) Gt

t=0

On en déduit que la moyenne G de Kércher de XV ... SV) vérifie :

N
“zn®aG-3) = 0.
;log<G PALIE: ) 0

Cette moyenne peut se calculer récursivement de la maniere suivante [7] :
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1. initialisation de la suite G ;

1 N _1 _1 1
2. a partir de G,,,, on calcule G,, 11 = G exp (—EZ log (Gm2 E(k)an)) Gp,
k=1
avec —1 < e < 0.

La limite de cette suite est la moyenne de Kércher.

6.2.4 Principe du détecteur TFAC

Dans cette sous-section, nous décrivons notre détecteur TFAC. En chaque case distance-
azimut, nous observons des échantillons I1Q) qui sont des vecteurs complexes. Avant de tester la
présence de cible, nous commencons par estimer les matrices de covariances des échantillons.
L’estimation de ces matrices de covariance sera expliquée dans la section suivante. Une fois
ces matrices estimées, nous calculons les moyennes des matrices des cases environnantes, puis
nous calculons la distance de la matrice de la case sous test a cette moyenne. Le test s’écrit
alors :

Si D(M, Yiest) > A, nous décidons la présence d'une cible,

ou M est la moyenne, Y la matrice de covariance sous test et A un seuil déterminé pour
maintenir le taux de fausses alarmes.

Ce détecteur TFAC pourra également utiliser une segmentation du signal obtenue a ’aide d’'un
modele de chaines de Markov cachées. La segmentation bayésienne apparait ainsi comme un
traitement en amont du signal. Une fois cette segmentation obtenue, on considerera unique-
ment les cases environnantes dans la méme classe que la case sous test, les échantillons 1Q
considérés pour le calcul de la moyenne auront alors des propriétés statistiques voisines.

La section suivante présente la segmentation bayésienne a partir des données observées qui
sont les échantillons 1Q). Ces derniers étant de grande taille (256 valeurs complexes), nous au-
rons besoin de réduire I'espace d’observation tout en conservant le maximum d’information.
La technique de réduction de I'espace d’observation est également présentée dans la section
suivante.

6.3 Segmentation et prétraitement des données radar

L’algorithme de Burg présenté dans la sous-section suivante permet de réduire ’espace
d’observation afin de pouvoir utiliser les modeles de chaines de Markov cachées pour la seg-
mentation des données radar. Les vecteurs complexes de taille réduite obtenus par 1’algorithme
de Burg seront ensuite utilisés pour I'estimation des matrices de covariance des échantillons
IQ par l'algorithme de Gohberg-Semencul [35].

6.3.1 Algorithme de Burg et estimation des covariances
Algorithme de Burg

Soit Y = (Y}, )nez un processus centré et stationnaire du second ordre a valeurs dans
C de covariance complexe v(k) = E (YnYn_k). L’ensemble des variables aléatoires de carré
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intégrable est muni du produit scalaire (X, Z) = E (X Z), on notera ||.|| la norme associée.
On a:
p p
Y, = Y, + Za](gp)yn—k + _Za]gp)yn—k )
k=1 g k=1 g
Orthogonal a ‘};nfl, oYy Proj(Yn\Yn\:l,...,Yn,p)
ot Proj(Y,|Yn-1,...,Yn_p) est la projection orthogonale de Y,, sur le sous-espace vectoriel
engendré par Y,,_1,...,Y,_,. Les coefficients al(f ) sont appelés coefficients auto-régressifs et

les coefficients p, = aép ) sont appelés coefficients d’auto-corrélation partielle ou coefficients

de réflexion. Ce sont les coefficients de réflexion estimés par l'algorithme de Burg que 1’'on
observera lors de la segmentation, la réalisation de Y correspond alors aux données I(Q) d’une
case distance-azimut.

Les coefficients de réflexion sont solutions de 1’équation matricielle de Yule-Walker suivante :

: . X : = — : . (6.11)
51 () a ()

Ces équations peuvent se résoudre par 1'algorithme de Durbin-Levinson suivant :

1. initialisation :

er =" Yz = Proj(Ya|Y1)[I* = 7(0) (1 — |mu[*) ;

2. itération :

o’ y(p+1—k)

e
Il =
—

Y(p+1)+
(p+1)

py1 = Hp+1 = — '
€p

epr1 =" [[Vira = Proj(Ypsal Vi, Vo) I* = 6 (1 = lppa]*)

et pour k € {1,...,p},

a]gp-i-l) — ag’) + :up-i-ld;()]j,zl—k‘ (612)

Contrairement a l’algorithme de Durbin-Levinson, I’algorithme de Burg ne nécessite pas de
connaitre les covariances. De plus, ces dernieres seraient mal estimées a partir des échantillons
IQ, ceux-ci n’étant pas assez grands. Cependant, 1'algorithme de Burg ne calcule pas les
coefficients de réflexion de maniere exacte mais les estime par une méthode semblable a celle
des moindres carrés.
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Détaillons I'algorithme de Burg. Soit (y1,. ..,y ) un échantillon 1Q en une case distance-
azimut donnée. On définit les erreurs de filtrage (directes) et de lissage (rétrogrades) pour
1<p<M-—1par:

p
fp(n) = Yn — Proj(yn‘yn—la cee 7yn—p) =Yn+ Zaip)yn—ka
k=1

P
bp(n) = Yn—p — Proj(Un—pl¥n—pt+1, -+ Yn) = Yn—p + Zdl(cp)yn—p—i—k-
k=1

L’algorithme de Burg consiste a minimiser :

M

U = > (1L +[bp(n)]7] -
n=p+1
Pour p = 1, on doit chercher p; = agl) minimisant :

M
U =" lyn + i1y [* + Y1 + aval’]

n=2

(1 est alors donné par :

M

Zyngn—l

n=2
7 .
Z (|yn—l|2 + |yn|2)

n=2

(6.13)

p = —2

En utilisant la formule (6.12]), on montre que :

fori(n) = fo(n) + pps1by(n — 1),
bpr1(n) = by(n—1) + fps1fp(n),

ainsi fip4+1 doit minimiser :

M
et = Z [|fp(n) + Hp1bp(n — 1)|2 + [bp(n — 1) + ﬁp+1fp(n)|2] ’

n=p+2

il est alors donné par :

> fomby(n—1)

n=p+2
fip41 = —2——— : (6.14)

> ()P + lby(n = 1))

n=p+2

Ainsi I'algorithme de Burg fonctionne de la maniere suivante :
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1. initialisation :
— calcul de py en utilisant la formule (G.13]);
— calcul des erreurs de filtrage et de lissage pour n > 2 :
filn) = yu + yn-1,
bi(n) = Yn-1+ s ;
2. itération :
— calcul de f1,41 en utilisant (6.14]) ;

— calcul des erreurs de filtrage et de lissage pour n > p+ 2 :
fpr1(n) = fp(n) + pp1by(n — 1),
bpr1(n) = by(n —1) + fipi1fp(n) ;
3. estimation de la variance (0) puis calcul des erreurs de prédictions :
e = 70)(1—|ml?),
p+1 = €p (1 - ‘Np+1|2) )
4. caleul des a\P) par [EI12).

La variance v(0) correspond a la puissance regue de la case distance-azimut et les coefficients
de réflexion caractérisent la forme du spectre Doppler.

On peut montrer que si p,+1 = 0, alors pour tout k > p+ 1, pup = 0, le processus Y est alors
un processus auto-régressif d’ordre p (AR(p)). Dans la pratique, on imposera un ordre p et
on considérera que pour k > p+ 1, up = 0. Dans ce cas, pour tout n > p, le processus Y
satisfait pour n > p :

Proj(Yo|Ya-1,. .., Ya—p) = Proj(Yo|(Yi)m<n—1),

et B, =Y, — Proj(Y,,|(Y;m)m<n—1) est une séquence indépendante centrée et de variance ¢,
appelée bruit d’innovation. Comme :

p
By =Yy + Y alYus,
k=1

alors la densité spectrale de Y correspondant au spectre Doppler s’écrit :

VfElfo— ! , fo+ ! },S(f)ze—px ! 5. (6.15)

2irrec 2irrec Ld
1+ Za,(f) exp (20k7Trec(f — fo))
o

Dans la pratique, il se peut que 'ordre p imposé soit trop petit et que g,y ait une valeur
non négligeable. Ainsi, dans [6], il est proposé un algorithme de Burg régularisé de fagon a
imposer une décroissance rapide des p,. Dans cette nouvelle version de Burg, la quantité U (p)
a minimiser est remplacée par :

(NI

1 2 2
E(p):U(p)_l_m [%/_ }A(”)()\)‘ d)\—l-%/_

TR

1 1
2 2



134 APPLICATION AU TRAITEMENT DU SIGNAL RADAR

ol 7 et y; sont deux coefficients de régularisation et

-1+ Za 227rk)\

Le calcul des coefficients de réflexion s’effectue de maniere similaire et est détaillé dans [6].
Dans les expérimentations, nous prendrons p = 10, 79 = 0 et 7, = 10000.

Nous voyons ainsi que I'algorithme de Burg permet de transformer les vecteurs IQ de chaque
case distance-azimut en vecteurs complexes de taille réduite égale a p.

A partir des coefficients de réflexion, il est possible de calculer la famille de covariance grace
a I'algorithme de Gohberg-Semencul que nous présentons dans le paragraphe suivant.

Algorithme de Gohberg-Semencul

Nous présentons maintenant le calcul de la covariance (k) = E (Ynl_/n_k) a partir des

coefficients de réflexion (u1, ..., 41,), de la puissance spectrale (0), des erreurs de prédictions
(€1,...,€,—1) et des coefficients auto-régressifs. Ce calcul s’effectue récursivement de la maniere
suivante :

1. initialisation :
(1) = —v(0)p1 ;

2. itération :
pour m <p—1:

yim+1) = — |emtmi1 + Za,im)v(m +1—k)
k=1

et pour m > p:
y(m+1) Za y(m+1—k).

La connaissance de (y(0),...,v(p)) suffit pour déterminer les coefficients auto-régressifs jus-
qu’a 'ordre p grace aux formules de Durbin-Levinson. Remarquant alors que pour m > p, le
calcul de y(m + 1) n’utilise uniquement les coefficients auto-régressifs jusqu’a I'ordre p, ainsi
la connaissance de (v(0),...,v(p)) suffit pour déterminer toute la covariance. Ainsi, dans les
expérimentations, lorsque l'on devra calculer les moyennes de matrices et la distance entre
matrices, nous n’utiliserons uniquement les matrices de covariance suivantes :
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6.4 Expérimentations

Nous commencons cette section par comparer notre détecteur TFAC avec le détecteur
TFAC classique dans le cas de données HF. Dans un second temps, nous utiliserons une
segmentation par chaines de Markov cachées en amont de notre algorithme de détection.
Pour finir cette section expérimentale, nous utiliserons les copules vues au chapitre [4 dans la
segmentation de données issues de radar bande X.

6.4.1 Traitement de données bande HF

Les données traitées sont issues du radar HF Wera utilisé par la société Actimar (Brest)
dans le cadre du PREI Decimall en collaboration avec Thales et financé par la DGA. Ce
radar a une résolution de 1 kilometres par case distance et nous disposons de 120 distances.
La résolution en azimut est de 0.02 radians et nous disposons de 32 azimuts consécutifs.

Comparaison qualitative des deux détecteurs

Pour comparer les deux détecteurs, nous n’utiliserons pas de courbes (P, Pq), étant donné
que pour estimer la probabilité de détection pour une probabilité de fausses alarmes égale
a 1079, il faudrait plus de 1000000 cases distance-azimut et les algorithmes de détection ne
pourraient fonctionner a cause du manque de mémoire vive. On va plutot regarder le gain en
terme de distance pour les cases ol nous savons qu’il y a une cible. Pour les deux détecteurs,

nous calculerons les spectres complexes et la densité spectrale pour 512 fréquences consécutives

1 1
dans \fo =g Jot o |-

Détaillons comment nous procédons pour les deux détecteurs.
— Cas du TFAC classique :
1. soit r(n, 0, k) le signal réel requ de la case de distance n € {1,...,120}, d’azimut
0 €{1,...,32} et de fréquence k € {1,...,512}. Calculer les moyennes m(n, 0, k)
et écart type o(n, 0, k) des signaux regus des cases, dites environnantes, de distance
ne{n->5....n—10}U{n+5,...,n+ 10}, d’azimut 0 et de fréquence k. Puis
Ir(n,0,k) —m(n,0,k)|
o(n,0,k) 7
2. calculer, pour chaque case distance-azimut, la quantité

Dypac(n.0) = max 1000k =m(n.0,k))

1<k<512 o(n,0,k)

calculer les distances

Y

qui sera appelée par la suite “distance”. Le test de présence d’une cible s’écrit :
DTFAc(n,Q) > Q.

— Cas du TFAC amélioré :

1. pour chaque case de distance n et d’azimut 6, calculer les moyennes des matrices de
covariance des échantillons 1Q provenant des cases, dites environnantes, d’azimut
0 et de distance n’ € {n —5,....,n—10} U{n+5,...,n+ 10};

. . . Si 1 . . .
2. calculer ensuite la distance de Siegel D775~ (n, 6) de la matrice de covariance issue

de la case (n, 6, k) a la moyenne correspondante.
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Afin de pouvoir comparer correctement les deux détecteurs, nous nous donnons une case de
référence de distance ng et d’azimut 6,. Nous divisons ensuite chaque distance Drpac(n,6)
(resp. D3 (n,6)) par Drpac(no, bo) (resp. DISEL (g, 6y)). Nous choisissons pour case de
référence celle située a 57 kilometres du radar et ayant un azimut de 13.13° avec 1'axe de visée
du radar. De la figure [6.6] nous voyons qu’en utilisant le détecteur classique, de nombreuses
valeurs atypiques apparaissent ce qui peut générer des fausses alarmes. Nous avons pu mettre
en évidence grace aux vérités terrain la présence de deux cibles, la premiere est située a une
distance de 54 kilometres et un azimut de —9.78° et la deuxieme est située a une distance
de 53 kilometres et un azimut de —67.08°. Les figures et représentent les distances de
Siegel et les distances obtenues par le détecteur TFAC classique apres normalisation pour les

azimuts —9.78° et —67.08°.
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(a) Six premieres composantes. (b) Quatres dernieéres
composantes.

FIGURE 6.4 — Représentation des 120 x 32 coefficients de réflexion dans le plan complexe.

Distance en km

8.43 —9./3 16.86 4.
Azimut en degres

FIGURE 6.5 — Intensité rétrodiffusée en chaque case distance-azimut, l'intensité est mesurée
en décibels, soit 101og((0)) (labels des couleurs & droite des graphiques).
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Distance en km

~
S
Distance en km

S
43 978 1886 4754 1616
Azimut en degres

" -67.08 -38.

(a) TFAC classique. (b) Nouveau TFAC.

FIGURE 6.6 — Cartes distance-azimut représentant les distances apres normalisation obtenues
par le détecteur TFAC classique et celles obtenues par le nouveau détecteur TFAC.

N RSO U S T~ SR - - 1~ S~
=SS O U TS - S - T - S Y- S~ e

U 20 30 40 50 60 /0 80 90 100110120 U 30 40 50 60 /0 80 90 100
Distance en km Distance en km

(a) Détecteur TFAC classique. (b) Nouveau détecteur TFAC.

FIGURE 6.7 — Comparaison de la détection pour 'azimut de —9.78°. A gauche, on représente
les distances obtenues par le TFAC classique fonction de la case distance et a droite les
distances de Siegel. Les résultats sont présentés apres normalisation.

Dans la figure [6.7, on voit que pour les deux types de détecteurs, les résultats sont similaires.
La cible est bien détectée dans les deux cas, car le rapport signal sur bruit est élevé.
Cependant, ce qui différencie un bon détecteur d’'un mauvais détecteur est qu’il parvient a
détecter pour des faibles rapports signal sur bruit.

Les résultats présentés dans la figure sont ceux relatifs a la deuxieme cible qui est plongée
dans un fort bruit ambiant. On peut constater une nette amélioration en utilisant le nouveau
détecteur. La distance obtenue passe de la valeur de 5.92 avec ’ancien détecteur a 11.38 avec
le nouveau détecteur. Ainsi, si on avait utilisé dans la détection un seuil de 10, le nouveau
détecteur aurait détecté alors que 'ancien n’aurait pas détecté la cible.
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2

N RSO U S - USRI - S 1~ S~

U 20 30 40 50 60 /0 80 90 100110120 ) 1 R B ( R 1)
Distance en km Distance en km

(a) Détecteur TFAC classique. (b) Nouveau détecteur TFAC.

FIGURE 6.8 — Comparaison de la détection pour l'azimut de —67.08°.

Détection utilisant une segmentation bayésienne

Nous proposons d’utiliser une segmentation pour affiner la détection. Plus exactement,
lorsque l'on calculera la moyenne des matrices, nous n’utiliserons uniquement celles appar-
tenant a la méme classe que la case sous test. Nous comparerons la détection en utilisant
notre nouveau détecteur sans segmentation et avec segmentation. Précisons le modele que
nous allons utiliser pour la segmentation. En chaque case distance-azimut (m, n), nous obser-
vons un vecteur de coefficients de réflexion p(m™ = (,ugm’"), . ,,ul(,m’n)) ainsi que la puissance
rlmn) = ~(mn)(0). L'observation est donc la réalisation (u(™™, rmm) . s dun champ
aléatoire bi-dimensionnel indexé sur & = {1,..., Np} x {1,..., N4}, ou Np est le nombre
de distances et N4 le nombre d’azimuts considérés. Ce processus est transformé en processus
mono-dimensionnel de taille N = Np x N4 en utilisant un parcours azimut par azimut. La
réalisation du processus mono-dimensionnel est donc :

((/’L(l’l)7 71(1’1))7 (M(2’1)7 T(271))7 R (/’L(ND’I)7 T(ND’l))7 (II"L(172)7 T(172))7 A (ILL(NDJVA)’ T(ND’NA)>>'

On notera désormais (1™, (™) la n'*™ marginale de cette réalisation mono-dimensionnelle.
Cette réalisation est celle du processus observé que 'on notera Z = (M(n),’f’(n)>1§n§]\[. Le
processus caché sera noté X = (X,,)1<n<n et chaque X,, prendra ses valeurs dans un ensemble
fini X = {wy,...,wk}. Le modele considéré est celui des chaines de Markov cachées a bruit
indépendant. La distribution de (X, Z) sera alors donnée par :
N-1
p(z1n, 2un) = p(@1)p(21z1) H P(@n41]Tn)P(2n41|Tnt1).

n=1

Quant a la loi d’observation p(z,|z,), elle sera donnée par :
p
penfen) = pr®len) > To ([i”] 120) p (avg (1) 1)
k=1

ot p(r™|z, = w;) est la distribution de I'inverse d'une loi gamma de parametres a; et b; :

1 1 1
My — ) — | L 6.16
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% Q u,(fn)‘ |z, = wj) est la distribution d'une loi gamma de parametres «; et 3; et

D (arg (u,(fn)> |z, = wj) est la distribution d’une loi de Von Mises Fisher de parametre de

direction py ; et de concentration k;. La figure présente la segmentation de la carte
distance-azimut en 4 classes. La figure présente 'appartenance des différents coefficients
de réflexion a une classe. On peut alors remarquer que les coefficients de réflexion de la classe
“jaune” tendent rapidement vers 0 lorsque I'on se rapproche de I'ordre p = 10. Ainsi, la classe
“jaune” correspond a du bruit blanc. Pour finir, nous avons représenté dans la figure les
densités de lois gamma correspondant aux densités estimées de I'inverse de la puissance pour
chacune des classes. Nous y avons également superposé les histogrammes de 'inverse de la
puissance en ne considérant que les cases d’appartenance a une meéme classe. Ceci permet de
mettre en évidence le bon comportement de 'algorithme ICE utilisé pour I'estimation.

Distance en km

" Azimuten d‘egres '

FIGURE 6.9 — Segmentation de la carte distance-azimut.

(a) Six premieéres composantes. (b) Quatre dernieres composantes.

FI1GURE 6.10 — Classification des différents coefficients de réflexion, la couleur “noire” corres-
pond a la classe brune sur la segmentation.
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FIGURE 6.11 — Comparaison des histogrammes des inverses des puissances pour chaque classe
avec les densités estimées (loi gamma).
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(a) Sans segmentation. (b) Avec segmentation.

FIGURE 6.12 — Distances de Siegel sans et avec segmentation. Avec segmentation, la moyenne
est calculée pour les cases dans la méme classe que la case sous test.
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20 30 40 50 60 /0 80 90 100 U 20 30 40 50 60 /0 80 90 100
Distance en km Distance en km

(a) Sans segmentation. (b) Avec segmentation.

FIGURE 6.13 — Distance de Siegel sans et avec segmentation pour 'azimut —67.08°.

De la figure on constate une amélioration du contraste autour de la cible située a 53
kilometres et —67.08°. La figure présente la distance de Siegel pour 'azimut de —67.08°
sans segmentation et avec segmentation. De cette derniere figure, on constate que 'apport de
la segmentation est important. D’une part, la distance de Siegel passe de 11.38 a 22.65 mais
d’autre part certains maximas certainement responsables de fausses alarmes sont atténués. La
segmentation permet ainsi de rendre plus robuste notre détecteur. Sans la segmentation, le
signal d’une des cases environnantes pourrait avoir un comportement statistique tres différent
des signaux des autres cases environnantes. La moyenne des matrices de covariance serait alors
non représentative de l'environnement de la case sous test et la détection en serait affectée.
La segmentation permet ainsi d’éliminer du calcul de la moyenne les cases pour lesquelles la
statistique du signal serait trop différente de celle de 'ambiance. Ainsi, lors de la détection,

on évite de comparer la statistique du signal sous test avec celle du signal provenant d’une
cible.

6.4.2 Traitement de données bande X

Dans ce paragraphe, les données traitées sont issues d'un radar bande X. Nous disposons
de 5000 cases distances et de 8 azimuts. La taille des échantillons IQ est égale a 16 et nous
choisissons dans l'algorithme de Burg, un nombre de coefficients de réflexion égal a p = 10.
La figure [6.14l(a) représente les puissances rétrodiffusées en chaque case distance-azimut. Afin
d’utiliser le modele de chaines de Markov cachées, nous transformons la carte distance-azimut
en réalisation d’'un processus mono-dimensionnel comme dans 'expérience précédente. En
chaque case distance-azimut n, nous observons le vecteur de taille 20 suivant :

n = <(M/(gn))1§k§pa (arg Mz(gn))lsksp) :

Comme dans 'expérience précédente, le modele utilisé est celui-des chaines de Markov cachées
a bruit indépendant. Notons X = (X,,)1<n<n le processus caché et Z = (Z,,)1<n<n le processus
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observé. Dans le modele considéré, la loi d’observation p(z,|z,) est donnée par :

p(zalzn) Hp (‘uk ‘ [2n) p (arg (1) |2a)
X Cp, (le( )pr (!u;(,"’})>,

me

(6.17)

ou p <arg (ulg")) |xn> est la distribution d'une loi de Von Mises Fisher, p (‘u,g")‘ |xn) est la

distribution d’une loi beta de fonction de répartition F} ,, et c est la copule gaussienne. La
figure [6.14] présente la segmentation obtenue en 4 classes de la carte distance-azimut et la
figure [6.15] présente la comparaison qualitative du détecteur TFAC classique et du nouveau
détecteur TFAC dans lequel on a calculé la moyenne seulement sur les cases environnantes
appartenant a la méme classe. Dans le cadre de cette expérience, nous avons pu mettre en

(a) Puissance rétrodiffusée. (b) Segmentation de la carte
distance-azimut en 4 classes.

FIGURE 6.14 — Puissance rétrodiffusée et segmentation de la carte distance-azimut.

évidence que le nouveau détecteur est capable de détecter des cibles ayant un faible rapport
signal sur bruit non détectées par le détecteur TFAC classique. Le nouveau détecteur TFAC
est en réalité plus capable de prendre en compte I'information présente dans le spectre Doppler

que le détecteur TFAC classique.
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(a) Détecteur TFAC classique. (b) Nouveau détecteur
TFAC+segmentation.

FIGURE 6.15 — Comparaison du détecteur TFAC classique avec le nouveau détecteur TFAC
utilisant une segmentation bayesienne pour l'azimut 7.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment la segmentation bayésienne pouvait étre utilisée
comme un pré-traitement des données par d’autres applications. L’application concernée dans
ce chapitre est celle de la détection de cible a partir d'un signal radar. Le détecteur que nous
avons implémenté utilise les propriétés statistiques du signal recu. Pour cela, nous avons défini
une distance entre lois de probabilité. Cette distance a été ensuite calculée dans le cas des lois
normales complexes centrées et circulaires. Parmi les perspectives a envisager, on peut étendre
la distance entre matrices de covariance a celle entre lois normales complexes circulaires non
centrées. On peut également envisagé le cas non gaussien en utilisant notamment les travaux
de M. Calvo et J. M. Oller [26] dans lesquels il généralise au cas de lois elliptiques. Le cas
des lois I' a également été traité dans 'article [107] de F. Reverter et J. M. Oller. Parmi les
autres perspectives de ces travaux, on peut également prévoir I'extension du détecteur TFAC
médian classique, qui au lieu de calculer les moyennes des cases environnantes, calcule les
médianes des cases environnantes. Ce détecteur est alors plus robuste aux valeurs atypiques.
En effet, une valeur tres grande dans un échantillon ne modifie pas la médiane. Ainsi I'idée
serait d’étendre la notion de médiane pour des matrices hermitiennes définies positives en
utilisant une propriété de la médiane. Concernant le modele utilisé pour la segmentation,
on peut envisager l'utilisation de lois K [I7] pour l'intensité et l'utilisation de lois sur le
polydisque unité {,u eCr: |,u1|2 +...+ |,up|2 = 1} au lieu d'un produit de lois de Von Mises-
Fisher. L’introduction de la dépendance longue peut étre envisagée également lorsque les
données sont par exemple issues de radar de haute résolution, auquel cas cette dépendance
longue due & la structure du fouilli de mer (pseudo-périodicité due aux vagues) ne peut étre
négligée.






Conclusion et perspectives

Le contexte général de notre étude était I'estimation automatique, a partir des variables
observées Y = (Yj)ses, des réalisations des variables inobservées X = (Xj)ses. Le modele
classique par chaines de Markov cachées (CMC) est parmi les modeles les plus utilisés et
les plus efficaces pour accomplir une telle estimation lorsque le nombre de variables est trop
grand pour que l'on puisse utiliser la loi p(z,y) du couple (X,Y) dans toute sa généralité.
Cependant, ce modele a ses limites a cause de la simplicité de la loi p(y|z), qui modélise le
“bruit”. Ce qui le rend difficilement justifiable dans un certain nombre de situations réelles.
Les différentes contributions originales de notre mémoire concernent différentes extensions
du modele CMC. Ces différentes extensions s’appuient sur les modeles génériques que sont
les “chaines de Markov triplets” (CMT, [103]) et les “chaines triplets partiellement de Mar-
kov” (CTPM, [97]). Concernant les CMT, leur pouvoir modélisant a commencé a étre ex-
ploité récemment dans la these de P. Lanchantin [65]. En particulier, les CMT permettent de
modéliser les CMC non stationnaires. Nous avons proposé un certain nombre de modélisations
particulieres se rapportant a cette problématique. Nous avons montré que les modeles clas-
siques par chaines semi-markoviennes cachées (CSMC) sont des CMT particulieres. Dans
ce contexte, nous avons proposé une CSMC originale, autorisant des temps de calcul bien
moindres que ceux nécessaires a l'utilisation des CSMC classiques. Ensuite, les CSMC ont
été étendues au cas ou la chaine cachée n’est pas stationnaire. Enfin, en développant les
idées proposées dans la these de N. Brunel [21] 23], nous avons introduits dans les nouveaux
modeles les copules, ce qui autorise une grande richesse de la modélisation de la loi p(y|z).
Pour chacun des nouveaux modeles nous avons proposé une méthode adéquate d’estimation
des parametres, de type ICE, et I'intérét des segmentations bayésiennes non supervisées as-
sociées a été validé par des expérimentations informatiques.

Concernant les CTPM, leur potentiel modélisant a été décrit dans [97), 98] ; cependant, contrai-
rement aux CMT, poser le modele général ne conduit pas immédiatement aux méthodes ex-
ploitables. Afin de pouvoir traiter des bruits p(y|r) & mémoire longue, nous avons proposeé,
en collaboration avec P. Lanchantin, un modele particulier dans lequel la chaine cachée est
markovienne, et le bruit est gaussien. De telles “chaines de Markov cachées par du bruit a
mémoire longue” (CMC-ML) sont alors exploitables et permettent d’estimer la chaine cachée
par les méthodes bayésiennes classiques [66]. Nous avons ensuite étendu ces CMC-ML aux
modeles dans lesquels seule la copule reste gaussienne, les lois marginales du bruit pouvant
étre quelconques. Enfin, une extension non triviale du principe général de la méthode d’es-
timation des parametres ICE nous a permis de proposer des méthodes de segmentation non
supervisées, dont le bon comportement a été constaté par des expérimentations. Notons qu’il
y a plusieurs types de bruit a mémoire longue comme les processus FARIMA ou les bruits
gaussiens fractionnaires, et les modeles proposés sont utilisables des que I'on connait la forme
de la fonction de covariance. Nos modeles s’appliquent ainsi, de maniere automatique, dans
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différents problemes de détection de changements de régime dans des phénomenes aléatoires
a mémoire longue.

En guise de perspective, on peut envisager de généraliser les modeles considérés dans
cette these a des modeles de dépendance plus complexes tels que les arbres ou autres modeles
graphiques. De telles généralisations peuvent se faire facilement dans les arbres de Markov,
qui peuvent étre vus comme des chaines “hiérarchisées”. Notons également certains résultats
déja existant, concernant la non stationnarité ou l'utilisation des copules, dans le cadre des
champs de Markov [111, 12, [13].



Annexe A

Fonctions eulériennes et fonctions de
Bessel

A.1 Fonctions eulériennes Gamma et Beta

Définition A.1.1 (Fonction Gamma et Beta). La fonction T' est définie sur Ct = {z € C:
Re(z) > 0} par :

I(z) = /O e exp(—t)dt. (A1)

La fonction 3 est définie sur C*2 par :

['(21)T(22)

5(21722) =

Propriétés 1. On a les propriétés suivantes :
1. Pour tout entiern > 1, '(n) = (n— 1)l et T'(2) = (z = DI'(z = 1).
2. On a la formule de Stirling pour tout z € C* :

[(2) ~t V21 (z — 1) 2e~ D),

3. Pour tous réelsa >0 et b >0, on a :
1
B(a,b) = / t N1 — )t
0

4. On a propriété asymptotique :

nln®

P = i . ern)

5. T' se prolonge a une fonction méromorphe sur C dont les poles sont les éléments de 7~ .
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6. Le produit infini de cette fonction méromorphe est donné par :

g = oot IL (1+ ) e (-5).

k=1

n

1
oty = nETooZ P In(n) est la constante d’Euler.

7. On aT(2)[(1 —2) = , pour tout z € CT.

sin(mz)
8. Pour tout z € C*, la formule des compléments est donnée par :

()0 (z + %) ..T (z + nT_l) = (2m)"2 n2 " T(nz).

F/
Corollaire A.1.1. La fonction “digamma” est définie sur C —Z~ par (z) = %, celle-ci
z
est développable en série de Laurent sur C — 7~ et :
1 o z
- - _ . A3

A.2 Fonctions de Bessel modifiées

Les deux fonctions de Bessel modifiées de premiere espece et de seconde espece constituent
une base de 'espace vectoriel des solutions d’une équation différentielle linéaire du second
ordre appelée “équation de Bessel modifiée”.

Définition A.2.1. Soitv € R, on appelle équation de Bessel modifiée l’équation différentielle :

22y +ay — (2 + %)y =0, (A.4)
ou y est une fonction de R dans R.
Une base de I’ensemble des solutions est donnée par les deux fonctions de Bessel modifiées :

Définition A.2.2. On appelle fonction de Bessel modifiée de premiére espéce notée I, ['unique
solution de ([A.4)) telle que "1, soit développable en série entiére et

1
lima ™I, (2) = —————.
limr L () 2T(v+1)

Celle-ci est donnée par le développement de Laurent :

< 6B)”

2

L(w) = (%)V Zp!F(V Fp+1)

p=0

On appelle fonction de Bessel modifiée de seconde espéce (notée K, ) la fonction définie par :

De plus c’est l'unique solution de l’équation de Bessel modifiée telle que :



A2 149

94
_ [MKV + [V} ¥ soit développable en série entiere.
T
. [2sin(mv) v 2
_ 9161_)1(% [TK,,(:):) +Lj(x)} = ﬁ

Les deux propositions suivantes nous permettent d’écrire les fonctions de Bessel sous forme
intégrale :

Proposition A.2.1. Les deux fonctions de Bessel I, et K, s’écrivent sous les formes intégrales
suivantes :

L) = v « / " sin2() exp (x cos(6)) do), (A5)
2T (v + 1)/ sin®(0)dg 70
K,(x) = %/0 Oou"_l exp(—%(u + %))du = %/Rcosh(l/t) exp(—x cosht)dt. (A.6)

Preuve. Utiliser les caractérisations des fonctions de Bessel. O






Annexe B

Eléments de géométrie fractale

B.1 Dimension topologique, dimension de Hausdorff et
ensembles fractals

Définition B.1.1. Soient (E,Tg) et (F,Tr) deuz espaces topologiques. Une application p de
E dans F est un homéomorphisme si elle est bijective, continue et si son application inverse
ot est continue.

Définition B.1.2 (Dimension topologique). Soit (E,Tg) un espace topologique. Sa dimension
topologique est finie et égale a d s’il existe un homéomorphisme de R¢ dans E.

Définition B.1.3 (Mesure et dimension de Hausdorff). Soit (F,d) un espace métrique et soit
v > 0 un réel strictement positif, la mesure de Hausdorff u, de paramétre v est définie sur la
tribu borélienne de E par :

p(A) = limy ~ diam(O;,)", (B.1)

neN

ot diam est le diamétre d’un ensemble et (OF)nen est un recouvrement dénombrable de A par
des ouverts de diameétre inférieur ou égal a €.
La dimension de Hausdorff de E est définie par :

dy(E) = inf (v : py(E) = 0). (B.2)

Remarque : Lorsque E est un R-espace vectoriel et que ¥ = n est un entier, alors u,
est la mesure de Lebesgue Ag-». Ainsi, la dimension de Hausdorff généralise la dimension
algébrique. De plus, si d désigne la dimension de Hausdorff de F, la mesure g4 est invariante

par translation et homogene.
On a:

Définition et proposition B.1.1 (Ensembles fractals). La dimension de Hausdorff d’un
espace métrique est supérieure ou éqale a la dimension topologique.

Un ensemble est dit fractal si sa dimension de Hausdorff est strictement supérieure a sa
dimension topologique.
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Parmi I'ensemble des fractals on peut citer les ensembles auto-similaires pour lesquels la
dimension de Hausdorff est simple a calculer.

Définition B.1.4 (Ensembles auto-similaires). Un sous-ensemble E d’un R-espace vectoriel
est auto-similaire s’il existe une sous-partie F' de E et une homothétie de rapport A > 0 telles
que \FF = F.

La section suivante présente trois exemples d’ensembles auto-similaires.

B.2 Exemples d’ensembles auto-similaires et leurs pro-
priétés

Exemple B.2.1 (Ensemble triadique de Cantor). L’ensemble triadique de Cantor noté C
est I’ensemble des nombres de [0, 1] s’écrivant en base 3 uniquement avec les chiffres 0 et 2.
Posant Iy = [0, 1], I,,41 s’obtient a partir de I,, en enlevant le segment du milieu de chaque
composante connexe de I,,.

0 1
1 2

Q 3 3 !

g L 2z 1 2 18

L 5 3 R N

H M H H H H H

FIGURE B.1 — Premieres itérations de ’ensemble de Cantor.

L’image de C N [0, %] par une homothétie de rapport 3 est C et I'image de C par cette méme
homothétie de rapport 3 est composée de deux copies de C. Ainsi si dy désigne la dimension
de Hausdorff de C, on a pg, (3C) = 3% 14, (C) par homogénéité de la mesure et ji4, (3C) =
2114, (C) par invariance par translation. La dimension de Hausdorff de I’ensemble triadique de
log(2)
log(3)
sa dimension topologique est alors égale a 0. L’ensemble triadique de Cantor est donc fractal.

Cantor est alors égale a dy = . La dimension topologique ne pouvant étre qu’entiere,

Exemple B.2.2 (Triangle de Sierpinski). Le triangle de Sierpinski s’obtient a partir d’un
triangle en enlevant le triangle inversé du milieu, puis on itere la méthode pour les trois
triangles restant.

L’image du triangle de Sierpinski par une homothétie de rapport 2 est constituée de trois



B.2 153

F1GURE B.2 — Triangle de Sierpinski.

log(3)

log(2)’ Sa

copies du triangle de Sierpinski. Ainsi, sa dimension de Hausdorff est égale a dg =

dimension topologique est égale a 1, le triangle de Sierpinski est donc une courbe.
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Exemple B.2.3 (Parcours d’Hilbert-Peano). Le parcours d’Hilbert-Peano est la limite de la
suite de courbes C,, obtenues de la maniere suivante :

1 1
0.875}
0.75}
0.625]
0.375}
0.25}
0.125}
0 ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.25 0.75 1 0 0125 0375 0625 0875 1
(a) C1 (b) C2
1 1
0.9375
0.9375
0.8125[
0.8125 1 j [

0.6875
0.6875 1
0.5625
0.5625 4
0.4375
0.4375 1
0.3125
0.3125 1
0.1875 4 0.1875[
0.0625 - 0.0625 :‘ ’—‘ ’—‘ l:

0 I I I I I I I I 0 I I I I I I I I
0 0.0625 0.1875 0.3125 0.4375 05625 0.6875 0.8125 0.9375 1 0 0.0625 0.1875 03125 04375 05625 06875 0.8125 0.9375 1

(c) Cs (d) C4

F1GURE B.3 — Quatre premieres itérations du parcours d’Hilbert-Peano.

Le parcours d’Hilbert-Peano étant une courbe, sa dimension topologique est égale a 1. Une
homothétie de rapport 2 transforme le parcours d’Hilbert-Peano en 4 copies du parcours
d’Hilbert-Peano. Sa dimension de Hausdorff est égale a dy = 2. Le parcours d’Hilbert-Peano
est donc une courbe remplissant tout le carré [0, 1],
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Abstract

The objective of this thesis is to propose different - more general - models than the classical
hidden Markov chain, which is often used in Bayesian inference of signals or images. The
different extensions of this model aim to take into account different properties of the signal,
such as its non gaussian behaviour or semi-markovianity of the hidden process. In a Bayesian
inference context, we have two random processes X and Y, where the realisation y of Y is
observed and the realisation x of X has to be estimated. The relationship between the two
processes X and Y is modeled by the probability distribution p(x,%). In the classical model of
hidden Markov chains with independent noise, the distribution p(x) is that of a Markov chain
and the distribution p(y|z) is that of a vector whose marginal distributions are independent
conditionally to x. Although this model can be used in several applications, it fails to model all
situations of dependence. The first model we propose belongs to the Markov triplet models, in
which we consider a third process U such that the triplet (X, U,Y) is a Markov chain. In the
proposed model, this auxiliary process models the semi-markovianity of X, and so we are able
to take into account the possible non-markovianity of the hidden process. In a second model,
we consider long dependence within the observations and we propose an original algorithm to
estimate the parameters of this model. We also study different models taking simultaneously
into account semi-markovianity of the hidden data, long dependence and non-stationarity.
Finally, the non-Gaussian properties of noise are taken into account through the introduction
of copulas. The viability of different models is also confirmed through experimentation.

In the last part of this thesis, we are studying how the segmentation obtained by a Baye-
sian method can be used in detecting targets in the radar signal. The original detector that
we implement uses statistical difference between a signal and the signals received from its
surroundings. To achieve this, we define a distance between distributions that is used in de-
tection. Through a series of tests, we show how the new detector thus implemented produces
better results than the classical detector in a very noisy environment.

Key words Bayesian inference, hidden Markov chains, pairwise and triplet Markov chains,
semi-Markov chains, long dependence, copulas, Expectation Maximisation (EM), Iterative
Conditional Estimation (ICE), Rao metric, Jeffreys’ measure, Kullback information, Shan-
non entropy, Constant False Alarm Ratio detection (CFAR).
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