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Chapitre 1

INTRODUCTION

La segmentation d’images est le traitement qui consiste & rassembler les pixels d’une image
en zones homogénes en utilisant le contenu de ceux-ci. Le résultat d’'une segmentation est alors
une carte qui constitue un résumé de ’image initiale et qui en facilite ’analyse, bien qu’elle ne
corresponde pas toujours & une réalité physique. Cette notion d’homogénéité dépend bien str des
critéres qui ont été choisis pour la construction de la carte, et il existe essentiellement deux familles
de méthodes de segmentation [42] : les méthodes par recherche de frontiéres et les méthodes par
recherche de régions.

Les méthodes par recherche de frontiéres déterminent les contours des zones homogénes en
se basant sur les fluctuations de ’intensité de 'image. Par exemple, l'utilisation d’équations aux
dérivées partielles permet de faire évoluer ces contours de sorte & déterminer les changements
brusques du gradient et donc les zones. Dans le cas de la morphologie mathématique, le concept
de ligne de partage des eaux, définie & partir d’une distance, permet de déterminer directement
les frontiéres des zones recherchées.

De maniére duale, I’approche par recherche de régions consiste a regrouper des pixels présen-
tant des caractéristiques proches, et & leur attribuer une étiquette. Il s’agit de l’angle d’attaque
choisi dans cette thése. Plus précisément, notre cadre de travail est le cadre probabiliste proposé
par Geman et Geman [73] et Besag [20]. L’idée fondamentale de cette approche est de considérer
la segmentation d’une image comme estimation bayésienne d’un processus aléatoire (a valeurs
discrétes) a partir d’un processus observé. La segmentation est alors dans ce contexte un probléme
de classification dont une particularité est I'importance de la dépendance spatiale des observations.
Celle-ci est prise en compte & travers le concept clé de modéle de Markov caché, dans lequel le
processus caché est supposé étre un champ de Markov : c’est lui qui est la cause de la dépen-
dance observée des pixels. Cette approche s’est révélée trés féconde, et a engendré de nombreux
développements dont un panorama est dressé dans les récentes monographies de Chalmond [38] et
Winkler [156]. Cette problématique est formellement équivalente a celle du lissage en traitement
du signal ou en automatique [4], et pour lequel on cherche & estimer une chaine de Markov non-
observée & partir d’un signal bruité. Dans cette optique, les signaux peuvent étre considérés comme
des images unidimensionnelles mais pour lesquelles leur structure orientée particuliére permet le
développement de méthodes spécifiques.

Les idées qui ont guidé nos travaux peuvent étre alors développées soit dans le contexte du

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

traitement d’image, soit dans celui du traitement du signal. Dans la thése, nous nous sommes
intéressés & la segmentation de signaux (unidimensionnels) en raison des données que nous avons
traitées, mais aussi par la possibilité de transformer une image en un signal par un parcours
de l'image selon une courbe de Peano (voir [18] pour une application du parcours de Peano en
segmentation d’images). Le “dépliement” de l'image permet alors d’utiliser les algorithmes de
chaines qui sont particuliérement rapides, et évite I’emploi de champs de Markov nécessitant des
calculs assez lourds. Enfin, 'importance pratique des chaines de Markov cachées dans de nombreux
domaines (voir la bibliographie “en ligne” de O. Cappé! sur les chaines de Markov cachées) justifie &
elle seule I’étude de ce modéle et de ses généralisations. Ce succés dans les applications repose sur les
possibilités d’une part de calculer (exactement ou approximativement) les probabilités a posteriori
d’intérét, et d’autre part d’estimer les paramétres du modéle avant de réaliser ’estimation du
processus caché. Cette procédure en deux étapes, appelée segmentation non-supervisée, donne
toute son importance pratique a I’approche statistique en traitement d’image. Il suffit de se donner
un modéle paramétrique adapté aux données a traiter pour avoir un algorithme de segmentation
automatique. Cependant, comme pour tout modéle statistique, la modélisation peut se révéler
insuffisante et diminuer les performances de segmentation ou fournir des informations erronnées
sur les caractéristiques des classes. De nombreuses modifications ou extensions du modéle de
chaine de Markov cachée ont été proposée afin de relacher certaines hypothéses ou d’incorporer
des propriétés particuliéres des phénoménes observés, comme par exemple les chaines de Markov
cachées factorielles (introduisant plusieurs processus cachés [75]) ou les processus cachés semi-
markoviens (pour lequel le processus caché n’est plus nécessairement markovien [84, 66, 64]).
On pourra consulter le récent ouvrage de Cappé, Moulines et Rydén rassemblant de nombreuses
généralisations des chaines de Markov cachées [32].

Les problématiques que nous avons traitées dans la thése concernent la généralisation et le raffi-
nement des procédures de segmentation par chaine de Markov cachée. Cependant, notre but est de
fournir des algorithmes de segmentation non-supervisée pouvant étre utilisés dans des conditions
opérationnelles exigeantes. En collaboration avec la société Thales Air Defence, nous avons déve-
loppé des techniques économes en termes de complexité ou de temps de calcul, dans 'objectif d’'une

implémentation matérielle et d’une utilisation en temps réel des algorithmes de segmentation.

Modélisation

Pour la classification bayésienne de N observations Y = (Y,,)1<n<n indépendantes et identi-
quement distribuées (i.i.d), on suppose qu’il existe des variables aléatoires (X, )1<n<n & valeurs
dans un espace discret X’ (de cardinal K), ou X,, est la classe de 'observation Y;,. Nous notons
alors pour tout k € X, m, = P(X,, = k) la probabilité d’appartenance a la classe k de la variable
Y,,, et nous supposons que la loi de Y,, conditionnellement & X, = k& admet une densité paramé-
trique f(yn,0r). Toutes les observations Y;, ont donc pour densité le mélange Zszl Tk f (Yn, O)
et la loi a posteriori de la variable X,, que nous utilisons pour classer finalement Y,, se déduit
directement de la formule de Bayes grace a 'indépendance des observations.

Le modéle de chaine de Markov caché permet de prendre en compte une dépendance entre les
observations Y,, (et passer ainsi du cas i.i.d au cas stationnaire) en considérant que les variables

'http ://www.tsi.enst.fr/ ~cappe/docs/hmmbib.html
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(Xn)1<n<n sont une chaine de Markov de loi stationnaire 7 = (my ... 7TK)/. La loi du processus
Y est alors complétement spécifiée en rajoutant les hypothéses suivantes :

— les observations Y,, sont indépendantes conditionnellement au processus des classes;

— la loi de Y,, conditionnellement & (X,,)1<n<n ne dépend que de X,,.
Malgré ’introduction de cette dépendance, il reste possible de calculer de maniére particuliérement
simple les probabilités a posteriori P(X,|Y) grace aux formules récursives avant-arriére de Baum-
Welch (voir [134]), et donc d’exploiter facilement toutes les observations pour la classification.
De plus, les probabilités utiles dans le calcul de ’estimateur par maximum de vraisemblance des
paramétres du modéle sont toutes calculées par l'algorithme de Baum-Welch.

Le sujet de cette thése est la modélisation et ’estimation statistique pour la segmentation
non-supervisée des signaux, et nos travaux se sont alors développés autour de deux questions :

1. Comment peut-on mieux décrire le processus observé, et en particulier sa structure de dé-

pendance ?

2. Comment pouvons nous estimer le processus caché et les paramétres de maniére & conserver
des traitements simples et satisfaisants pour permettre I'utilisation pratique de programmes

les mettant en oeuvre ?

Ces deux questions sont motivées, entre autres, par le développement de procédures de segmenta-
tion prenant en compte les propriétés spécifiques des signaux radar.

Nous remarquons alors que la modélisation de la dépendance des observations peut étre faite
de maniére plus générale en considérant que le processus couple Z = (Z,,)1<n<n = (Xn, Yn)1<n<N
est une chaine de Markov stationnaire et non plus seulement le processus X. Cette modélisation
directe du processus joint correspond & I’hypothése de chaine de Markov couple, modéle récemment,
introduit par Pieczynski dans [124]. Pieczynski a montré que la markovianité du processus couple
Z est une condition suffisante pour avoir la markovianité a posteriori du processus X ainsi que
Iexistence de procédures récursives de calcul des probabilités a posteriori. Ceci permet de trans-
poser aux chaines couples tous les traitements “rapides” des chaines de Markov cachées basées
sur ces propriétés. Comme pour les chaines de Markov cachées, la loi d’un modéle couple station-
naire est décrite par la densité de la loi jointe de Y7, Yo, mais elle n’est plus nécessairement égale &
>k Prif (y1,0k) f(y2, 01) (ot py est la probabilité P(X;1 = k, X2 = [)). En toute généralité, elle est
égale & > pirf(y1,y2,0ri) et l'utilisation de densités bivariées f(y1,y2,0k) # f(y1,0k)f(y2,01)
permet alors de décrire des cas dans lesquelles les observations ne sont pas indépendantes condi-
tionnellement au processus des états. Nous introduisons les copules [114] dans la modélisation de
ces densités, ce qui nous permet non seulement de vérifier facilement la contrainte d’égalité des
densités marginales dues & la stationnarité du processus Y, mais aussi d’écrire explicitement la
densité des observations et du processus (nécessaire dans le cadre bayésien). Ce travail constitue,
4 notre connaissance, la premiére utilisation des copules dans le contexte des modéles de Mar-
kov cachés. Lorsque nous supposons que le processus X est markovien, la différence entre chaines
couples et chaines de Markov cachées consiste alors exactement en ’ajout de cette dépendance
conditionnelle, représentée par les copules. L’intérét des copules est de permettre une meilleure
modélisation de la structure de dépendance des données observées (notamment ’autocovariance)
et nous montrons les faiblesses, non remarquées jusqu’a présent, des chaines de Markov cachées

sur cet aspect-la.
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L’introduction de la dépendance conditionnelle dans les modéles de Markov cachés n’est pas
une nouveauté, et il est classique, pour la description de phénoménes possédant des dynamiques
complexes, de supposer que le processus des observations est une chaine de Markov conditionnel-
lement aux observations. De tels processus sont appelés processus autorégressifs & changement de
régime markovien et les traitements classiques d’estimation du processus caché et des paramétres
se généralisent & ces modéles [59, 32]. Bien que ces modéles soient aussi des chaines de Markov
couple, le modéle que nous développons s’en distingue fondamentalement par 1'usage des copules,
et par la connaissance de la loi (stationnaire) de Y,.

Un autre aspect de la modélisation par chaine de Markov cachée consiste en le choix d’un
modéle paramétrique f(yn,0:) adapté pour représenter la densité de Y,, conditionnellement a
X, = k. Dans le cadre de la classification de données multivariées et de la segmentation de
signaux et d’images, le modéle gaussien reste le modéle le plus utilisé, méme si d’autres modéles
paramétriques ont été utilisés dans différentes applications [109]. Nous nous sommes intéressés
a lutilisation (et I’estimation) de modéles plus réalistes ou capables d’intégrer une connaissance
sur les densités marginales. Nous étudions les lois de Student et les lois K, qui appartiennent
aux modéles elliptiques appelés “Vecteur Aléatoires Sphériquement Invariants” et qui sont des
modéles particuliérement pertinents pour représenter les signaux radar. L’utilisation de la loi K
dans le contexte de la segmentation non-supervisée est rendue possible par le développement d’une
méthode d’estimation par maximum de vraisemblance. Nous introduisons pour la premiére fois
les copules dans le contexte de la segmentation de données multivariées, ce qui nous permet de
définir de nouveaux modéles multivariés et nous montrons en particulier l'intérét des lois gamma

multivariées pour la segmentation d’image.

Estimation

L’estimation des paramétres des chaines de Markov cachées (ainsi que des processus markoviens
a changement de régime markovien) est faite le plus souvent par la méthode du maximum de
vraisemblance, qui donne un estimateur possédant les propriétés usuelles de convergence presque-
stre, de normalité et d’efficacité asymptotique [102, 58, 21, 59, 32]. Malgré la complexité de la
vraisemblance de ces modéles, les points stationnaires de la log-vraisemblance sont calculés grace &
des méthodes récursives : Palgorithme Espérance-Maximisation (Expectation-Mazimization, EM)
de Dempster, Laird et Rubin [52], ou l'une de ses variantes [108].

Cependant, lorsque la log-vraisemblance se complique, notamment par I'utilisation des copules,
la recherche du maximum de vraisemblance, méme par EM, aboutit & des problémes d’optimisa-
tion numérique qui peuvent fortement limiter I’applicabilité des procédures de segmentation non-
supervisée. Nous proposons alors une nouvelle méthode d’estimation des paramétres de modéles
a données manquantes, basées sur les fonctions estimantes (introduites par Godambe [79]). L’es-
timateur est déterminé & partir d’un échantillon y = (y1,...,yn) en résolvant une équation de la
forme g(y,0) = 0. g est une “fonction estimante” dépendant des paramétres et des observations,
qui, sous certaines conditions, donne des estimateurs convergents. L’'intérét de ces méthodes est
de permettre de choisir la forme de la fonction g, notamment sa complexité, de maniére relati-
vement indépendante de la log-vraisemblance du modéle. En développant une idée proposée par
Heyde et Morton [90], nous montrons qu’il est possible de construire de maniére générale des
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fonctions estimantes de modéles a données manquantes (comme les chaines de Markov cachées
ou couples) & partir des fonctions estimantes spécifiées pour un modeéle complet. Nous proposons
un cadre théorique pour ’étude de leurs propriétés, qui nous permet de rassembler dans le méme
formalisme plusieurs estimateurs et méthodes de calcul existantes pour les modéles & données
incomplétes. En effet, la détermination de I’estimateur & partir de fonctions estimantes aboutit
4 un probléme de recherche de racines, similaire & celui du maximum de vraisemblance, et pour
lequel nous proposons un algorithme itératif généralisant EM, appelé Estimation Conditionnelle
Itérative. Nous donnons des conditions générales sous lesquelles cet algorithme peut étre défini et
converge. Nous en déduisons des algorithmes originaux d’estimation de chaines de Markov cachées
multivariées et de chaines de Markov couples, et restant particuliérement simples (ne nécessitant

aucune procédure d’optimisation numérique multidimensionnelle).

Cartographie de ’environnement radar

A partir de 'intensité, du spectre Doppler et de la polarisation du signal regu, un radar peut
fournir des informations respectivement sur la réflectivité életromagnétique, la vitesse et la struc-
ture physique de I’environnement. Ces informations étant acquises “ligne par ligne” lors de la
rotation de I’antenne d’un radar veille, nous proposons de construire des algorithmes de carto-
graphie automatique dans ce contexte, en utilisant les méthodes développées plus hauts. Nous
intégrons notamment la propriété de dépendance spatiale de I’intensité regue (remarquée et étu-
diée dans [152, 104]) par des modéles de Markov couples avec copules. De plus, nous proposons des
modes de représentation paramétrique de I’information Doppler ou polarimétrique, qui se préte &
des méthodes de segmentation bayésienne. Nous utilisons alors des lois de statistique direction-
nelle pour modéliser les densités f(yn,0r) et proposer de nouvelles méthodes de segmentation

non-supervisée, que nous illustrons sur données simulées et réelles.

Organisation du manuscrit

Dans le chapitre 1, nous présentons les modéles de Markov couples, et démontrons les pro-
priétés qui justifient leur emploi pour la segmentation bayésienne. Nous nous concentrons alors
sur les propriétés des chaines couples, et nous introduisons une typologie de modéles que nous
utilisons constamment par la suite : Chaine de Markov Cachée & Bruit Indépendant (CMCa-BI)
pour les chaines de Markov cachées classiques, Chaine de Markov Cachée (CMCa) pour les chaines
de Markov Couple pour lesquelles le processus caché est lui aussi markovien, et enfin Chaine de
Markov Couple (CMCo) dans le cas général.

Le chapitre 2 traite de 'inférence des CMCa et peut se décomposer en deux sous-parties. La pre-
miére traite des méthodes et conditions requises pour la convergence de ’estimateur du maximum
de vraisemblance des chaines de Markov cachées classiques et des processus de Markov & chan-
gement de régimes markoviens, ainsi que des estimateurs du nombre de classes. Nous abordons
également les aspects calculatoires de la détermination du maximum de la vraisemblance avec
les algorithmes EM et Stochastic-EM. Dans la seconde sous-partie, nous exposons les concepts
de base de la théorie des fonctions estimantes, et nous introduisons la méthode de construction
de fonctions estimantes par projection. Nous abordons alors le probléme de la détermination des

racines des équations ainsi obtenues et nous proposons ’algorithme d’Estimation Conditionnelle
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Itérative (ECI). Nous concluons par application de I’ECI & différentes fonctions estimantes.
Dans le chapitre 3, nous présentons différents modéles paramétriques de densités multivariées
f(yn, %) et leurs propriétés les plus importantes. Nous donnons les algorithmes d’estimation obte-
nus soit par algorithme EM, soit par algorithme ECI dans le cadre des chaines de Markov cachées
classiques, et illustrons les résultats sur données réelles et simulées.

Dans le chapitre 4, nous décrivons P’utilisation des CMCo pour la segmentation de processus sta-
tionnaires, et l'introduction des copules pour la représentation de la dépendance conditionnelle.
Nous étudions essentiellement le cas des CMCa & observations scalaires, et nous montrons 1’in-
fluence de la dépendance conditionnelle en modélisation et en segmentation. Nous développons
alors 'estimation des paramétres pour les CMCa et CMCo & partir de fonctions estimantes bien
choisies, et montrons sur données réelles la construction de cartes de ’environnement radar & par-
tir de l'intensité.

Dans le chapitre 5, nous présentons les principes physiques du radar, les traitements qui sont effec-
tués sur le signal, et la structure des données que nous segmentons effectivement. Nous décrivons
le spectre Doppler et 1’ellipse de polarisation auxquels nous nous intéressons pour caractériser l’en-
vironnement radar, et nous donnons les modes de représentation et les modéles utilisés pour les
segmenter. Nous illustrons les procédures de segmentation non-supervisée sur des données réelles.
En conclusion, nous proposons des perspectives de recherche dans le prolongement des questions
ouvertes dans cette thése.

Cette thése est le lieu de rencontre des domaines du traitement d’image, de la statistique et
du traitement du signal radar, et constitue un travail de mathématiques appliquées. En effet,
des problémes pratiques rencontrés en image et en radar sont le moteur du développement des
nouveaux modéles et des méthodes présentées ici. Ce travail s’est appuyé alors sur de nombreuses
simulations et confrontations aux données réelles, dont nous exposons ici les résultats les plus
parlants. Notre objectif est alors de fournir un exposé des questions spécifiques que nous avons
eues 3 traiter dans chacun de ces domaines de telle sorte que nos contributions soient exploitables
par des praticiens issus de ces différents horizons. Nous rappelons par conséquent explicitement les
définitions et les résultats essentiels des méthodes classiques de chacun de ces domaines, soit dans
le corps de la thése lui-méme, soit dans les annexes. Dans ces derniéres, nous rappelons les concepts
classiques en traitement du signal de vecteurs aléatoires complexes circulaires, et rappelons les liens
entre les différentes paramétrisations des processus stationnaires et les algorithmes utilisés pour
les calculer. Enfin, nous présentons rapidement les propriétés essentielles de chaines de Markov a
espace d’état général, et quelques résultats sur leur comportement asymptotique.



Chapitre 2

Segmentation bayésienne d’images et

de signaux

Nous rappelons ici les principes qui fondent ’analyse bayésienne des images et notamment
le concept fondamental de champs markoviens, ainsi que celui de champs markoviens cachés.
Nous introduisons alors les modéles de Markov couples [131] qui en sont une généralisation, et
nous rappelons, dans un cadre général, la propriété qui motive leur étude : la markovianité a
posteriori. Par la suite, nous étudions particuliérement les chaines de Markov couples [124] et
nous redémontrons les procédures récursives de calcul des probabilités a posteriori, généralisant
les algorithmes qui ont rendues les chaines de Markov cachées si populaires. Ceci permettra de
proposer des traitements “rapides” malgré la complexité accrue du modéle. En dernier lieu, nous
rappelons la définition des modéles triplets [123, 129] pour lesquelles les traitements bayésiens sont
encore envisageables en exploitant la markovianité d’un processus plus grand : nous donnons des
exemples de ces modéles ce qui permet de montrer que “I’approche triplet” réunit dans un méme
cadre plusieurs généralisations déjd proposées des modéles de Markov cachés classiques.

2.1 Estimation bayésienne

2.1.1 Modélisation probabiliste des images

Nous présentons dans cette section le paradigme de la segmentation bayésienne d’images : le
modéle stochastique et les régles de décision bayésienne que nous utilisons pour la construction
d’une cartographie des zones homogénes d’une image.

Une image y est la réalisation d’une variable aléatoire Yg définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P). S est un ensemble fini d’indice, de cardinal |S| et représente ’ensemble des pixels (ou
sites) qui constituent 'image. Ys = (Ys)ses est une famille de variable aléatoire Y : (22,4, P) —
(V,B())), ou Y est un espace topologique (et B()) désigne la tribu des boréliens sur )’). Dans les
applications que nous traitons, ) peut étre :

— T’espace euclidien R? ou C?, d > 1 (mesure multicapteur ou multispectrale) ;

d 9 1/2 .
Iyl = (Sfi9?) " | (représen-

— la sphére unité de R? notée S~ ! = {y = (y1,...yq) € R?
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tation partielle de I'information Doppler ou polarimétrique).

En toute généralité, Y est appelé un champ aléatoire!. Si A est un sous-ensemble de S, nous
notons Y4 = (Y;),., la variable aléatoire marginale et y4 = (ys)sca sa réalisation. Lorsque
S = [1.N] (avec N > 1), Ygs (noté alors Y ) modélise alors un signal unidimensionnel et est
appelée une chaine.

Segmenter 'image y, c’est estimer la réalisation d’une image X = (X)ses définie sur (2, A, P)
et dont l’espace des valeurs X’ est un espace discret de cardinal K > 2, que l’on identifie & [1..K].
Cette réalisation x est appelée “réalité terrain”. Nous notons p une mesure de référence définie sur
(V,B(Y)), ¢ la mesure de comptage sur (X, (X)), et nous supposons que laloi de (X, Yg) admet
une densité p(x,y) relativement & la mesure produit (J ® u)‘s‘. Les densités des lois de Xg et Yg
sont notées respectivement p(x) et p(y). En statistique bayésienne, les densités p(x), p(y|x) et
p(y) sont classiquement appelées (respectivement) loi a priori, vraisemblance et loi d’observation
(ou vraisemblance intégrée). Enfin, la loi a posteriori p(x|y) se déduit des densités précédentes par
la formule de Bayes

p(xly) = % (2.1)
o« plylx)p(x) (2.2)

L’estimation de X g & partir de Y g est effectuée par I’application d’une régle de décision bayésienne.
Celle-ci est construite & partir d’une fonction de cott L : X151 x XI5l — R. L’estimateur bayésien
de X correspondant au cott L est la fonction y — X(y) qui minimise le cotit moyen, i.e.

X = argn}gn E[L(Xs,T(Ys))]

ou T décrit I’ensemble des fonctions mesurables et intégrables de VI8 dans X!5!. En traitement

de I’image et du signal, les fonctions de perte les plus couramment utilisées sont

Vx = (25)ses, X = (2,)ses € X9, Lix,x) = 1.
La(x,x) = Y 1y
seS

L’estimateur obtenu avec la fonction L; est le Maximum A Posteriori (MAP) et a pour expression

Xumap(y) = arg max p(x[y) (2.3)

XISl

L’estimateur obtenu avec Lo est le Maximum a Posteriori des Marges (MPM) et a pour expression

iMPM(}’) = (@,MPM (Y))ses

* (2.4
Vs € S, xS,MPM(Y) = argmaxg,cx p(zsly)

Par la suite, nous utiliserons plus particuliérement ’estimateur MPM qui minimise, en moyenne,

1S est souvent un sous-ensemble de Z2, mais I’imagerie tridimensionnelle ou la vidéo améne & considérer des
sous-ensembles de Z3, ou Z% avec d quelconque.
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le nombre d’observations mal classées, encore appelé taux d’erreur. L’inférence bayésienne de
I'image cachée dépend alors uniquement de la loi a posteriori, et il suffit, par la formule de Bayes
(2.2), de connaitre la loi a priori et la vraisemblance pour pouvoir calculer Xpap ou Xppum-

Les lois a priori et d’observation représentent deux types de connaissance sur le phénoméne
physique que nous observons. Dans le cas du traitement d’images, nous voulons intégrer une des
caractéristiques essentielles de ’image qui est la dépendance spatiale des observations : ceci est
fait par le biais de la densité p(x) qui va représenter la dépendance entre sites. La loi d’observa-
tion p(y|x) est en général phénoménologique : elle représente notre connaissance sur la formation
de l'image observée et elle sera différente selon que nous avons une image optique, multispec-
trale,. ..Ainsi, classiquement, nous choisissons d’abord une loi a priori en accord avec I'informa-
tion spatiale que nous voulons utiliser (processus 1D ou 2D, fortement dépendant spatialement ou
non), puis nous choisissons une loi p(y|x) correspondante au phénoméne observé. Les modéles de
Markov couples proposent une rupture par rapport a cette approche classique de la modélisation
bayésienne : il s’agit de proposer directement la loi jointe p(x,y) de telle sorte qu’elle intégre une
structure de dépendance entre les sites plus riche que dans les modéles markoviens classiquement
utilisés, bien que les procédures d’estimation bayésienne soient toujours possibles.

2.1.2 Modéles markoviens

Le probléme de lestimation bayésienne est formellement résolu par les équations (2.2) et ex-
pression de lestimateur MPM (2.4). Cependant, la nécessité de calculer les probabilités p(x|y)
alors que |S| est grand devient trés difficile dés lors que I’on ne suppose plus 'indépendance des
variables (X;,Y;). L’hypothése de markovianité de Xs est ’extension la plus simple du cas in-
dépendant au cas dépendant, mais elle permet de modéliser la dépendance spatiale de maniére
assez riche et interprétable, tout en ayant une loi de densité p(x) calculable ou aisément simulable,
par des méthodes de Monte Carlo par Chaines de Markov (Markov Chain Monte Carlo, MCMC),
[138, 156]. Nous rappelons ici la définition de champ markovien, fondé sur les notions de cliques

et de voisinages.

Définition 2.1.1. Cliques et Voisinages

Soit S un ensemble fini. On appelle un systéme de voisinage V = {Vs, Vs C S, s € S} une
collection de sous-ensembles de S telle que s ¢ Vq et (s € Vy &t € V). Les sites t € Vs sont
appelés voisins de s.

Un sous-ensemble ¢ de S est une clique si c’est un singleton ou si tous les sites de ¢ sont

voisins. L’ensemble des cliques de S est noté C.

Définition 2.1.2. Champs Markoviens
Le champ aléatoire Xg est un champ markovien relativement au systéme de voisinage V si sa

loi admet une densité (relativement & une mesure de référence) vérifiant :

Vs €S, plas|(@)ms) = p (s [xv,) (2.5)

Les densités conditionnelles p (x5 |xy, ) sont appelées caractéristiques locales du champ. La
propriété de markovianité locale (2.5) s’étend & un ensemble A C S quelconque, si on introduit la
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notion de fermeture A = U;caV; et de frontiére A = Z\A. Nous avons alors :
p(xa|xs\a) =p(xa|x04) (2.6)

Cette propriété permet entre autres d’affirmer que pour tout ensemble A C S, x4 et Xg\4 sont
indépendants conditionnellement & JA, i.e.

VACS, p (XA, Xo\7A |X6A) =p(xalxp4)P (Xs\z |X6A) (2.7)

L’importance des cliques pour ’écriture des caractéristiques locales d’un champ markovien provient
du théoréme de Hammersley-Clifford qui affirme 1’équivalence, lorsque Vx, p(x) > 0, entre la
markovianité de Xg et la possibilité d’écrire la densité de X g sous la forme :

p(x) = %exp ( > hc(xc)> (2.8)

ceC
ou Z est la constante de normalisation, appelée aussi fonction de partition, et les fonctions h. sont
cec he(xc) est
son énergie [133]. Nous pouvons dire aussi que la densité (2.8) se factorise sur les cliques, autrement

a valeurs dans R. p(x) est alors appelée une mesure de Gibbs et la fonction H(x) = )

dit il existe des fonctions 1. définies pour toute clique ¢ € C telles que p(x) = [] cc ¥e(xc). Les

lois conditionnelles s’écrivent facilement avec les fonctions h,.

p(xa ’XS\A) = ZLA exp | — Z he(xc) (2.9)
cNAZ#D

avec Z4 constante de normalisation.
Une chaine de Markov Xy est un champ de Markov relativement au systéme de voisinages V(,} =
{n—1,n+1} pour 2 <n <N —1,et Vi3 = {2} et Viy) = {N — 1}. Le systéme de cliques C
correspondant est constitué des singletons ({n}),., .y et des paires ({n,n+1}),., - ny_;- Dans
ce cas-la, lorsque A est de la forme A = [p..n], avec 1 < p <n < N, nous notons )7(,47: Xpon, €t
simplement X,, pour Xj.,. La propriété (2.7) apparait comme une généralisation de la propriété
“d’indépendance du passé et du futur conditionnellement au présent” des chaines de Markov :

P(Xn,Xn+1:N|$n) :p(xn|xn)p(xn+1:N|$n) (210)

L’expression sous forme d’une mesure de Gibbs redonne la factorisation classique de la densité
d’une chaine de Markov (lorsque Vx, p(x) > 0) :

N N
p(X) = H w{n} (xn) H ’l/){n—l,n} (znflyxn)

n=1 n=2
Cette formulation d’une chaine en tant que champ de Markov occulte l'interprétation des chaines
de Markov comme des processus temporels vérifiant la propriété p(zn41|%xn) = p(Tpt+1|zn), qui

donne un role central aux densités de transition p(z,+1|x,). Les spécifications locales du champ
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markovien et les densités de transitions sont liées par I’expression

P(@nltnr, Tngr) = P EnLT)P(Tn 0 1)
e fxp($n+1|$;z)p($;1|$n71)u(do:;1)

Les données radar que nous allons traiter par la suite sont des processus spatiaux & une dimension :
I’hypothése de markovianité (avec une mémoire de taille 1) est donc le modéle le plus simple que
I’on puisse faire pour tenir compte de la dépendance spatiale. Pour la réalisation des étapes calcu-
latoires (estimation et segmentation), nous utilisons la description classique en tant que processus
temporel, ce qui permet 'utilisation des méthodes récursives rapides que nous décrivons dans la
section suivante.

Finalement, les modéles utilisés classiquement pour la modélisation des images et des signaux
sont les modéles de Markov cachés, fondés sur les 3 hypothéses suivantes :

— l'image X est un champ markovien avec p(x) =[] cc ¥e(%c)

— les observations (Y;)ses sont indépendantes conditionnellement a X ;

~ Vs €8, p(ys x) = p(ys s )-
En raison de I’hypothése d’indépendance, nous appellerons ces modéles “Modéles de Markov Cachés
a Bruit Indépendant” (MMCa-BI). La densité du processus couple Zs = (X, Ys), . g est

p(x) [ ] p(ys %)

ses

H {/;c(zc)

ceC

p(z)

Les fonctions t.(z) sont égales & 1.(x) si ¢ n’est pas un singleton, sinon nous avons J{s}(z) =
Vs (2s)p(ys |25 ). Par conséquent, le processus joint Zg est encore un champ de Markov relative-
ment au méme systéme de voisinage que celui de Xg. Le succés dans les applications des modéles
MMCa-BI repose sur le fait que I’a priori markovien est “conjugué” au processus d’observation
p(ylx) = [[,csP(ys |25 ) : la densité a posteriori p(x |y ) se factorise relativement au méme sys-
téme de voisinages V que p(x). Ceci permet de connaitre les spécifications locales de p(x |y ), et
donc d’appliquer les techniques de simulation de type MCMC, notamment 1’échantillonneur de
Gibbs. Il est possible de simuler les champs a posteriori, et partant, d’estimer les probabilités mar-
ginales a posteriori2 pour le calcul du MPM, ou d’explorer la probabilité a posteriori, notamment
pour la détermination de son maximum, [147, 156]. De plus, les méthodes MCMC peuvent étre
utilisées pour l'estimation de Modéles Markoviens Cachés soit pour une estimation pleinement
bayésienne, soit pour le maximum de vraisemblance, [76].

Lorsque X est une chaine de Markov, nous obtenons une chaine de Markov cachée & bruit
indépendant (CMCa-BI), et lalgorithme “avant-arriére” (ou forward-backward, voir section 2.2.2)
permet de calculer rapidement et exactement la probabilité a posteriori p(x|y), contrairement
aux champs markoviens généraux. De plus, il est possible de calculer exactement les probabilités
marginales p(z, |y ) ainsi que arg maxx p(x |y ). Cela fournit donc des algorithmes de calcul rapide
des estimateurs bayésiens classiques (dans le cas ou X est fini). Nous redémontrons, dans la section
suivante, ces récursions dans le cadre plus général des chaines de Markov couple (CMCo).

2yoire de les calculer exactement pour certaines structures de voisinages
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2.2 Modéles de Markov Couples

Nous rassemblons dans cette section les propriétés fondamentales des modéles couples que ’on
peut trouver, sous des formes parfois différentes dans les articles [131, 124, 128, 53, 125], et nous
en donnons les démonstrations. Nous mettons en particulier en évidence le lien entre markovianité
du processus caché et loi conditionnelle des observations de maniére plus précise que dans [124].
Nous donnons aussi les démonstrations (non existantes dans les articles précédemment cités) de

I’algorithme de Viterbi pour les chaines couples ainsi que de la propriété 2.2.1.

2.2.1 Définition et propriété fondamentale

Lorsque les champs aléatoires observé Y g et caché Xg sont tels que le processus joint Zg =
(X, Y;),cg soit un champ de Markov, nous dirons que Xs, Y5 forment un champ de Markov
couple. Dans le cadre de la modélisation, si nous faisons uniquement ’hypothése de markovianité
de Zg, nous dirons que nous avons un modéle de Markov couple.

Proposition 2.2.1. Markovianité a posteriori des champs couples
SoitZs = (X, Ys),cq un champ de Markov relativement a V' alors X s est un champ de Markov

relativement a V conditionnellement a Yg.

Démonstration.

(s, ys }XS\sv YS\s )
P(ys ‘XS\sa Ys\s )
< p(Ts,Ys [xv., yv,)

p(ms |XS\sa y)

< p(ws|xy,,¥s, v, )

O

En revanche, Xg n’est plus nécessairement lui-méme markovien (non-conditionnellement &
Ys), parce qu’il n’est que le processus marginal d’un processus markovien. De plus, en toute
généralité nous avons p(ys |x) # p(ys |zs )-

Nous pouvons construire des champs couples en affaiblissant les hypothéses des MMCa-BI.
Nous définissons les Modéles Markoviens Cachés (MMCa) (X, Ys) comme étant des processus
pour lesquelles X g est un champ de Markov relativement & un systéme de voisinage V. Les obser-
vations ne sont pas forcément indépendantes conditionnellement & X g et une généralisation simple
de la loi conditionnelle de Y g est de supposer que c’est aussi un champ markovien relativement &
V conditionnellement & X (dont la densité s’écrit sous forme factorisée [[ ... 1e,x(ye)). Dans ce

cas-1a, nous avons :

p(xy) = pyxpx)

= H ﬁ&:,x(}%) H "/)c(xc)

ceC ceC

Si chaque fonction 1. x(y) ne dépend de x qu’a travers les coordonnées appartenant & ¢ nous
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aurons alors

p(z) o H Ve(2e)

ceC

avee Ye(ze) = Yo x(¥e)e(Xc). Comme la loi de Zg se factorise selon le systéme de cliques C, c’est
donc un champ de Markov relativement & V.

Une méthode générale de construction de MM Ca proposée dans [15] (généralisant une méthode
proposée dans [83]) consiste & considérer un champ markovien W g relativement a V), un ensemble
de cliques (¢;)1<i<q formant une partition de S et une fonction f . Si la fonction f se décompose se-
lon les cliques sous la forme f(x, w) = (fi(xc,, We,))1<;< - alors le champ (X5, Ys = f(Xs, Ws))
est un MMCa. Un moyen plus direct est alors de supposer que p(z) est une mesure de Gibbs selon
un systéme de voisinages adapté. Dans ce cas-14, nous n’avons plus la markovianité de Xg, mais
nous pouvons choisir p(y|x) tel qu’il représente bien la réalité. Dans [131, 14], la densité p(z) du
couple a été choisie de telle sorte que la loi conditionnelle soit un champ gaussien ; or les champs
gaussiens (en particulier les modéles conditionnels auto-régressifs) restituent bien certaines texture
des images, voir Winkler [156].

2.2.2 Chaines de Markov Couples

Nous traitons dans cette partie des CMCo stationnaires et de leurs propriétés essentielles, no-
tamment les procédures de calcul des probabilités a posteriori. La stationnarité n’est pas nécessaire
pour établir ces derniéres, mais elle permet de simplifier la présentation du modéle et de mettre en
évidence les différences majeures avec les CMCa. Nous utilisons ces propriétés pour mettre en évi-
dence les liens entre markovianité du processus X, indépendance conditionnelle des observations
et markovianité du processus couple. Ces propriétés ont été présentées dans le cas ou l'espace des
états X est fini dans les articles [124, 53] ; elles restent également valables lorsque X est un espace
quelconque avec 6 mesure de référence sur (X, B(X)). Par conséquent, les algorithmes de filtrage
pour estimation d’un processus Xy & espace d’état continu sont possibles (dans un contexte
gaussien [128], ou général [54] en utilisant le filtrage particulaire).

Si Zy = (Xn,Yyn) est une CMCo stationnaire, elle est entiérement définie par sa den-
sité de transition et sa loi stationnaire, ou de maniére équivalente par la densité p(z1,22) =
p (21,22, y1,Yy2) que nous décomposons en p (z1,22) p (Y1, Y2 |21, 22 ). Nous supposons par la suite
que nous connaissons la loi du processus Zy par la connaissance de la probabilité jointe p(z1,22)
et de la densité conditionnelle p (y1,y2 |71, 72 )3.

La densité de transition p (22 |21 ), relativement & la mesure produit § ® p s’écrit

p(z2]z1) = p(x1,22)p (Y1, Y2 |21, 22)
fxp(l‘l,m)p(yl |21, 22 ) 0(dzs)

ou p (y1 |z1,x2) est la densité marginale “gauche” de p (y1, y2 |71, x2 ) (notée parfois p, (y1 |21, 22)).
De maniére symétrique, nous notons p(yz |z1, 2 ) la marginale “droite” de p (y1,y2 |z1,22) (notée

parfois pg(y2 |21, 22 )). La loi stationnaire a pour densité p(z1) = [, p(x1, z2)py(y1 |21, 2)d(dx2)

3Ceci est une extension de la description habituellement faite des CMCa-BI, pour lesquelles nous connaissons la
densité de transition p(z2 |z1) et la loi d’émission p (y1 |21 ).
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qui est aussi égale & p(z2) = [, p(z1, 22)pa(yz |21, 22 )6(dxy) : ceci montre que les densités margi-
nales gauche et droite sont liées. Ainsi, lors de la spécification d’un modéle paramétrique pour les
chaines couples stationnaires, nous devrons choisir une loi jointe p (y1,y2 |21, 22 ) respectant cette
contrainte. Nous aborderons cet aspect dans le chapitre 4.

La simulation des CMCo est plus compliquée que celle des CMCa en raison de I’intrication des
processus Xy et Y. En effet, la densité de transition de Z se réécrit encore :

p(w2,y2 [T1,y1) = p (Y2 |22, 91,21 ) p (22 |21, 91) (2.11)

Remarquons que les CMCa-BI sont un cas particulier de CMCo pour lesquelles nous avons
p (Y12 w1, 22) = p(y1|z1) p (y2 [v2) et donc telles que p (y1 [z1, 22) = p (y1 |21) et p (y2[y1, 21, 22) =
p(y2|22).
Une réalisation z = (z1, ..., zx) d’une chaine couple est obtenue de la fagon suivante :
1. 7 est tiré selon p(z1) = pr(z:l, x2)d(dx1) et yp est tiré selon le mélange
S plar ap)plyn |21, 7)0(day) ;

2. Pour tout n < N, z,, est tiré selon la loi

P (Tn |Tn—1,Yn—-1) X P(Tn—1,%n)P(Yn—1 [Tn—1,Tn ) = p(x1, 22)p(y1 |71, 72) (2.12)

et y, est tiré selon la densité

p (Y1, y2 |21, 22)

p(y1|z1,22) (213)

p (yn |$n; yn—laxn—l) =

En toute généralité, il n’est donc pas possible de simuler d’abord la chaine (z,)1<n<n dans sa
totalité puis de tirer les observations ¥, selon I’état caché, ou une densité de transition dépendant
des valeurs x,,_1, z,, comme cela peut &tre le cas pour les CMCa.

Malgré une plus grande complexité dans la description des caractéristiques locales des CMCo,
nous gardons les propriétés les plus connues des CMCa-BI, & savoir les formules de récurrence

avant-arriére.

Propriété 2.2.1. Récurrence avant

Soit Zy une CMCo. Les densités p (yn |Xn) et p (Tn |yn ) peuvent étre calculées par récursion

avant.
f P(zn|2n—1)PUn—1]%xn—1)p(dyn—1)
P (Yn [Xn) * P(Tn|Xpn—1)
Vn > 2, (2.14)
Sa P(znlzn—1)p(@n—1lyn—1)8(dzn_1)
P (0 yn) * P(Ynlyn—1)
Démonstration.

P (Yns Tn [Xn-1)
P (Tn[Xn-1)
fyp (ym Tn |yn—1a Xn—1 )p (yn—l |Xn—1 ) :u(dyn—l)
P (@n [Xn-1)
Jyp G lzn—1)p (Yn—1 %n—1) p(dyn—1)

p(Tn [Xn-1)

p(Ynlxn) =
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Par le méme calcul, nous obtenons la récurrence pour p(x, |y ).

Propriété 2.2.2. Récurrence arriére

Soit Zy une CMCo. Les densités p (Yn+1:N |Tn,Yn) €t D (Xnt+1:N |Tn, Yn ) pewvent étre calculées
par récursion arriere.

P(Ynt1:N [Tn,yn) = fX P (Ynt2:N [Tny1; Yns1) P (2ng1 [2n) 6(d2ngr)
Vn < N —2, (2.15)
P (XnttiN [TnsYn) = [P (Xnt2in [Tns1s Ynt1) P (2ns1 [2n) (dyns1)
Démonstration.
p(yn+1:N |-Tnayn) = / p(yn-l—l:N;:En-i-l |xnayn)6(dmn+1)
X

/ p (Yn-i-?:N |$n+1a Yn+1)D (yn-i-la Tn+1 |$na Yn ) 6(d$n+1)
X

Nous avons la méme récurrence pour les probabilités p (yn+1:n |Tn, Yn )-

Ces formules de récurrence permettent de retrouver les grandeurs classiques introduites pour
le filtrage et le lissage des chaines de Markov cachées. Les “probabilités avant” ()., < sont

définies sur X’ par

a(r1) = p(x1lyr)
Vn<N-—-1 (2.16)
ant1(Tnt1) = [P (znt1lzn) on(@n)d(den)

et les constantes de normalisation permettent de calculer la vraisemblance intégrée p(y). Les
“probabilités arriére” (53,); ., <y, définies dans le cas CMCa-BI par p (y,+1:~ |25 ), sont égales &

P (Yn+1:N |Zn,yn ) et sont calculées récursivement sur X' par

Bn(zN) =1
Vn<N-1 (2.17)
ﬁn(xn) = fp (Zn+1 |Zn ) Bn-kl(xn-kl)(s(dxn-kl)

Remarque 2.2.1. Relation entre récurrences avant et arriére

La récurrence arriére pour le calcul des probabilités (3, peut se voir comme une récurrence

avant pour la chaine Zy = (Zn , obtenue en inversant le sens de Zy. Le processus

)1gn§N
inversé est toujours une chaine de Markov stationnaire, qui est complétement connue par la
densité p(z1,z2) = p(T2,21)p (Y2, Y1 |T2, T1 ). Nous avons alors Dy (11 1%1,%2) = pa (11 |T2,T1) et

Pa (Y2 |T1,22) = py (Y2 |T2,21). De plus,
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p (yn+1iN7 T, yn)

P (TnsYn)
P(TN—nt1,YN-n+1)
5(5N7n+1; gN7n+1)

p(YnJrl:N |xn7yn) =

Pour calculer les probabilités arriére B, , il suffit donc de parcourir la chaine Zy dans le sens in-
verse pour calculer les probabilités avant &, (correspondant a la probabilité de transition p(Z2121))

et de diwiser par la loi stationnaire de Zy (identique a celle de ZN) Nous avons donc

62N—n—&-l (xn)

ﬁn(xn) - p(ﬂfn,yn)

Comme dans le cas des CMCa-BI, les densités marginales a posteriori des processus Xy se

calculent directement & partir des probabilités avant et arriére.

Propriété 2.2.3. Soit Zy une CMCo. Nous avons

p(xn |y ) o< an(zn)Bn(Tn) (2.18)

Démonstration.

p(znly) p(2n,y)

o< p(
X p(yl:n—laznayn-i—l:N)
X

p (yl:nfl |Zn )p (ynJrl:N |Zn)

La derniére égalité provient de la propriété d’indépendance conditionnelle du passé et du futur de
la, chaine Z .
O

Nous montrons maintenant le lien entre la markovianité du processus Xy et la densité p (y1, y2 |21, 22 ),
afin d’obtenir une meilleure compréhension du passage du modéle CMCa-BI au modéle CMCo.
Pour cela nous démontrons que la markovianité peut découler de deux conditions proches, mais
par des mécanismes différents. Pour cette raison, nous explicitons les démonstrations dans les deux

cas.

Propriété 2.2.4. Condition 1 de Markovianité
Soit Zn une CMCo stationnaire. Si p(y1|z1,22) = p(y1|x1) alors Xy est une chaine de
Markov.

Démonstration. Nous avons par hypothése Vn, p (Zn11 |Tn, Yn ) = W;&ﬁi’f’") = p(yn‘zii(isxnﬂ);

soit encore p (p41 |Tn,Yn ) = P (Tni1 |Tn ). Ainsi, la densité de transition de Zy s’écrit

p ($n+17yn+1 |xn7yn) = p(ynJrl |1'n+1; ymxn)p(ﬂfnﬂ |$n)

Par conséquent, nous pouvons factoriser la densité de X en intégrant celle de Zy :
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N
p) = [ vt L ptealonutay
N N
— plar) [] p(@nlzn-1) /y (ko) TT oo, 201, w)uldy)

N
= p(x1) H P(Tn|Tn—1)

n=2

Propriété 2.2.5. Condition 2 de Markovianité
Soit Zn une CMCo stationnaire. Si p(ya|za, 1) = p(ya|z2) alors Xy est une chaine de Markov.

Démonstration. 1l suffit de considérer la chaine de Markov inverse Z N = (Zn) B <Nintr0duite
1<n<

dans la remarque 2.2.1. Si la loi de Zy vérifie la condition 2, cela implique que la loi de Zy vérifie
la condition 1, d’otl la markovianité de X .

O

Remarque 2.2.2. Une récurrence immédiate permet de montrer que la condition p(ys|z2, 1) =

p(y2|z2) implique que Vn < N, p (yn %) =D (Yn |Tn )-

Lorsque 'une ou 'autre des conditions des propriétés 2.2.4 et 2.2.5 est vérifiée, nous dirons que
la marginale concernée de la densité p (y1, y2 |z1, z2 ) ne dépend que de ’état courant. La propriété
2.2.4 a déja été montré dans [124], alors que la propriété 2.2.5 (bien qu'immédiate conséquence de
2.2.4) n’a jamais été remarquée. Nous mettons ici en évidence la différence entre les marges droite
et gauche en donnant deux raisons distinctes pour lesquelles le processus caché d’'une CMCo peut
étre une chaine de Markov. Par conséquent, si X est markovien, nous ne pouvons pas conclure
quant aux propriétés de p(y1,yz|x1,z2) et de ses marginales. Cependant, si nous supposons que
pa(y2|T1, x2) et py(y1]|z1, x2) sont égales (les conditions 1 et 2 se confondent), nous pouvons affirmer
alors que la markovianité de X implique que p(y2|z1, 7o) = p(y2|72) lorsque X est fini* (proposition
(2.3) de [124]). L’égalité des marges droite et gauche a aussi une conséquence sur les lois marginales
conditionnelles des observations.

Théoréme 2.2.1. Soit Zn PMC stationnaire.
p(y2 |z2, 1) = p (Y1 |x2, 1) = p(yi |x;) pour i = 1,2 si et seulement si p(yn|x) = p(yn|zn)-

Démonstration. — Nous montrons d’abord I'implication directe.

Nous savons déja par la remarque 2.2.2 que

p(y2lze,z1) =p(y2|r2) = Vn, p(yn [X1:0) =P (Yn|Tn)

La méme démonstration s’applique a la chaine inverse pour laquelle nous montrons que &, (Z,) =

4Un résultat similaire a été montré dans le cas oit X' est continu mais tel que Z soit un processus gaussien
[128]. Dans ce cas-la, I’égalité des marges droite et gauche n’est plus nécessaire.
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D(Yn |Tr) car nous avons p(ya |T2,Z1) = p (Y2 |Z2). D’aprés la propriété (2.2.3), nous avons
p(ynlx) o< an(Yn)Bn(yn)

P (Wn|Tn) P (Yn|Tn)
P (Yns Tn)

Donc

p(ynlx) = p(Ynlen)

— La réciproque est immédiate.
En effet, nous remarquons que p (y2 |22, 21) = [ p(y2|x) p(X5:0 |2, 21 )pu(dX5:0) = D (y2 |72), et

donc Vn, p(yn|X) = p(ynlrn) = p(y2lre,z1) =p (Y1 |72, 21) = P (yi 7).
O

Nous avons donc p(yn|x) = p(yn|zn) = Xy chaine de Markov, ce qui montre la redondance
des hypothéses du modéle CMCa dans le cadre des modéles CMCo. Cependant, nous n’avons pas
équivalence entre ces deux hypothéses, & moins de supposer la réversibilité de Z .

Nous pouvons conclure que malgré la complexité accrue des modéles couples, le calcul du
MPM d’une CMCo a la méme complexité algorithmique que pour une CMCa. La différence réside
uniquement dans le calcul des probabilités de transition p(z,+1|2n), qui est effectivement plus
lourd pour les CMCo que pour les CMCa-BI.

Les CMCo qui ne sont pas des CMCa-BI présentent deux innovations par rapport & ces derniéres :

1. la dépendance des observations conditionnellement aux états cachés;

2. les lois marginales des observations peuvent dépendre de tout le processus caché, et plus

seulement de 1’état courant.

La premiére propriété est reliée a la dépendance induite par la densité p (y1,y2 |x1,22), alors que
Pégalité p(yn|x) = p(yn|z,) est reliée aux marges de p (y1,y2 |71, 22).

Ce changement suppose une modification dans la modélisation avec les CMCo. En effet, le
choix des densités p(yn|rn), appelées lois d’émission, est guidé par la connaissance physique ou
empirique du phénomeéne observé, par exemple une loi de Rayleigh pour l'intensité rétrodiffusée
par le sol en radar (voir le chapitre 3 pour la présentation de plusieurs modéles paramétriques
de lois d’émission adaptés & différents types d’information disponibles sur I’environnement radar).
Un modéle de Markov couple nécessite (et permet) une modélisation plus précise du phénomeéne

observé car la loi d’émission est décomposé comme le mélange de plusieurs lois :

K

P(Ynlzn) = Z P(Try1]@n)P(Yn |Tn, Ty
z;+1:1

et chaque composante représente différent comportement décrivant ’interaction entre les diffé-

rentes classes. Pour la modélisation d’une image, ceci permet d’intégrer des modéles différents

pour les zones frontiéres et pour les zones homogénes.
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2.2.3 Calcul des probabilités a posteriori et des estimateurs bayésiens

Pour la simulation de la chaine a posteriori ou le calcul du Maximum de p (x |y ), nous avons
besoin de connaitre la loi de Xy conditionnellement & Y n. Nous savons que c’est une chaine de

Markov non-homogéne dont nous pouvons calculer directement la densité de transition :

p (Yn+2:N, Zn+1)
P (Ynt+1:N, Zn)
P (Ynt2:N|Znt1) P(Zni1)
P (Ynt+1:N12n) p(2zn)
p (Yn+2:N|Zn+1)
P (Ynt1:n|2n)
P (Ynt2:N[Tn41, Yn+1) P(Tn, g1 )P (Yns Y1 |Tns Tng1)

Vn <N —1, p(znt1lXn,y) =

P(2nt1]2n)

K

Soit en normalisant

Brt1(@n+1)P(@n+1, Tn)P(Ynt1, Yn |Tns Tnt1)
VTn, Tptts P (Tnt1|Tn,y) = . > > > 2.19
e @ntalen, y) fﬁn+1(l‘n+1)p(aﬁn+1,$n+1)p(yn+1,yn|$n,$n+1)5(d$n+1) ( )

Par le méme calcul, nous pouvons obtenir une expression explicite pour les probabilités jointes a

posteriori :

p(CCNa $n+1|y) x p (Yn+2:N |yn+1a Tn+1yYns Tny Yn—1 )p (ajn-l-l, Yn+1 |$n; Yn, Yn—1 )p(‘rnv yn)

X ﬁn-{-l ($n+1)p($n+1, Yn+1 |$na yn)P(ﬂUm Yn)
soit en normalisant
@ (T0)P(Yn+15 Tnt1|Yns Tn) Byt (Tnt1)

vl'n, zn b 'Tn; zn = ’ ’ ’ ’ ’ ’ 220
P Ty ) = e et 2 [T ) Bt (T )T oA ry) 220

Ainsi, de méme que les probabilités marginales a posteriori se calcule directement par la propriété
(2.2.3) :

Vn, ZnwMmpm(y) = arg max () Bn(x) (2.21)

les expressions (2.19) et (2.20) permettront de calculer directement les probabilités jointes inter-
venant dans la simulation du processus a posteriori (ou ’estimation des paramétres, voir section
3.4.2).

Comme ’estimateur MPM, 'estimateur MAP d’une CMCo peut se calculer par une extension
de l'algorithme de Viterbi [134]. Nous décrivons cet algorithme, déja utilisé dans [53] mais sans
justification, qui permet de calculer avec une complexité polynomiale la séquence des états ayant la
probabilité d’occurrence maximum. Initialement, cet algorithme a été proposé pour les CMCa-BI
(cette propriété est perdue pour les champs de Markov cachés, et la recherche du MAP doit étre

réalisée par des méthodes optimisation telles que le recuit-simulé [6]). Nous recherchons la suite
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définie par

IMAP = (£n,MAP), <y = argH;E}VXP(X ly)

La solution recherchée est aussi le maximum de la probabilité jointe p(x,y). Nous introduisons
alors la quantité

Vn > 2, 6n(xn) = max p(Tn, Xn-1,¥n)

Xn—1

et nous notons 61 (1) = p(z1,y1)-

Proposition 2.2.2. Relation de récurrence des i,

Vn <N -1, 6n+1(xn+1) = H;axp(xn-i-layn-l-l |$na Yn )6n($n) (2.22)

Démonstration. Nous montrons que la maximisation globale sur X'V peut étre décomposée en une
succession de “petites maximisations”, en utilisant la factorisation de la fonction de vraisemblance.

Comme nous avons

VT, Tnit, p(l'nH,Xn,YnH) = p(il?nﬂ, Yn+1 |$n,yn )p(l’n,xn—l,y'n)

Le maximisation de p(Z,41,Xn,Yn+1) €0 X, se décompose en :

H)lcaXp(InH,XmYnH) = max p(Tni1,Ynt1 [T, Yn )P(Tn, Xn—1,¥n)
n 1

:ETL1 n—

soit encore

H)l(axp(xn-l-laxnayn-l-l) = H;axp(xn-i-layn-l-l |xnayn) X 671(-1'71)
n n

Remarque 2.2.3. Les 6, sont des bornes supérieures pour les probabilités jointes

V&ny1, VX, p(anrlemynJrl) < 5n+1(zn+1)

La seconde propriété sur laquelle est basée lalgorithme de Viterbi est que l’on peut déterminer

successivement les états &, map(y) en parcourant la chaine de maniére rétrograde.

Proposition 2.2.3. Siy est observé et si nous notons (2, map(y)), <, <y = argMaxyecxy~ p(X[y),

alors nous avons

JASNﬁMAP(y) = arg m:ilX 5]\[(1‘)
et
En_1,map(y) = arg max p(EN,mar(Y), YN |ZN=1,YN-1)0N_1(TN-1)
N-—-1

Démonstration. La premiére affirmation est vraie par définition de §y. La seconde affirmation pro-
vient de la relation de récurrence entre les vraisemblances du processus Z,, : p(z) = p(zn |zn—1)p(ZN-1)-

Si Zn map(y) est connu, la recherche de la valeur a I'instant N — 1 est obtenue par la maximisation
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suivante (en notant zy = (ZnMap(Y),yn))

arg  max p(zn |an-1)p(zn-1) = arg max {p(Zn,mAP(Y), YN [tn—1,yn—1)0n-1(2n-1)}
TN—-1,XN-2 ITN-—-1

O

L’algorithme de Viterbi se déroule en deux temps : le calcul récursif des bornes supérieures 9,,,

puis la détermination récursive (rétrograde) des &, map-

Algorithme 2.2.1. Algorithme de Viterb:

Vo, € X, 01(x1) = p(x1, y1)

Vn < N, Vz, € X, 0p(zn) = max {6p_1(2n-1) X p(Zn, Yn [Tn—1,Yn—-1)}

Tn—1

Nous avons alors

EN,mAp = argmax oy (x)
xT

et

Vn < N —1, T map = arg max {0n(xn) X P (Tns1,MAP Ynt1 |TnsYn )}

Comme dans sa version classique, la complexité de cet algorithme est O(NK?) : le calcul des
N fonctions J, nécessite K2 multiplications. Il suffit ensuite de chercher N fois un maximum
parmi K valeurs. Nous pouvons proposer des procédures d’estimation bayésienne MPM et MAP
trés générales®, la différence entre les CMCa, et les CMCo portent uniquement sur le calcul de la
matrice de transition du processus complet.

2.3 Modéles triplets

L’inférence bayésienne dans les modéles & données manquantes est facilitée lorsque le processus
a posteriori est markovien : il est possible soit de calculer exactement la loi a posteriori, soit de
I’échantillonner de telle sorte que ’on puisse approcher par Monte Carlo n’importe quel estimateur.
Cependant la markovianité du couple peut se révéler étre une hypothése trop forte pour Zy
(ou pour Xy conditionnellement & Y y). Les modéles triplet sont une extension des modéles
couples, pour lesquelles il reste possible de calculer “facilement” les probabilités p(x|y) ou de les
échantillonner [16, 123, 129).

5et donc conserver les mémes programmes informatiques pour le calcul des probabilités an, Bn, et de Xypm et
XMmap dans les modéles CMCa et CMCo. 1l suffit de modifier les procédures de calcul des matrices p (zn+1 |2n )
pour n =1..N — 1.
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Définition 2.3.1. Champ de Markov Triplet

Soit Ys un champ aléatoire observé et Xg le champ aléatoire des états cachés. Nous dirons
que Y5 est un champ de Markov Triplet (CMT) si il existe un processus auxiliaire Us = (Us), g
a valeur dans U (fini ou continu) tel que le processus joint Zs = (X,,Us,Y;), g s0it un champ de

Markov.

Si S = [1..N], nous dirons que Yy est une chaine de Markov triplet. Le processus Uy est
un processus latent inobservé similaire & Xy, et tous les processus marginaux sont donc marko-
viens conditionnellement aux autres. En particulier, (Uy, X ) est markovien conditionnellement
a4 Yy : nous pouvons donc calculer les probabilités p (2, un, |y ) €t p (@n, un |y, Tn—1, un—1) par les
récursions avant et arriére. La densité p (z,, |y ) s’obtient alors en intégrant la densité p (x,, un |y ),
ce qui est fait facilement lorsque ’espace U est fini, mais devient beaucoup plus difficile lorsque U/
est continu. Cela nécessite alors ’utilisation de méthodes de simulation et d’approximation telles
que les méthodes MCMC ou Monte Carlo séquentiel [60, 138].

Un modéle triplet peut donc se voir comme un modéle couple ((Uy, Xy ), Y ) dont le proces-
sus caché (Uy, X ) ne nous intéresse que partiellement. Nous pouvons dire de maniére équivalente
qu’un modéle triplet est un processus markovien partiellement (ou imparfaitement®) observé i.e.
il existe un processus markovien Zy a valeurs dans un espace Z (muni d’une tribu B(Z)) et
une fonctions ¢ mesurable et déterministe telles que nous observons Vn, Y,, = ¢(Z,,). Le modéle
triplet correspond au cas ol nous pouvons faire une décomposition “cartésienne” des variables
Zn = (Upn, Xn,Ys) et ot la fonction ¢ correspond & la projection 7y selon la derniére coordonnée.
Notre objectif est d’estimer la fonction wx (Z,), ou mx est la projection selon la deuxiéme coor-
donnée. Inversement, un processus markovien Z,, & valeurs dans Z telle que nous n’observons que
©(Zy), avec ¢ : Z — Y ( surjective) peut étre considéré comme un processus triplet. Si nous
choisissons une fonction ¢+ : Z — V (surjective), telle que la fonction z — (p(2), ¢t (2)) (de
Z — Y x V) soit une bijection” alors Y,, = ¢(Z,,) sera une chaine de Markov Triplet. Si nous
voulons estimer un processus h(Z,), nous posons X,, = h(Z,), et alors (¢*(Z,), Xy, Y,) est une
chaine de Markov.

Les modeéles triplets (ou modéles markoviens partiellement observés) rassemblent de multiples
extensions des MMCa introduits pour affaiblir les hypothéses des modéles classiques (MMCa-BI).
Ainsi, selon la définition du processus auxiliaire Uy, nous sommes en mesure de retrouver de
nombreux modeéles visant & relacher la stationnarité (la matrice de transition du processus Xy
évolue en fonction de U, [99]), la markovianité de Xy (U, est le temps de séjour dans chaque
état et ne suit plus nécessairement une loi exponentielle [127, 66, 84]) ou encore l'indépendance
conditionnelle (le processus (Y n, Uy) est une CMCa-BI conditionnellement & X [27]). Une liste
des différentes généralisations des CMCa-BI et leur réécriture sous forme de modéle triplet est
faite dans [129].

Un cas particuliérement intéressant est celui ol le processus auxiliaire est continu, car cela per-
met de formuler des modéles statistiques complexes en considérant que ce sont des observations
partielles de processus simples. Ainsi, si le couple (X,,,Y;,)n>1 est une chaine de Markov, alors le

processus (Y,,),>1 conditionnellement & (X,),>1 est un processus markovien. Un modéle simple

Spour reprendre la terminologie employée par L. Younes dans [158], concernant I’estimation par maximum de
vraisemblance de modéles plus généraux que les champs de Markov cachés.
7¢’est un changement de coordonnées non-linéaire
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de processus markovien est le processus autorégressif linéaire d’ordre 1 que nous pouvons écrire
Y11 = a(X,)Y, + 0(X,)e, conditionnellement & Xy, (€,,), étant un bruit blanc indépendant de
(Xn)n>1, de variance 1. Nous pouvons, afin d’améliorer le modéle, utiliser des modéles AR d’ordre
p, que nous pouvons toujours écrire sous forme matricielle Y, 11 = a(X,,)Y; + (X, )e, (les obser-
vations que nous considérons sont alors les vecteurs (Y;,),>1, et a(X,,) et 0(X,,) sont des matrices
dépendantes des états). Cependant la modélisation auto-régressive peut s’avérer insuffisante pour

décrire la richesse du processus et nous pouvons considérer qu’il est plutot de type ARMA, i.e.

p q
V?’L, Y, — Z gk (Xn)yn—K = €p — Z bl(Xn)en—l (223)
k=1 =1

avec (€n)nez bruit blanc. Or, tout processus ARMA admet alors une représentation “espace
d’états” :
Un-i-l,p = A(Xn)Ump“‘C(Xn)en—H
(2.24)
Y, = B(X.)Un,

avec Upp = (Uy ... U,_p). Ainsi si Y conditionnellement 4 X est un processus ARMA (de degrés
p, q constants), alors c’est aussi un processus triplet en considérant le processus U stationnaire
vérifiant la représentation (2.24). Le processus U est un moyen de varier et d’augmenter la com-
plexité des modéles utilisées pour décrire la dynamique de Y conditionnellement & X : l'utilisation

de modéle MMCa plus généraux (non-linéaires) que (2.24) est donc envisageable :

Un+1,p = f(Un,pa €n+1, A(Xn))
(2.25)

Yn = h(Un,pv gna B(Xn))

avec A, B des paramétres dépendant des états cachées X, et (¢,,) un bruit blanc normalisé.

Les modéles triplets permettent aussi une modélisation plus réaliste du signal radar, présentée
dans [27, 29]. Nous savons que la famille des vecteurs aléatoires sphériquement invariants (voir
section 4.2.1) donne une modélisation des trains d’onde en accord avec les données [44]. Il est donc
souhaitable qu’un modéle markovien pour la segmentation de signaux soit en accord avec cette
propriété. Soit (X, Y ) le processus joint, tel que les observations soient des vecteurs aléatoires
sphériquement invariants d’émission de moyenne nulle. Nous savons qu’il existe alors un troisiéme

processus Uy, appelé texture, tel que

¥Yn < N, Y, = U}, (2.26)

avec €, ~ N(0,%, ) (le speckle), et U,, de densité g(u,0,, ). Si nous supposons que les couples
(Un, €n)n sont indépendants les uns des autres conditionnellement & X, et que X est markovien,
alors (X,Y) est une CMCa-BI. Cependant, nous savons que les fouillis radar (i.e. les signaux
réfléchies par les obstacles naturelles) sont corrélés spatialement (méme en environnement homo-
géne), et que cette dépendance est due au processus de texture. Pour modéliser cette derniére,
nous faisons ’hypothése que U est une chaine de Markov conditionnellement & X (une hypothése

de Markovianité similaire a déja été proposé pour la simulation d’une texture corrélée avec marges
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gamma dans [104], ou encore dans [153]). Ainsi, la texture n’est pas observable directement, mais
Uest par le biais de la transformation (2.26).

L’ajout de la dépendance dans la texture complique les procédures de segmentation et d’es-
timation, en raison de son caractére continu. En effet, il n’est pas possible (hormis dans le cas
gaussien) de calculer analytiquement les probabilités avant et arriére de (x,,, u,, ). Malgré cela, nous
avons montré dans [27] grace & un algorithme proposé par Perez et Vermaak [120], et par un al-
gorithme d’échantillonnage Monte-Carlo séquentiel que nous pouvons calculer une approximation
des probabilités avant o, (z,u) et arriére (3, (z,u) et donc de la densité de lissage p(x,|yn). De
plus, ces modéles sont plus fidéles & la réalité, ce qui permet d’évaluer les impacts de la non-prise
en compte de la corrélation dans les traitements [29].

Les deux exemples précédents montrent que les modéles triplets permettent de décrire des
situations complexes, tout en conservant ’existence de procédures récursives pour le calcul des
probabilités a posteriori. La recherche de modéles encore plus généraux possédant cette propriété
a conduit & 'introduction des modéles partiellement markoviens, pour lesquelles la seule propriété
requise est la markovianité a posteriori du processus caché, [126].

Plus généralement, la théorie des modéles graphiques (voir Lauritzen [100]) montre que la ca-
pacité & calculer les probabilités d’intérét de lois multivariées spécifiées par des lois conditionnelles
tient au fait qu’il soit possible de factoriser la probabilité jointe de variables observées ou cachées
selon un graphe. Il est alors possible dans certains cas (lorsque le graphe ne posséde pas de boucle)
d’étendre les récursions avant-arriére pour effectuer la marginalisation (i.e. le calcul des densités
marginales d’intérét) : c’est I’algorithme de propagation des croyances de Pearl (belief propagation)
qui permet de calculer exactement les probabilités a posteriori. Cet algorithme a été étendu aux
graphes possédant des boucles sous le nom de loopy belief propogation, et permet de donner une
estimation des probabilités recherchées en itérant le processus de propagation jusqu’a convergence
[155]. La compréhension du succés en pratique de cet algorithme est le sujet actuel de nombreux
développements, [157, 92].



Chapitre 3

Estimation statistique des CMCa

3.1 Introduction

Nous avons présenté dans la partie précédente les régles de décision que nous utilisons pour
segmenter une image ou un signal. Celles-ci sont basées sur une modélisation probabiliste des ob-
servations et des états cachés et utilisent la loi de X conditionnellement aux observations Y .
Dans le cadre dans lequel nous travaillons, les densités a posteriori p (x |y ) sont inconnues et nous
devons d’abord les estimer avant de pouvoir segmenter une série d’observations y. Pour cette rai-
son, nous faisons ’hypothése que le processus Yy (ou Zy) est stationnaire, et que les densités
p(y1,y2 |T1,22) et p(x1,22) appartiennent & des modéles paramétriques. Il est alors possible, et
c’est le but de cette partie, d’estimer ces paramétres & partir des seules observations y et de calcu-
ler un estimateur plug-in (par injection) des probabilités a posteriori d’appartenance aux classes
p(zn |y) en utilisant ces estimations des paramétres. La segmentation réalisée avec les probabi-
lités (P(zn |y ));<,<n €St appelée segmentation non-supervisée, par opposition & la segmentation
supervisée effect:lé; avec les vrais probabilités.

Il peut paraitre détourné dans le cadre de la segmentation d’une image, d’estimer les para-
métres des lois d’émission, alors que nous voulons simplement avoir un estimateur des probabilités
a posteriori. Cette approche est motivée par la possibilité d’utiliser les nombreux outils de la
statistique paramétrique, et de bénéficier de résultats théoriques puissants (pour l’estimation, no-
tamment au sujet du maximum de vraisemblance) [45]. De plus, la modélisation paramétrique
donne des résumés compacts des classes, permettant de les caractériser. Cependant, les résultats
des procédures d’estimation sont & manipuler avec précaution, parce que ’estimation correcte
des paramétres n’assurent pas forcément une estimation correcte des probabilités a posteriori. Il
est difficile de relier la qualité et la variabilité des estimateurs des paramétres des lois d’émis-
sion, & celles des estimateurs p(z,, |y ) et des régles de segmentation qui leur sont associées. Pour
cette raison, nous nous intéresserons dans les chapitres suivants, & ’écart entre taux d’erreur en
segmentation supervisée et non-supervisée.

Si nous revenons au probléme statistique de 'estimation d’une CMCa-BI (ou de maniére géné-
rale d'une CMCo), celui-ci sort du cadre classique de Iestimation paramétrique, et s’inscrit dans
la problématique de I’estimation des modéles & données manquantes (ou & variable latente), qui

n’est pas sans poser des problémes théoriques et pratiques importants. Si depuis les travaux de

35
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Baum et Petrie [13], la méthode du maximum de vraisemblance est largement utilisée pour 'esti-
mation des nombreux modéles de Markov cachés proposés depuis les années 60!, ce n’est qu’assez
récemment qu’ont été montrées les bonnes propriétés de cet estimateur dans un contexte général
(voir [32] pour un panorama des récents résultats en inférence des CMCa). Il n’en reste pas moins
que la recherche du maximum global de la vraisemblance constitue une réelle difficulté a laquelle
des solutions partielles ont été proposées, parmi lesquelles ’algorithme EM et ses nombreuses
variantes.

Parallélement, le développement de méthodes d’échantillonnage performantes et flexibles :
MCMC et échantillonnage d’importance (Importance Sampling) [138], Monte Carlo sequentiel
[60], permet & ’approche bayésienne de fournir un estimateur dans le cadre de modéles trés com-
plexes, et se préte particuliérement bien & 'inférence des MMCa. De plus, le nombre de classes
peut étre estimé conjointement aux paramétres du modéle grace aux chaines de Markov Monte
Carlo a saut réversible (Reversible Jump Markov Chain Monte Carlo ou RIMCMC, introduit par
Green dans [80]), en considérant plusieurs modéles et en “sautant” de 'un & I’autre [136]. Finale-
ment, ’estimation bayésienne en segmentation statistique donne des méthodes globales que I’on
appelle pleinement bayésienne, dans lesquelles processus caché et paramétres sont estimés conjoin-
tement. Ce traitement permet d’éviter les reproches faits & une segmentation non-supervisée en
deux étapes, mais la complexité d’implémentation et la lourdeur des simulations ne permettent pas
toujours d’envisager cette approche, notamment en traitement d’images ot la taille des données
peut étre trés grande, ou en traitement radar sous la contrainte d’applications temps réel.

L’une comme ’autre de ces méthodes butent sur la complexité de la vraisemblance des CMCo :
alors que 'algorithme EM et ses variantes ne cherchent que le maximum de la vraisemblance, les
méthodes bayésiennes explorent la vraisemblance dans sa totalité. La difficulté de ce probléme in-
cite & utilisation des fonctions plus faciles & explorer, choisies pour la complexité des calculs qu’ils
nécessitent. Pour contourner ce probléme de maximisation, le principe d’Estimation Condition-
nelle Itérative introduit dans [122], propose de calculer ’espérance d’un estimateur défini sur les
données complétes conditionnellement aux données observées. Cette opération est répétée jusqu’a
la stabilisation de la suite des itérés, en s’inspirant de la dynamique de l’algorithme EM avec le-
quel il est équivalent sous certaines conditions, [50]. L’avantage de cette méthode est de permettre
I’emploi d’estimateur ad hoc, ce qui évite d’avoir & calculer les vraisemblances, et & les maximiser.

L’objectif de cette partie est de présenter les méthodes d’estimation que nous avons utilisé par
la suite dans le cadre des CMCa-BI (chapitre 3) et des CMCo (Chapitre 4), et nous mettons en
évidence les ressorts théoriques sur lesquelles elles reposent. Nous exposons d’abord les résultats
théoriques existants pour 'EMYV, qui motivent son emploi pour l'estimation des CMCa-BI, ainsi
que pour les processus autorégressifs a changements de régime markovien (ou Switching AutoRe-
gressive process, SAR) qui sont un cas particulier de CMCa. Nous rappelons alors I’algorithme EM
et quelques variantes pour le calcul de 'EMV des modéles & données manquantes et nous donnons
son expression particuliére pour les mélanges finis.

Nous étudions ensuite une méthode alternative et originale d’estimation des modéles & données
manquantes & 'aide de la théorie des fonctions estimantes. Cette approche a été proposée de

maniére trés générale, par Heyde et Morton dans [90]. Nous développons particuliérement dans

1Pour un apercu des travaux théoriques ou appliquées relatifs aux HMM sur les 10 derniéres années, voir la
bibliographie “10 years of HMM?”, accessible sur internet http ://www.tsi.enst.fr/~cappe/docs/hmmbib.html
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cette partie la projection, au sens de ’espérance conditionnelle, des fonctions estimantes. Ceci nous
permet de définir clairement une nouvelle de familles de fonctions estimantes pour les modéles a
données manquantes, et d’en donner les premiéres propriétés de base. Nous donnons aussi de
premiers éléments pour la démonstration de la consistance des estimateurs que I’on peut déduire.

Nous proposons alors une méthode de résolution de ces fonctions estimantes, appelée Estima-
tion Conditionnelle Itérative (ECI), qui permet de retrouver en particulier I’algorithme EM. Nous
donnons certains résultats sur le comportement asymptotique de cette méthode, similaires & ceux
existants pour 'algorithme EM. Nous montrons aussi comment ’algorithme ECI permet de re-
formuler le principe d’Estimation Conditionnelle Itérative, introduit par Pieczynski dans [122], et
de retrouver d’autres algorithmes précédemment proposés pour ’estimation de modéles & données

manquantes.

3.2 Maximum de vraisemblance dans les CMCa

Dans le contexte de la segmentation non-supervisée, nous sommes en premier lieu intéressés
par 'obtention d’un estimateur ponctuel des paramétres. Pour cette raison, nous rappelons des
conditions de consistance forte de 'EMV, obtenues pour les CMCa-BI par Leroux ([102]), dont
Iavantage est d’étre assez peu exigentes. Nous signalons aussi la consistance forte et faible de
PEMY pour les SAR démontrée récemment par Douc, Moulines et Ryden [59] dans un cadre assez
général. L’intérét de ces résultats est de justifier dans un grand nombre de situations pratiques
le “bon comportement” des procédures utilisées. Outre I’intérét propre de la connaissance de la
vitesse de convergence de 'EMV par un résultat de normalité asymptotique, celle-ci est reliée a
I’écart observée entre taux d’erreur de segmentation supervisée et non-supervisée. Cependant, la
complexité du lien entre la variance des estimateurs utilisés et le taux d’erreur est tel qu’il est
souvent nécessaire pour le praticien d’avoir recours & des simulations pour s’assurer en dernier
lieu de la fiabilité et de 'intérét des procédures proposées. Pour cette raison, I’étude de la qualité
des estimateurs est complétée par une étude de la variabilité des taux d’erreur en segmentation
non-supervisée.

Nous décrivons tout d’abord la structure générale du modeéle paramétrique de CMCa-BI que
nous utilisons dans les applications (voir Chapitre 3) et nous commentons les hypothéses de Leroux
qui garantissent la consistance de ’EMV pour ce type de modéle. Dans un second temps, nous
décrivons le cas particulier de CMCa pour lequel Douc et al ont montré la convergence de 'EMV.

3.2.1 Le modéle CMCa-BI

Le processus caché X = (X,,),>1 est une chaine de Markov stationnaire, dont la matrice
de transition est notée A. Nous supposons qu’elle admet une unique loi stationnaire 7 € S ou
S = {(Wi)lgigK ERK|[YF m=10<m< 1}.

Le processsus des observations est noté Y = (Y},),>1 et nous supposons que chaque densité
p(y1 |zr1 = k) appartient & un modéle paramétrique {f(y,0k),0r € Ok}, k = 1..K. Le modéle
CMCa-BI est paramétré par le vecteur de paramétres ¢ = (A,0 = (0x)1<k<k) appartenant a
I'espace ® = SE x O, x---xO . Nous supposons que les espaces O, sont des parties de R4, dj, > 1.

Dans la quasi-totalité des applications traitées par la suite, toutes les lois appartiennent au méme
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modéle statistique indexé par un ensemble O.

Cette restriction sur les types des lois de chaque classe est trés largement répandue dans les
applications et a pour justification de simplifier la mise en oeuvre informatique et de faciliter
Pinterprétation des classes (il suffit de comparer les paramétres estimés). Cependant, il existe des
cas ou 'utilisation de types de loi différents a une interprétation précise. Par exemple dans le cadre
de la classification de données directionnelles, McLachlan (voir [109], chapitre 11 et les références
a Pintérieur) décrit les classes d’intérét par des lois de Von Mises-Fisher (caractérisées par une
direction moyenne et un coefficient de dispersion) et introduit une classe avec une loi uniforme sur
la sphére correspondant & une classe “bruit de fond”. 11 s’agit de situations ol une réflexion sur
le comportement physique (aléatoire) des classes est traduite en terme de choix de modéles. Le
méme travail a été effectué en télédétection, pour décrire les différences de fluctuations de 'intensité
rétrodiffusée selon les zones géographiques dans des images SAR (Delignon, [49]). Les mélanges
généralisés, étudiés par Giordana et Pieczynski dans [78], sont des modéles dans lesquelles 1’a
priori sur le type de loi pertinent pour chaque classe est beaucoup moins fort : plusieurs modéles
paramétriques de lois sont en concurrence, et c’est lors de ’étape d’estimation qu’est choisi le
modéle paramétrique collant le mieux aux données, grace & un critére de décision (basé sur la
distance de Kolmogorov par exemple). La méme idée a été développé dans [48], en utilisant le
systéme de Pearson? P, ce qui permet de sélectionner le modéle le plus adapté conjointement & la
phase d’estimation. Finalement, Y est un processus stationnaire tel que la densité de Y, soit le

mélange paramétrique

K
PWn®) =D 7 (Yn, 0h) (3.1)
k=1

et dont la structure de dépendance est décrite par la matrice A. Nous notons p (y,, ¢) la densité
deY, = (Y1,...,Y,) égale &

N
PYmd) = Y. 7 f1,00) [ awi roif (i, 0z,) (3.2)
T1,..., TN 1=2

Le modéle CMCa-BI est donc un prolongement au cas dépendant du modéle statistique de mélange

utilisé pour la classification de données indépendantes.

3.2.2 Les hypothéses de Leroux

La démonstration de Leroux de la consistance forte3 de 'EMV suit la stratégie en trois étapes
de Wald, [150] :

1. Convergence de la log-vraisemblance normalisée 1 log (p(Yn, ¢)) vers une fonction A(¢), Py,
presque-siirement (¢ est le vrai paramétre) ;

2. Vérification que cette fonction limite A est un contraste, i.e. vérifie

M) < Mo) et (M(9) = A(¢o) = ¢ = o) ;

2L’intérét de ce modéle réside dans la réunion, dans le méme formalisme, de familles paramétriques ayant des
expressions et des supports différents (les lois normales, gamma et beta appartiennent & P). Ceci interdit par contre
une estimation par maximum de vraisemblance et ’estimation se fait alors par les moments.

3La consistance forte désigne la convergence presque-siire, et la consistance faible consiste en la convergence en
loi.
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3. Convergence du maximum de  log (p(Y,,®)) vers celui de A, i.e.

lim arg max (% log (p(Yn,9))) = arg max A(9)

n—oo

Nous développons dans cette section les hypothéses de Leroux qui permettent ’aboutissement
de ce plan, en donnant, lorsque c’est le cas, une traduction pratique de la pathologie que les
hypothéses cherchent & éviter pour garantir le bon comportement de 'EMV.

L’accomplissement, de I’étape 1 repose sur la propriété d’ergodicité* du processus Y, ainsi
que sur D'existence de certains moments qui permettent d’étendre la propriété de convergence au
processus de log-vraisemblance logp(Y,,). L’ergodicité du processus Y découle de 'ergodicité du
processus caché X : pour cela, on suppose que la matrice A est irréductible (cf. annexe C) ce qui
implique que le processus X est positif récurrent. En particulier, cela impose que la loi stationnaire
m charge tous les états ( Vk, m > 0), et donc que le nombre d’états K soit correct. Pour avoir la
convergence presque-stire de la log-vraisemblance normalisée, Leroux suppose aussi que :

- Vk < K, Ey, [[log(f(Y1,0k))|] < 0o, ou ¢ est le vrai parameétre;

LAt
- VO, € Ok, 30 > 0, Ey, [Sup||9k—9;|<6 (1og(f(Y1,9k))) } < o0, ot 1T = max(0, z).

L’étape 2 consiste & montrer que la fonction limite A est une divergence de Kullback-Leibler entre
des lois de processus. La possibilité de conclure que A\(¢p) = A(¢pg) = ¢ = ¢ repose alors
sur l'identifiabilité du modéle paramétrique, i.e. 'injectivité de la paramétrisation : si p(y, @) =
p(y, o) presque-stirement alors ¢ = ¢g (p(y, ¢o) est la densité du processus Y). L’identifiabilité de
la loi du processus Y découle de I'identifiabilité du mélange (3.1), grace a un résultat de Teicher sur
l'identifiabilité des produits de mélange de lois [148]. Cependant l'identifiabilité d’un mélange ne
peut étre définie qu’a une permutation prés des classes, mais cette difficulté peut étre contournée
en considérant la convergence de 'EMYV modulo la relation d’équivalence de permutations d’indices
des paramétres. Il est donc supposé I’identifiabilité forte du modéle, définie par

K K
Zﬂ'kf(y,ek) = Zﬂ';cf(y,@;c) p—ps = Vk<K, m =, et 0 =0, (3.3)
k=1 k=1

Remarque 3.2.1. L’invariance par permutation des indices de la loi du processus pose aussi des
problémes dans la recherche numérique du maximum de vraisemblance. L’invariance signifie que
nous avons K! mazima globauz de la log-vraisemblance et non plus un seul (lorsqu’il en existe un),
ce qui en complique la recherche en pratique. En effet, pour résoudre les équations normales défi-
nissant UEMV, nous sommes amenés a construire des suites d’estimation des parametres qui amé-
liorent en moyenne la vraisemblance de l’échantillon (par exemple avec l’échantillonnage MCMC
pour Uestimation bayésienne), et 'on essaye souvent d’améliorer la précision de l’estimateur en
moyennant sur les derniéres itérations considérées proches d’un mazimum. La multiplication des
mazima rend cette opération potentiellement dangereuse, car la moyennisation peut donner alors
un estimateur final sous-optimal situé entre deux mazxima de la log-vraisemblance. Ce phénomeéne

4S0it Y = (Yn)nez @ (2,4, P) — (VZ,B(Y?)) un processus stationnaire et 7 1’opérateur de décalage sur
(VZ,B(¥2)), tel que siy = (yn)ncz € Y%, nous ayions T(y) = (Yn+1)ncz. Nous notons T = {A|T~1(A) = A}
la tribu des invariants de T, et J = Y ~!(Z) la tribu image. Le processus Y est ergodique si la tribu J est
telle que B € J = P(B) = Ooul. Ceci implique alors le théoréme ergodique de Birkoff qui affirme que
% Sr_1 f(Yy) — E[f(Y1)] P-presque-strement (et aussi dans L!), pour tout fonction f mesurable et intégrable.
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impose donc de vérifier les zones dans lesquels évolue l'algorithme d’estimation. Ce probléme est
intrinséque aux modéles de mélange, et apparait méme lorsqu’il n’y o pas de maxima locaux.

Enfin, la démonstration de la troisiéme étape repose de maniére essentielle sur les propriétés
de continuité en 6 des densités f(y,6), et de compacité de ’espace des paramétres . En effet,
lexistence d’un maximum de la log-vraisemblance gZ;n pour tout n est garantie si les densités
des lois d’émission (et donc la vraisemblance) sont continues et que l'espace des paramétres est
compact®. La nécessité de ’hypothése de compacité est illustrée par I’exemple classique (donné par
Robert dans [137]) d’un mélange de lois normales, paramétrées par les moyennes et les variances
(my,0?). Si nous prenons © = R x R**, la vraisemblance calculée avec un échantillon (yi,...,yn)
n’est pas bornée supérieurement, ce que ’on peut voir en prenant pour m; = y; et en faisant
tendre o7 vers 0. Il est donc nécessaire dans ce cas de borner et de fermer 1’espace des variances
en excluant 0. De méme pour les proportions, il faut se limiter & un compact “loin” des bords du
simplexe S puisque nous considérons des mélanges dont les proportions sont toutes strictement
positives. Ainsi, en toute rigueur, la recherche du maximum de la log-vraisemblance doit se faire
sous contrainte d’appartenance & un compact convenablement défini selon le type de modéle. En
pratique, cette maximisation est faite sans contrainte, et les “solutions divergentes” sont écartées.

3.2.3 D’autres résultats de consistance pour les CMCa

Les techniques de démonstration utilisées par Mevel [112], et généralisées par Douc et Matias
ont permis de traiter le cas des modéles CMCa-BI non-stationnaires (i.e. P(X;) # 7), ainsi que
celui ou ’espace d’états est seulement compact. Cette généralisation justifie donc 1’utilisation de
Pestimateur du maximum de vraisemblance dans les modéles & espaces d’états continus, fermés
et bornés (si nous sommes dans R?) et pas seulement finis. Cependant, les modéles couramment
utilisés en statistique et traitement du signal (notamment dans le contexte du filtrage de Kalman)
ont des espaces d’états non-bornées, ce qui limite la portée pratique de ces résultats.

Les consistances forte et faible de '"EMV ont pu étre montrées pour les processus autorégressifs
a basculement (voir Douc, Moulines et Ryden, [59]), qui n’appartiennent plus & la classe des pro-
cessus CMCa-BI : le processus des observations est une chaine de Markov conditionnellement au
processus des états. Ces modéles sont utilisés entre autres en économeétrie [85], ainsi qu’en controle
adaptatif [61], et en suivi de mouvement [36]. Ils sont paramétrés de la maniére suivante : le pro-
cessus X est une chaine de Markov homogéne, de densité de transition ¢4, et Y est une chaine de
Markov (de taille de mémoire égale & s) conditionnellement & X, de densité de transition (homo-
géne) gs(ys+1|Ys, Ts+1 ) ne dépendant que de ’état courant. La densité de Y y conditionnellement

aux valeurs initiales y_s11.0 = (yo, ..., y—s+1) S'écrit :

Ps(¥|y—st1:0) = /"'/p(l”l)gqb(yl [y —s+1:0, T1) HQ¢($N71,1'N) ngb(yN lyN—s:N—1, TN )d(dx)

Une représentation stochastique de ce type de modéle existe pour le modéle autorégressif linéaire

5ou bien comme le fait Leroux, I’ajout de 1’hypothése de nullité & I’infini des densités 0 — f(y,0) permet
de compactifier ’espace des paramétres en rajoutant un point 6, et de traiter ainsi des espaces de paramétres
non-nécessairement bornés.
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4 saut pour lequel nous avons :
Yo = ap(Xn, ) Yn ik + 0(Xn)en (3.4)
k=1

La démonstration de la consistance et de la normalité asymptotique de 'EMV suit toujours la
stratégie de Wald et utilise les propriétés de Markovianité du processus joint Z et du processus
a posteriori (X, |Yy),~;. L’argument clé est la possibilité d’approcher la log-vraisemblance (ou
le Hessien) par une for;ctionnelle additive d’une suite stationnaire pour laquelle une loi forte
des grands nombres existe. Ceci permet de montrer que la log-vraisemblance converge presque-
stirement et uniformément vers une fonction contraste. Les hypothéses formulées impliquent entre

autres ’ergodicité uniforme (voir Annexe C) de la chaine de Markov compléte Z = (X,Y).

3.3 Détermination du nombre de classes

Les résultats de convergence de 'EMV, et les procédures de calcul que lui sont associées,
supposent que le modeéle utilisé {p(:, ), € P} est “suffisamment grand” pour qu’il existe un
paramétre ¢* tel que y soit une réalisation d’une variable aléatoire ayant pour densité p(-, ¢*). Or
le modéle {p(-, ¢),» € @} repose sur 4 hypothéses faites sur la loi du processus Y :

1. Le processus caché a K états;

2. Les densités de chaque classe appartiennent aux modéles {f (-,0),0 € ©};

3. La dépendance entre les observations est le fait d’un processus caché markovien stationnaire ;
4

. Les observations sont indépendantes conditionnellement aux états.

1l est alors souhaitable aprés I’estimation, de vérifier a posteriori si ces 4 hypothéses sont vérifiées,
pour évaluer la validité des conclusions que nous pouvons tirer du modéle estimé. Nous traitons
ici uniquement de l'adéquation de ’hypothése 1. La vérification des hypothéses sur la structure
de dépendance de Y (hypothéses 3 et 4) est abordée dans le chapitre 5. L’adéquation des modéles
des lois d’émission est traitée entre autres par MacKay, [3]. Au-delad de laspect “controle” des
résultats statistiques, la vérification de I’hypothése 1 participe & une meilleure compréhension de la
structure cachée. En effet, dans le cas de la segmentation non-supervisée, cette vérification a un role
inférentiel et est appelée “détermination (voire estimation) du nombre de classes”. Nous sommes
alors dans une optique de choix de modéles et & cette fin, différents outils ont été développés : les
tests statistiques, les critéres informationnelles et de vraisemblance pénalisée.

L’approche classique, basée sur un test du rapport du maximum de vraisemblance, doit faire
face & des problémes de détermination de la loi asymptotique de la statistique du test, en raison
des problémes d’identifiabilité du modéle (dues & des composantes du mélange qui sont nulles).
Gassiat et Keéribin [72] ont proposé un test séquentiel de déterminiation de K pour les CMCa-BI,
en utilisant de test du rapport de vraisemblance. Cependant, cette méthode n’est pas satisfaisante
en pratique, car le test se présente sous la forme

HQZ K:p

H: K=p+1
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ou p est un entier. Le test est alors effectué de maniére croissante et a tendance & s’arréter trop
tot, si bien que 'on ne peut tester des nombres “grands” de composantes (voir [109]). Une seconde
difficulté consiste en I’apparition du niveau de confiance du test, qui devient un paramétre & choisir
et dont 'influence sur la qualité de la segmentation n’est pas toujours clair.

De nombreuses méthodes existent pour le choix de modéles statistiques [109, 63], et nous nous
concentrons sur les critéres informationnels AIC [30] et BIC [65], largement employés dans le
contexte des chaines de Markov cachées.

3.3.1 Critére AIC

Introduit par Akaike en 1973, le critére AIC (An Information Criterion) consiste en une cor-
rection du biais dans I’estimation de la divergence de Kullback-Leibler entre la loi obtenue par
EMV et la vraie loi Py dont est issue ’échantillon y. La divergence de Kullback-Leibler est une
mesure d’écart entre mesures de probabilités ou entre densités (ce n’est pas une distance parce
qu’elle ne posséde pas la propriété de symétrie).

Définition 3.3.1. Divergence de Kullback-Leibler

Soient P,Q deuzx mesures de probabilités sur (2, A) tel que P admette une densité (dérivée de

Radon-Nikodym) relativement a @, notée g—g. La divergence de Kullback-Leibler entre P et Q est
dP
D(.Q) = [ 105 (55)) Plas
Q dQ

Si p et q sont deux densités relativement a une mesure de référence u,on note

D(p.q) = / log (g(y)) p(y)u(dy)

Etant donné des observations y, l'objectif du critére AIC est de choisir parmi M modéles
paramétriques P(®;) = {Pp, ¢ € ®;}, ¢ = 1..M, le plus proche de P, au sens de la divergence de
Kullback-Leibler. Pour chaque modéle P(®;), TEMV ¢,;(y) est le point qui minimise la divergence
de Kullback observée. Pour faire le choix du modéle au vu des données, nous comparons donc les
divergences entre I et le point le plus proche P,y au sein de chaque modeéle P(®;). La quantité
d’intérét est alors la moyenne de la divergence entre Py et Py, (y). Celle-ci a pour expression
Epyx [D(POa P¢i(Y))}

Ep, 5 [log(Po(V))] = Bryox By, 5 (o8P ) (V)] (3.5)

Le premier terme de I’Eq. (3.5) est une constante, et il suffit de comparer le second terme pour

chaque modéle P(®;). Nous pouvons estimer ce terme & partir de y par log( PZ"?&)) dont la
Yy
Po(Y)

P¢¢(y)(Y)

et Ep,y [E Po.¥ [log(P¢(Y) (?))H sont différentes. Akaike a mis en évidence ce biais asymptotique

moyenne est Ep, v [1og(

Epyv [l08(Poy) (Y))] = Epyv [Epoy [log(P¢(Y)(§7))H B

)} . Cet estimateur est biaisé parce que les quantités Ep, vy [log(Pyv)(Y))]
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Ainsi la quantité & maximiser pour minimiser Ep, y [D(Po, Py, (v))] n’est pas la quantité log(Py(y)(y)),
mais la quantité log(Pyy)(y)) — B.

Une approximation asymptotique au premier ordre de B est |®;|, le nombre de paramétres
libres estimés dans le modéle ®,. Le critére d’Akaike & maximiser est donc

AIC; = log(Fy,(3)(y)) — |®i (3.6)

3.3.2 Critére BIC

Le critére BIC (Bayesian Information Criterion) apparait lors de 1’étude du comportement
asymptotique du rapport de Bayes pour la détermination du meilleur modéle P(®;), i = 1..M.
Le point de départ, bayésien, est de considérer que le type de modéle est lui aussi une variable
aléatoire qui est estimée par MAP. Sous I’hypothése d’uniformité de la loi a priori sur les modéles,
cela conduit & comparer les probabilités P(y |P(®;)). Les intégrales définissant les vraisemblances
intégrées

Ply [P(®;)) = / Py 61, P(®:))P(6; [P(®:) )

sont rarement calculables et doivent étre approchées par la méthode de Laplace. Sous des conditions
techniques, on obtient un développement asymptotique du logarithme du rapport de Bayes. Ce

dernier est défini entre deux modéles P(®;) et P(P;) par :

Le développement asymptotique du logarithme (au premier ordre en le nombre d’observations N)

est :

g By = Lily, 6:(y) — Li(y,05(3)) = 3(1%i] = 1@ ) log N
ol ¢;(y) est 'estimateur MAP du paramétre ¢;, et L;(y, ¢;) est la log-vraisemblance du modéle
P(P;). Ce résultat est doublement remarquable :

— pour comparer 2 modéles, il suffit de calculer la quantité L;(y, ¢;(y)) — 3 |®:|log N (le BIC)
et de prendre le modéle qui la maximise.

— L’approximation au premier ordre ne dépend pas des loi a priori des modeéles P(¢; |P(®;)).
Ainsi, méme si le BIC est déduit par des arguments bayésiens, il est utilisable en 1’état dans
la démarche fréquentiste : c’est ce qui “autorise” son utilisation notamment dans le cadre de
la sélection du nombre de classe d’'une CMCa-BI, lorsque 'estimateur des paramétres est

obtenu par maximum de vraisemblance.

3.3.3 Vraisemblance pénalisée

Les critéres AIC et BIC posent des problémes dans leur applications aux mélanges, et en
particulier aux CMCa-BI. Le critére AIC se révéle étre un mauvais estimateur du nombre de

classes [109, 22]. En effet, AIC “ne pénalise pas assez” les modéles ayant beaucoup de classes car
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le terme de complexité ne tient pas compte de la taille de I’échantillon y, contrairement & BIC. Ce
dernier se révéle satisfaisant pour sélectionner le bon nombre de classes. Cependant, son utilisation
rigoureuse repose sur des hypothéses dites de Laplace-régularité (conditions données par Kass et
Raftery [96] permettant le développement asymptotique évoqué dans le paragraphe précédent)
dont la justesse est soit invérifiable, soit irréalisable dans les modéles & données manquantes.

Ces critéres informationnels aboutissent & des critéres de vraisemblance pénalisée et leur mise en
pratique met clairement en évidence la caractére décisif de la vitesse de croissance de la pénalisation
(en fonction de la taille de I’échantillon). Dans [71], Gassiat propose des conditions suffisantes de
vitesse de croissance pour garantir la sélection du bon nombre de classes presque-stirement (sans se
préoccuper de la maniére dont ces pénalisations ont été construites). Le processus Y est considéré
uniquement comme un processus stationnaire tel que la densité de Y, soit un mélange de K
densités. Pour tout N, on introduit la fonction de pénalisation K +— an(K) qui permettra de
construire la vraisemblance (marginale) pénalisée du processus, dont la maximisation (sur K)

donnera un estimateur KX du nombre de composantes. Le critére étudié est :

N
L= ] s &) — an (K 3.7
K ggé; 0g P(Yn, ¢i) — an (K) (3.7)

ce qui donne pour Pestimateur du nombre de classe :

N
K = 1 ) K
arnggX{ g;;; 0g P(Yn, di) — an( )}

i
Les conditions suffisantes pour assurer la consistance forte de ’estimateur K sont :

1. K — an(K) est une fonction croissante
2. K1 > Ky — aN(Kl) — aN(Kg) — N—ooo +00

3. VK1, Ky, MEgenliel .y 0

La fonction de pénalisation de BIC, de la forme ay(K) = % log N, vérifie ces conditions. Ceci
vient a posteriori expliquer le bon comportement de 1'usage de BIC pour la détermination du
nombre de classes dans les CMCa. Cependant, ce résultat permet juste de déterminer la bonne
vitesse pour an(K), et pose alors le probléme de la détermination pratique du coefficient mul-
tiplicatif modulo lequel est défini une fonction de pénalisation vérifiant les hypothéses 1, 2 et
3.

Remarque 3.3.1. Hypothéses de mélangeance

Le théoréme 2.1 de [71] affirmant la convergence presque-sire de ’estimateur K utilise | "hypo-
thése CMCa-BI dans sa démonstration uniquement pour affirmer la 3-mélangeance® du processus
observé (Y, )n>1 (celle-ci est transmise a Y par la chaine de Markov cachée X ). Le méme résultat
de consistance s’applique donc si l’on suppose directement que le processus Y est (-mélangeant,
sans pour autant étre une CMCa-BI. Ainsi la méme pénalisation fournit un estimateur fortement

consistant du nombre de classes pour les CMCa et CMCo (3-mélangeantes.

Svoir section 4.2
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3.4 Détermination de ’EMYV

La détermination pratique de ’EMYV pose un difficile probléme d’optimisation, ce qui provient
de la forme particuliére de la densité (3.2). La complexité de 'optimisation provient essentiellement
de la modélisation par mélange de lois, et les mémes difficultés apparaissent dans le cas des mélange
de lois indépendantes”, des champs markoviens ou des réseaux bayésiens.

Nous rappelons dans cette partie algorithme Espérance-Maximisation ( Ezpectation-Mazimization,
EM) qui est une des méthodes les plus couramment utilisées pour rechercher les maxima de la
vraisemblance d’un mélange de lois. Nous le présentons tout d’abord dans le contexte général des
modéles 3 données manquantes, ainsi que sa variante EM Stochastique (Stochastic-EM, SEM).

De par la paramétrisation que nous avons utilisée, les paramétres des lois d’émission et de
la loi du processus X ne sont pas liés, si bien que la loi du processus caché Xy (i.i.d, chaine
ou champ de Markov) n’a pas d’impact sur ’expression des formules d’estimation des 6 : en
effet, le processus caché n’intervient dans I’algorithme EM qu’a travers les probabilités marginales
a posteriori. Ainsi les algorithmes développés dans cette section pour les CMCa-BI (ainsi que
ceux dans le chapitre 3), peuvent étre utilisées pour différentes structures cachées, lorsque les
observations restent indépendantes conditionnellement & Xy (MMCa-BI).

3.4.1 L’algorithme EM

Dempster, Laird et Rubin, ont, dans leur article de 1977 [52], formalisé I’algorithme EM et
démontré ses principales propriétés. Il s’agit d’un algorithme général de recherche de maxima
de la log-vraisemblance, au méme titre que les méthodes d’optimisation numérique (itérative) de
type Newton-Raphson ou descente du gradient (voir la monographie de McLachlan et Krishnan
[108]). A la différence des habituelles méthodes d’optimisation, ’approche EM a une interprétation
statistique reposant sur la notion de modéles complet et incomplet. Nous décrivons de maniére
générale le mécanisme de ’algorithme.

Nous supposons que nous avons observé u, réalisation d’une variable aléatoire U, dont la
densité p(u, ¢) (relativement & une mesure p) appartient & un modéle paramétrique indexé par
un ensemble ®. L’objectif est de déterminer argmaxyeca log(p(u, ¢)). Nous notons L(u, ¢) la log-
vraisemblance de u, appelée aussi log-vraisemblance incompléte ou observée. Nous supposons qu’il
existe une variable aléatoire V de densité p.(v, ¢) et une fonction déterministe ¢ tel que U = (V)
(U est une observation partielle de V) : la variable V est appelée donnée compléte et U est appelée
donnée incompléte. Si v est une réalisation de V, L.(v, ¢) = log(p.(v, ¢)) est la log-vraisemblance
compléte ou complétée. Enfin, nous écrirons simplement Ey4 [h(V)|u] (si & est une fonction) pour
désigner ’espérance conditionnelle Ey [A(V) |U] évaluée au point u.

Partant d’un parameétre initial ¢¢, ’objectif de I’algorithme EM est de construire une suite de
paramétre (¢,),~, telle que (L(u, ¢,)) _, atteigne un maximum de la log-vraisemblance L(u, ¢),

noté L*. La construction de cette suite est basée sur ’alternance de deux phases, pour tout n > 1 :

7Si le probléme d’optimisation est commun aux 2 types de modéles, nous rappelons que pour le modéle CMCa-BI
se rajoute le probléme théorique de la consistance de ’'EMV due & I’estimation avec des données dépendantes, cf.
section 3.2.1.
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Espérance Calcul de la fonction Q(¢, pn) = Ey, [Le(V, @) |u]

Maximisation ¢, = argmaxgseo Q(¢, n)

La suite ainsi construite a la propriété d’augmenter la vraisemblance incompléte. Pour le voir,

nous exploitons la décomposition suivante :

L(u7 ¢) = LC(V7 ¢) —log (p(V |u> (/b)) (38)

p(v|o,u) désigne la densité de V conditionnellement U pour le parameétre ¢. Nous pouvons

décomposer alors un accroissement de la log-vraisemblance incompléte en deux parties :

p(vu,¢) )

P, o) (3.9)

L(ua¢) _L(u7 an) = LC(V)¢) _LC(V5¢H) _IOg (
Nous prenons lespérance conditionnelle & U = u (lorsque le paramétre vaut ¢,,) a droite et gauche
de cette égalité :

p(V|u ¢n)
L(u,¢) — L(u,¢y,) = Ey, [L(V,0) — L.(V, ) lu] + Ey, [1og(7 u 3.10
(1.6) = L, 60) = B, [Le(V.0) = L(V.62) ] + Eo, |log (Dm0 Y in| - (3.10)
Le second terme du membre de droite est la divergence de Kullback-Leibler entre les densités
(conditionnelles) p(v |u, ¢, ) et p(v |u, ¢) qui est toujours positive. Nous avons donc la minoration

suivante :
L(u, ¢) - L(u, ¢n) > E¢n [Lc(vv ¢) - LC(V, ¢n) |u] (311)

L’équation (3.11) montre qu’'une étape EM maximise une borne inférieure de I’accroissement de
la log-vraisemblance incompléte. Cette inégalité montre aussi qu’il suffit de prendre ¢, 1 tel que
Q(¢n+1,dn) > 0 pour assurer la croissance de la vraisemblance observée, sans nécessairement
prendre le maximum : de tels algorithmes sont appelés “Generalized Expectation - Maximization”
(GEM), et sont utilisés lorsque la recherche du maximum de Q(-, ¢,,) est une opération trop difficile
ou cotliteuse en termes de temps de calcul. Wu [108] a montré sous des conditions assez générales la
convergence de la suite des log-vraisemblances (L(¢y)),,~, obtenue par un algorithme GEM vers
un maximum local de la log-vraisemblance L*, ainsi que_la, convergence de (¢p)n>0 vers un point

¢* atteignant ce maximum L* = L*(u, ¢*).

Remarque 3.4.1. Fonction implicite de l’algorithme EM

L’algorithme EM est un systéeme dynamique discret ¢nr1 = Tra(dn), 0t la fonction Tgy
est définie de maniére implicite par Tey(¢) = argmax, 4 Ey [LC(V,qb/) |u} Ainsi le compor-
tement asymptotique de ’algorithme peut étre déduit des propriétés de la fonction Tgys , ou de
celles de son jacobien (s’il existe), noté OyTrn - Si la fonction Tgyy est continue et que lalgo-
rithme EM converge, ses limites possibles sont les points fixes stables de Tgyr. Dans ce cas-la,
la vitesse de convergence peut étre déduite de l’étude des wvaleurs propres de 0Tgp, qui s’ex-
prime en fonction de linformation de Fisher des modeéles complets et incomplets. Nous intro-

duisons les matrices d’information observées incomplétes et complétes I(u, ¢) = —V2L(u,¢) et
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I.(v,9) = —V2L.(v, $), ainsi que l’espérance conditionnellement @ U = u de cette derniére, notée
L,(u,¢) = —E4 [VQLC(V,gb) |u] (I, est souwvent appelée la matrice d’information mangquante).

Si ¢* est un point fize attracteur de Tgyr, nous avons alors

ad’TEM (¢*) (Id - IC(U., ¢*)_1I(u7 ¢))

= Ic(u7 ¢*)71]m(vv¢*)

Cette derniére égalité s’interpréte en disant que la vitesse de convergence de EM est égale a la

proportion d’information manguante sur ¢ due a l’observation partielle de 'V, (chapitre 3 [108]).

3.4.2 Application a ’estimation des mélanges finis

Dans le cas des mélanges finis, la vraisemblance compléte s’écrit simplement, et EM donne des
formules de mises & jour des paramétres communes aux MMCa-BI. En effet, leur log-vraisemblance

compléte s’écrit, :

] =
]~

Le(¢) =log (p(x, A)) + log (f (i, Ok)) X L1r(x:i) (3.12)
i=1 k=1
La fonction ) & maximiser est :
N K
Q(¢,én) = Ey,, [log (p(Xn, A) |y + > > P(Xi =k|y, én)log (f(yi, 0k)) (3.13)

i=1 k=1

. . . < e 1 . o . . .
Ainsi, la mise & jour ¢n41 = (Ant1, (9,(6"+ ))1§k§ k) basée sur une maximisation globale s’obtient
par deux maximisations sur les paramétres de la loi du processus a priori X et sur les lois des

observations :

1. Ap41 = argmaxy Ey, [log (p(Xn, A4)) |y]

2. pourl <k <K, 0("+1) = argmaxg, S0, P(X; = kly, én)log (f(yi,0r))

Nous obtenons des procédures de ré-estimation pour les lois des observations qui sont indépen-
dantes de la structure cachée choisie, puisque celle-ci n’intervient que par les probabilités margi-
nales a posteriori P(X; = k|y, ¢, ). Par la suite, nous noterons

Vi kL, 7Y = P(Xi = kly, ¢n) et pi") (k1) = P (X; = k, Xis1 = L]y, én)

K2

Nous obtenons alors une expression analytique des paramétres de la loi de X et la formule de
(n+1)

ré-estimation de la probabilité de transition A,1 = (a;; ') est
ety _ iy ot (kD)
Ve, I< K, a,, ) === 02 (3.14)

N-1 _(n)
>im1 T k
Dans le cas des chaines de Markov cachées & espace d’état discret, les probabilités (3.4.2) sont faciles

A obtenir par le biais des algorithmes avant-arriére. Pour des structures cachées plus complexes

tels que les champs markoviens ou les réseaux bayésiens, le calcul des marges a posteriori est plus
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délicat, voir impossible. Plusieurs méthodes ont été proposées pour éviter I’étape E ou pour avoir
une approximation des probabilités a posteriori :

— par simulation selon la loi a posteriori de X conditionnellement & y, algorithmes Monte
Carlo EM de Wei et Tanner [154] et Stochastic Approximation EM de Lavielle, Delyon et
Moulines [51];

— par approximation déterministe, algorithme “Iterative Conditional Mode” de Besag (ICM),
[20];

— par algorithme de propagation des croyances généralisant les récursions avant-arriére, [70].

3.4.3 Algorithme Stochastic EM

L’algorithme EM est souvent considéré comme la méthode de référence pour I’estimation des
modéles & données manquantes, ou ayant des structures particuliérement complexes. Il posséde
néanmoins des limitations qui ont stimulé la proposition de nombreux algorithmes itératifs d’esti-
mation inspirées du “principe EM”. Les défauts connus de ’algorithme sont la sensibilité 4 la valeur
initiale ¢y, la faible vitesse de convergence, la difficulté du calcul de la loi a posteriori P(V|u, ¢,,)
ou du calcul de I'espérance, la difficulté de la maximisation de la phase M. Selon les modéles,
ce sont les étapes E ou M, voire les deux, qui peuvent donner lieu & des difficultés. L’algorithme
Stochastic-EM (SEM) de Celeux et Diebolt ([35]) pallie ces deux problémes en proposant une
procédure d’imputation en remplacement de I’étape E. Le schéma général de I’algorithme est une
alternance entre simulation et maximisation de la log-vraisemblance “complétée”, jusqu’a obten-
tion d’un comportement stationnaire de la suite des paramétres. Partant d’une valeur intiale ¢,

nous construisons itérativement la suite aléatoire (¢y,)n>1 :

Espérance Stochastique u"t") ~ p(ulv, ¢, )
Maximisation ¢, = arg maxy Lc(u("“‘l), o)

N

Si nous appelons M la transformation qui associe & u®t! le nouveau paramétre ¢, i, nous
pouvons réécrire SEM comme le systéme dynamique suivant :

bni1 = Tur(dn) + V(pn, u™th) (3.15)

ott V (¢, u"t1) est par définition égal & M(u*D) — Tgy(h,). La suite aléatoire ainsi créée
(¢n)n>1 est une chaine de Markov homogéne, qui peut s’interpréter comme une perturbation
alétoire de ’algorithme EM.

L’ergodicité et la convergence de (¢,,) vers une loi stationnaire 74 gpas ont été montré lorsque
les observations manquantes appartiennent & un compact ou lorsque le modéle est une famille
exponentielle par Ip [93, 57]; ou encore dans le cas indépendant (sans contraintes fortes sur la
forme paramétrique, mais 'EMYV du modéle complet doit exister et étre asymptotiquement nor-
mal) par Nielsen [115]. La difficulté essentielle de l'algorithme SEM réside en la relation entre la
moyenne de la loi stationnaire 7y spar et PEMV. Ce lien est en général complexe : Ip a montré
dans le cas exponentiel que ces deux quantités différent d’un ordre 1/N, o N est la taille de
I’échantillon. Lorsque N tend vers I’infini, Nielsen et Ip montrent tous les deux la convergence de

la loi stationnaire vers une loi normale centrée sur ’EMV.
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La loi stationnaire limite a pour moyenne un maximum de la vraisemblance, et les perturba-
tions aléatoires dues & I'imputation permettent non seulement de sortir de certains “piéges”’, mais
aussi d’avoir une image de la log-vraisemblance aux environs du maximum atteint, ce qui permet
d’obtenir aussi une approximation de la variance de ’estimateur, [57]. D’un point de vue pratique,
malgré une vitesse de convergence plus faible (accompagnée souvent d’un temps de calcul plus
long en raison de la phase de simulation) 'avantage de SEM sur EM est d’étre moins sensible a
initialisation que EM, et de se comporter dans certains cas mieux que EM, [34].

Pour les CMCa-BI, l'algorithme SEM consiste en la simulation de X(™) = (5(1(")) ien tirée
selon la loi a posteriori P(X |y, ¢, ), puis en le calcul au sein de chaque classe du ma;czi;num de
vraisemblance dans le cas d’observations indépendantes :

vk, 60 = arg max T r.o

i@ (M) =k

1) o L, i)
k1, altY = 2=l
Y oiey Lua(wi)

3.5 Fonction estimante et Estimation Conditionnelle Itéra-
tive

Des méthodes alternatives au maximum de vraisemblance ont été proposées pour ’estimation
des CMCa, comme les moindres carrés (voir par exemple Mevel [112]), la maximisation de la
vraisemblance marginale Zfil log (p(yi, ¢))(voir [103]) ou encore la “vraisemblance des données
séparées” égale 2 Y 108 (Pm ((Ym(i—1)41,- - > Ymi)s ¢)) (00 pim (-, @) est la densité de (Y7, ..., Yy,),
voir [141]). Cependant, 'EMV est utilisé trés majoritairement pour l'inférence des modéles a
données manquantes grace & la possibilité d’approcher 'EMV par EM? ainsi que par 1’existence
de résultats théoriques sur sa convergence et son efficacité.

Nous proposons dans cette section une méthode d’estimation générale des modéles & don-
nées manquantes, basée sur la théorie des fonctions estimantes. Nous rappelons les définitions et
propriétés fondamentales de ces derniéres dans la section 3.5.1.1 (en nous inspirant de [79, 89]).
L’objectif est alors de construire une famille de fonctions estimantes pour les modéles & données
manquantes & partir des fonctions estimantes du modéle & données complétes. Le passage du cas
complet au cas incomplet est réalisé par la projection des fonctions estimantes par l'opérateur
d’espérance conditionnelle. Cette idée, latente dans ’algorithme EM?, a été généralisée par Heyde
et Morton [90] pour proposer un nouvel algorithme récursif d’estimation de parameétres (que nous
rappelons dans la section 3.5.3.3). Cependant, Heyde et al. n’étudie pas les propriétés des fonc-
tions estimantes ainsi obtenues (hormis leur optimalité, que nous définissons par la suite), mais
insistent sur les différences entre les algorithmes selon les fonctions estimantes et les projecteurs
utilisés (sans s’attarder sur un en particulier).

En nous concentrant sur ’espérance conditionnelle, nous montrons que les fonctions projetées

conservent certaines propriétés des fonctions sur données complétes, fournissant ainsi un cadre

8
9

ou ses variantes, voir section 3.4.3 ou [108].
comme le remarque Efron dans la discussion de P’article de Dempster et al., 1a justification de EM repose sur
I’identité de Fisher qui lie le score du modéle complet au score du modéle incomplet : VL(u, ¢) = E [V Lc(v, ¢)|u].
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original et une ouverture possible & des études théoriques ultérieures pour une théorie générale
de Vestimation des modéles & données incomplétes. Nous introduisons alors un algorithme de
résolution des équations obtenues, que nous appelons Estimation Conditionnelle Itérative (ECI),
parce qu’il permet de retrouver entre autres le principe ECI de Pieczynski [122]. Nous montrons
que son analyse théorique peut étre faite de maniére similaire & l’algorithme EM (contrairement
a Palgorithme général de Heyde et Morton), et qu’il permet de le retrouver, ainsi que plusieurs

autres algorithmes d’estimation de modéles & données manquantes.

3.5.1 Fonction estimante et données manquantes
3.5.1.1 Rappels sur les fonctions estimantes

La théorie des fonctions estimantes permet de réunir dans le méme formalisme de nombreuses
méthodes d’estimation : moindres carrés, maximum de vraisemblance, moments,...Ces méthodes
aboutissent & la recherche des racines d’une certaine fonction g qui sont, sous des conditions
convenables, des estimateurs consistants des parameétres recherchés. L’approche classique consiste &
montrer alors que ces estimateurs sont sans biais, ou optimaux (par exemple de variance minimale).
La théorie des fonctions estimantes porte son intérét sur la propriété de la fonction g elle-méme,
car les propriétés des estimateurs sont déduites de celles de g.

Nous définissons tout d’abord une fonction estimante et donnons quelques uns des concepts
qui permettent de voir cette théorie comme une généralisation de la méthode du maximum de

vraisemblance.

Définition 3.5.1. Fonction estimante
Soit P = {p(-,9), ¢ € P} un modéle paramétrique statistique indexé par ® C RPet défini sur
lespace V. La fonction g : V x & — RP est une fonction estimante si elle est non-biaisée, i.e.

Vo € @, Ey[g(V,¢)] =0 (3.16)
Le vecteur aléatoire g(V, ¢) est parfois noté g(o).

Parmi ’ensemble des fonctions estimantes, on s’intéresse plus particuliérement & celles qui sont
carré intégrables. Nous en considérons alors un sous-ensemble'® que nous notons H. A partir d’une
fonction estimante g € H,,, nous pouvons déduire un estimateur de ¢ en résolvant, pour v donné,

l’équation (si il existe une solution)

9(v,9) =0 (3.17)

L’étude des propriétés asymptotiques de la racine $(v) obtenue en résolvant I'Eq. (3.17) se fait de
maniére similaire 3 celles de "EMV et aboutit a la généralisation du vecteur score (le gradient de la
log-vraisemblance) ainsi qu’a la définition d’un critére d’optimalité pour les fonctions estimantes.
Afin d’étudier le comportement asymptotique de la fonction ¢ (et de q?(v)), il est commode de la
normaliser, étant donné que g et Ag (ou A est une matrice inversible dépendant éventuellement
de ¢) possédent les mémes racines. Si g est une fonction estimante pour le modéle {p(:, ¢), ¢ € @},

nous définissons la fonction estimante normalisée

10cela peut-étre ensemble des fonctions estimantes linéaires en v
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-1

W, 69(v.0) = —Ey[0:9(V. )] Es |9(V.0)9(V.0) | g(v.0)

oll Oyg représente le jacobien de g relativement & ¢. Afin de comparer les fonctions estimantes

’ -1
entre elles, nous utilisons la matrice £(g) = Ey [059(4)] Ey [g((b) 9(9) } Ey [0p9(@)], qui est aussi

111

égal'! & la variance de ¢, i.e.

Elg)=Ey [9(5) (¢)g"® (d))/}

Ces matrices s’interprétent comme des critéres d’information, et nous pouvons les comparer entre
elles au sens de l'ordre partielle des matrices semi-définies positives. £(g) généralise I'information
de Fisher parce qu’elle la redonne lorsque nous utilisons le score, et qu’elle est reliée elle aussi &
la variance asymptotique de 'estimateur de ¢. En effet, si la taille de 1’échantillon n tend vers
'infini, et que nous avons la normalité asymptotique de g, (¢) = gn(Vn, @), i.e.

-1

Ey {gn(@gn(@/} gn(9) —n N(0,1,)

alors estimateur ¢, (v) est lui aussi normal :

g(gn) (én - ¢) —n N(Oa Ip)

Le critére £(g) permet de définir ’optimalité, & horizon fini, au sein d’une famille M, de fonctions

estimantes :

Définition 3.5.2. Quasi-score

g~ est une fonction estimante optimale dans H si

Vg € Hy, Yo € &, E(g%) > E(g) (3.18)

au sens de lordre des matrices semi-définies positives. La fonction g* est alors appelée un quasi-

score, et un estimateur déduit de g est appelé un estimateur de la quasi-vraisemblance.

Lorsque le score existe, il est la fonction estimante optimale de la famille {g € L?| E, [9(¢)] = 0}
(sans contrainte sur la forme des fonctions). Les quasi-scores vérifient la propriété remarquable

suivante :

Ey (059" (0)] = ~Es [9(0)g" (0] (3.19)

qui est donc une généralisation du fait que la variance du score soit égale & 'opposé de 'espérance
du Hessien de la log-vraisemblance. Ainsi, comme £(g) = E, [g(s) (6)g'®) (¢)/}, inégalité (3.18)
peut se voir comme une réinterprétation de 'inégalité de Cramer-Rao (et du théoréme de Gauss-
Markov pour les estimateurs linéaires) comme une borne sur la variance des fonctions estimantes,

et non plus comme une borne sur les variances des estimateurs.

1De maniére générale, £(g) = £(Ag) si A est une matrice inversible.
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3.5.1.2 Construction de fonctions estimantes dans les modéles 4 données manquantes

Les fonctions estimantes fournissent des estimateurs ad hoc dans des modéles complexes, no-
tamment lorsque la vraisemblance du modéle est compliquée voire inaccessible (entre autres dans
les champs aléatoires ou dans les processus & temps continu) et d’obtenir des estimateurs consis-
tants sous des conditions assez faibles. L’objectif de cette partie est d’introduire une méthode de
construction de fonctions estimantes pour les modéles & données manquantes & partir des fonctions
estimantes du modéle complet.

En effet, nous montrons que ’opération de projection des fonctions estimantes g(¢) du modele
complet {p.(-,d),» € P} permet d’obtenir des fonctions estimantes pour le modéle incomplet
{p(-,®),¢ € ®} qui héritent alors des “bonnes propriétés” de g(o).

Proposition 3.5.1. Projection des fonctions estimantes
Soit V une v.a. sur (V,B(V)) et U = (V) v.a. sur U, BU)), avec ¢ : (V,B(V)) — U, BU))
fonction mesurable et déterministe. Si g est une fonction estimante carré intégrable et sans biais

de {pC(a¢)a¢ S (b} tel que
g: Vx®& — RP

(v,¢) = g(v.9)

alors la fonction G sur données incomplétes définie par

G: UxP — RP
(w,90) =  Eylg(V,9)u] = [g(v,)p(v|u,é)u(dv)

est une fonction estimante sans biais, carré intégrable.

Démonstration. Nous notons G(¢) = G(U, ¢) et g(¢) = g(V, ¢). La fonction G est carré intégable
puisque c’est la projection de g(¢) appartenant & L? et G est sans biais parce que

Vo, By [G(9)] = Ey [Eg [9(¢) [U]] = Eg [9(#)] =0
(]

Cette méthode de construction est particuliérement simple parce qu’il n’est pas nécessaire
d’utiliser la projection sur une espace de fonctions estimantes prédeterminées H,, comme le font
Heyde et Morton. De plus, nous pouvons avoir une forme explicite de la fonction projetée dans de
nombreux cas.

Le maximum de vraisemblance est I’estimateur obtenu lorsque la fonction estimante est le vecteur
score. La proposition suivante montre que les estimateurs du maximum de vraisemblance complet

et incomplet sont directement reliés.

Proposition 3.5.2. Identité de Fisher
Soit s(¢) = VyLc(V, @) le vecteur score complet, et S(¢p) = V4L(U, @) le vecteur score incom-

plet. Si nous pouvons intervertir intégration et dérivation, alors

5(¢) = Eg [s(¢) [U] (3.20)
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Démonstration. Nous supposons que p (v |u, ¢), la densité de V conditionnellement & U, est telle
que son support H, = {v € V |p(v) = u} soit indépendant de ¢. Nous avons alors :

Eyls(6)u] = /H %(‘;;f)pwm,as)u(dv)

/ Vop (VIu, ) p(u,¢) +p(vu,¢) Vep(u, ¢)
H p(viu,¢)p(u,p)

u ¢
= VvV |ua viav w viu viav
= [, V(v oyvian) + [ Dy (v, 0)viiv)

Vep(u, ¢)
p(u, ¢)

p(vu,¢)v(dv)

O

Ainsi la projection de la fonction estimante optimale (& horizon fini) sur les données complétes
est la fonction estimante optimale (& horizon fini) sur les données incomplétes : la proposition
suivante montre que 'optimalité se transmet de maniére générale par projection. Nous redémon-
trons cette proposition déja montré dans [90], mais en utilisant la caractérisation de ’espérance
conditionnelle. Nous notons IT,,(H, ) ’ensemble des fonctions estimantes sur données incomplétes
obtenues par la proposition (3.5.1).

Proposition 3.5.3. Projection des quasi-scores
Si g*(¢) est un quasi-score dans la famille conveze Hy, alors G*(¢) = Ey [g*(¢) |U] est un

quasi-score dans la famille T, (Hy).

Démonstration. C’est une conséquence des propriétés de I'espérance conditionnelle, comme projec-
teur orthogonal dans I’espace de Hilbert des fonctions carré intégrables. En effet, il existe plusieurs

caractérisations de 'optimalité d’une fonction estimante :
¢~ optimal dans H, si et seulement si g* = arg Hl%l Ey [(g —s(6))(g — s(¢))/}
9g€EHy

ce qui signifie que le quasi-score est la fonction “la plus corrélée” au score s(¢), lorsque ce dernier
existe. Heyde a montré dans [90] que si @ est un quasi-score au sein de II,,(Hy ), alors il doit

vérifier

Q= argcegﬁn Ey [(G —g)(G - g*)/}

u(Hv)

En particulier, nous avons aussi

Tr(Ey [(Q-¢)@Q—g) | = _inf  Tr(By [(G-g7)(C~g")]

r(Es |(Q —9")(Q —g%) ceiidy  TT(Es (G =g NG —9g") |))

soit encore E [||Q — g*||2} = infeem, (mny) Eo [||G — g*HQ] Or cette borne inférieure est atteinte
de maniére unique par la projection orthogonale G*(I’ensemble II,(H, ) est convexe), donc nous
avons Q = G*.

O
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Pour le calcul de la fonction normalisée G(*) ainsi que du critére d’information £(G), nous
avons besoin des expressions de la variance de G et du jacobien 0,G. L’expression de la variance
de G (notée covy(G)) se déduit de la formule de la variance conditionnelle :

covy(G(9)) = covy(g(d)) — Ey [covy (9(V, ) [U)] (3.21)

ot u— covy (g(V,d) |u) représente la covariance de g(¢) conditionnellement & U évaluée en u.

De méme, nous explicitons le lien entre le jacobien de la fonction estimante projetée et celui
de celui de g. Il apparait que cela correspond alors & une généralisation de la formule de Louis,
pour n’importe quelle fonction estimante g, et plus seulement pour le score.

Proposition 3.5.4. Formule de Louis Généralisée

Si nous pouvons intervertir dérivation et intégration, nous avons
9,G(u,¢) = E4 [09(V, 9) [u] + covy (9(V, 9), s(V, ) [u) (3.22)

Démonstration. Nous calculons les dérivées de chaque composante de G(u, ¢) = (Gi(W,¢));<;<q45
et notons g(v,¢) = (¢i(v,9)),<i<q4-

VeGi(u,¢) = Vd)/H gi(v,9)p (v |u,¢)v(dv)

= [ Vea@pino) v + [ gV o) viay) 629
Hy H.

u

Or nous avons

_ V¢p(V, ¢)p(u7 ¢) - p(V, ¢)V¢p(u, QS)
p(a, ¢)?

ce qui nous permet de réécrire le second terme de droite de (3.23), soit :

Vop (v]u, ¢)

(v V¢p(V,</))V v
], atv.o) e vt

PV m0) Vapag)
], ot oy PG

/ 6:(v,8) Vg log p(v, &)p (v |, &) v(dv)

/H G:(v, )V (v |0, 6) v(dv)

u

- Lol ) /H (v, 9)p (v |u, 6 ) v(dv)

= Ed) [QZ(V,¢)V¢ 10gp(V7¢) |u] 7Gi(u7 ¢)S(ua ¢)

Nous avons donc

/ 9V Ve (VI 6) v(dv) = Ey[g(V,0)s(V,0) [u] = E;[9(V,0) [u] By [s(V,0) Ju]

" = covg (9(V,9),s(V,¢)|u)
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Remarque 3.5.1. Nous retrouvons bien la décomposition de Louis (voir chapitre 4, [108]) lorsque
nous utilisons comme fonction estimante sur les données complétes le score g(v, $) = s(v,d) dans
la formule (3.22) :

9pS(u,¢) = Eg [055(V, ¢) [u] + covs (s(V, 9), 5(V, ¢) [u)

Et en introduisant les informations de Fisher observées pour données complétes et incomplétes
I.(v,¢) = —0ps(v, ) et I(u,d) = —0,5(u, ¢), la décomposition de Louis se réécrit :

I(u,¢) = Ey [I.(V, ) [u] — covs (s(V, 9), s(V,¢) [u)

que l'on appelle aussi le principe d’information manquante, [108].

Rappelons 'expression de l'information de Fisher généralisée

£(G) = E, (0,000 E, [0(0)6(0) ] By 10,6(0)]
et récapitulons ’expression du jacobien et de la variance :
B, [0,G(U.0)] = Ey[00(V.6)] + Eycovy (9(V.6).5(V. ) [U)] »
cove(G(8) = covyla(é)) — By feov, (9(V.6) [U)] o

Si le calcul effectif de ces grandeurs pour un modéle précis est difficile, il fournit des indications
(finalement assez intuitive) sur Iinfluence de I'observation partielle de V sur la qualité de I’estima-
tion. La variance des estimateurs des paramétres augmente nécessairement lorsque nous perdons
des observations, mais il apparait que la variance asymptotique des paramétres est d’autant plus
petite que la covariance de g conditionnellement & U est forte et que g est corrélée au score (com-
plet). Les expressions rassemblées dans (3.24) nous indiquent par exemple que nous pouvons avoir
intérét & choisir une fonction estimante g; sur données complétes moins corrélée au score qu’une

autre fonction g9, si la variance conditionnelle de g; est bien supérieure & celle de gs.

Nous venons de voir que nous conservons des propriétés intéressantes par projection, notam-
ment l'optimalité. Nous nous posons maintenant la question de savoir sous quelles conditions la
consistance des estimateurs se transmet elle aussi par projection. Pour cela, nous commencons tout
d’abord par remarquer que la démonstration de la consistance des racines des fonctions estimantes
suit une méthode similaire & celle de Cramer pour la consistance de 'EMYV. Contrairement & la
méthode de Wald, celle de Cramer fournit un résultat plus faible puisqu’elle ne montre que la
consistance d’une suite de racines de la log-vraisemblance vers le vrai paramétre, et ne I’identifie
pas a la suite des maxima globaux de la vraisemblance. Ainsi, lorsque nous trouvons plusieurs
racines & des fonctions estimantes quelconques, se pose le probléme du choix de la racine. Néan-
moins, cette propriété de consistance peut étre montrée sous des conditions assez faibles, comme

le montre le théoréme suivant.
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Théoréme 3.5.1. Critére de consistance ([89], p. 183)
Soit (gn(¢))n21 une suite de fonctions estimantes continues Py, — ps sur ®, telle que

b, t.q. VO < § < 6o, Pp, — ps, Je > 0 tel que

lim sup < sup (6 — o) gn(¢)> < —e (3.25)

n—oo  \ [l¢—goll=5

Alors il existe une suite d’estimateurs (q?n) o telle que on, (V) — ¢o Py, —ps et gn(qAﬁn (V) =0

pour n assez grand.

Remarque 3.5.2. Par un corollaire du théoréme du point fize de Brouwer, la condition (3.25)
permet d’assurer existence d’une racine o l’équation g,(¢) = 0. En effet, si une application
gn : RP — RP continue vérifie

Yo\ |6 — doll = 6, (¢ — o) gn(0) <O (3.26)

alors il existe ¢* tel que ||¢* — ¢l < § et gn(d*) = 0. Géométriquement, la propriété (3.26) signifie
que la fonction g,(¢) définie un flux de vecteurs entrant dans la boule {P||¢ — ¢o|| < }. La
continuité implique alors que ce champ de vecteur doit s’annuler au moins une fois dans la boule.

Le théoréme du point fize de Brouwer affirme que tout fonction continue de C dans C, ou C

est un convere compact de RP, admet (au moins) un point fize.

Nous avons vu que la projection des fonctions estimantes permet de déduire un certain nombre
de propriétés des fonctions estimantes sur données complétes, pour lesquelles il est souvent plus
facile de démontrer des résultats. Il est particuliérement intéressant de savoir s’il est possible de
démontrer la consistance des fonctions projetées de la méme fagon. Nous donnons ci-dessous une
heuristique pour transférer la consistance sous des hypothéses générales. En effet, la condition
(3.25) peut étre conservée par projection, sous des conditions que nous mettons en évidence ci-
dessous.

Nous notons pour § > 0, Cs = {¢|||¢ — ¢ol| =} et Bs = {¢]||¢ — ¢ol|| < }. Nous faisons un
développement de Taylor au premier ordre, en introduisant (En (v) € Bs :

V6 € Cs, gn(v, ) = gn(V, o) + Dy gn (¥, o (¥)) (¢ — o)

Donc pour Gy, (u, ¢) nous pouvons écrire

(6 — ¢0) Gn(u,¢) = / (6 — 60) g (v, B0)pn (I, @) p(dv)
4 / (6 — 60) Dpgn (v, 3(¥)) (6 — b0) pu(v]w, D)u(dv)

Si les fonctions v — g (v, $0)pn(VIW, 6) et v 1= (6 — 60) Dygn (v, du(v)) (& — do) pn(v]u, @) sont
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dominées uniformément pour tout ¢ € Cs, alors nous pouvons affirmer que

sup (¢ — ¢o) Gn(u,¢) < / sup (¢ — 60) g (v, do)pn(vlu, d)u(dv)

¢€Cs ¢€Cs

T / Sup (6 — d0) Dpgn(V, Gn(v)) (6 — d0) pu(v]1, 6)u(dv)

¢€Cs

Nous réécrivons cette inégalité sous forme d’espérance conditionnelle par rapport au vrai paramétre

bo

SuDsec, (6= d0) Gul(W,0) < Eyy [subyec, (6 = 60) 9a(V, 60) 2222 u
(3.27)

n(V]u
+ Eg, [Sup¢éca @n(V, ¢) . (V||u fo)) |u:|

avec Qn(V,¢) = (¢ — qbo)/ O0pgn(V, dn(V)) (¢ — ¢o). Nous pouvons assurer Pexistence d’un ¢ tel
que lim sup (Sup¢ec5 (¢ — q’)o)/ Gn(u,¢)) < —€, si nous pouvons montrer que chaque terme de
Pexpression de droite de ’inégalité (3.27) est strictement négatif pour un § assez petit.

Si nous supposons que la fonction estimante g,, vérifie la propriété (3.25), et que le jacobien
9s9n(V, ¢) converge uniformément pour ¢ € Bs vers une matrice définie négative'? Py, — ps,
% reste bornée inférieurement par une

fonction positive & support non-vide Py, —ps, pour tout ¢ € Cs. Dans ce cas-13, les deux espérances

. . ’ , . e .
la majoration par —e < 0 est assurée si liminf,

ne peuvent pas étre nulles et sont bien strictement négatives, et le théoréme (3.5.1) s’applique.

3.5.2 Estimation Conditionnelle Itérative

La fonction estimante (u,¢) — G(u,¢) = [ g(v,d)p(v|u, ¢)u(dv) posséde une expression qui
la rend difficilement exploitable en prathue. Il est toujours possible de calculer point par point
Iintégrale sur un maillage de ’espace des paramétres, puis d’en rechercher les zéros, mais cela
n’est pas envisageable dés que ’espace des paramétres est grand et que les modéles deviennent
complexes. Plusieurs méthodes numériques existent pour la recherche des racines d’une équation
(Newton, Gradient, Score de Fisher,...), mais elles supposent de savoir calculer la fonction G,
ainsi que ses dérivées. Nous proposons ici une méthode pratique qui évite ces problémes en tirant
partie de la forme particuliére de G(¢) et de 'existence d’un modéle complet. Le principe d’esti-
mation conditionnelle itérative, similaire celui & de EM, consiste & dédoubler le paramétre ¢, en
introduisant la fonction h(¢1, ¢2) définie par

v¢1a ¢23 h(¢1a ¢2) = E¢1 [g(V7 ¢2) |u] (328)

L’objectif est de construire, & partir de la fonction % et d’un paramétre initial ¢g, une suite (¢p)n>1

obtenue en résolvant en ¢, 41 1’équation

h(¢na ¢n+1) =0 (329)

128i g, est un quasi-score nous avons Eg, [8¢gn (v, qbo)] =—FEy, [gn (¢0)gn(¢o)/], et donc d4g9n(V, ¢o) converge

dans L' vers une matrice définie négative.
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Si la suite converge vers une valeur ¢, alors la valeur limite vérifiera Ey_ [¢(V, dso) |u] = 0 et
sera donc une racine de 1’équation G(u, ¢) = 0.

Nous donnons dans cette section des conditions permettant d’assurer I’existence et la conver-
gence d’une telle suite. A ¢¢ fixé, le théoréme des fonctions implicites permet de déduire du com-
portement local de h l'existence d’une racine & ’équation h(¢g, ¢) = 0. Nous notons 9;h, i = 1,2
la différentielle partielle par rapport & la iéme variable. Si h est de classe C! et si ¢y, (bb sont deux
points dans Vintérieur de @, alors U'inversibilité de la matrice d2h(¢o, qﬁg) permet d’affirmer qu’il
existe une fonction 7, de classe C'* définie sur un voisinage V(o) de ¢ tel que

V¢ € V(go), h(¢,T(9)) =0 (3.30)

Notre objectif est donc de déterminer les points fixes de la fonction 7 qui sont racines de 1’équation
G(¢) = 0. Nous supposons que la fonction 7 est telle que Vo € V(¢y), 7 (¢) € V(¢o), et que de
plus V(¢o) est compact et convexe. Ceci permet d’une part de rendre possible la construction
de la suite (¢,)n>1 et d’autre part d’assurer par l’existence d’au moins un point fixe par le
théoréme de Brouwer. Parmi les points fixes de 7, certains peuvent étre attractifs ou répulsifs, et
le comportement de la suite (¢,),>1 dépend alors du jacobien de 7 en ces points. L’expression

du jacobien au point initial ¢y est donné par le théoréme des fonctions implicites

—1
9T (d0) = — (Dahi(40.7(50)))  O1PY(60.T(60)) (3.31)

Si les modules de toutes les valeurs propres de 0,7 (¢o) sont strictement inférieures & 1 (i.e. son
rayon spectral noté ||047 (¢o)|| est inférieur & 1), nous pouvons affirmer que le rayon spectral du ja-
cobien est inférieur & 1 sur un voisinage V' (¢o) C V(¢o). Si V' (¢o) est & son tour compact, I'applica-
tion 7 sera contractante parce que nous aurons ||7 (¢1) — 7 (¢o)|| < {SUP¢EV’(¢O) ||(’)¢T||} [lp1 — ¢oll.
Sous cette condition, 7 aura donc un unique point fixe (attracteur) ¢ sur V,(qﬁo) et vers lequel
converge (¢n)n>1. Les expressions des jacobiens de h O1h(¢1, ¢2) = O0p, (Eg, [g(V,¢2) [u]) =
covg, (g(V,¢2),s(V,¢1)|u) et dah(d1, p2) = Ey, [05,9(V, ¢2) lu] permettent donc d’affirmer que

si pour tout ¢ € V/(gbo), la plus grande valeur propre (en module) de la matrice

covy (9(V,T(9)),s(V, ) [u) " By [059(V,T(¢)) |u] (3.32)

est plus petite que 1, (¢,),>1 converge vers un point de V' (o). Nous avons donc le résultat

suivant :
Théoréme 3.5.2. Sila fonction T définie implicitement par ’équation (3.30) peut étre restreinte
a un voisinage compact de ¢g, noté Cy,, tel que
(i) T(Cd)o) c C¢0
.o —1
(i) subyec,, [ cove (9(V,T(0),5(V, 0)[w) ™ By [059(V, T(6)) Ju]|| < 1
alors T posséde un seul point fixe ¢~> dans Cy, et toute suite ¢ppr1 =T (¢pn) converge vers (JB
Les hypothéses de ce théoréme sont difficiles & vérifier et ne constituent un critére pratique
pour étudier le comportement asymptotique de la suite (¢, )n>1-

Si la suite (¢ )n>1 converge vers un point fixe ¢, le jacobien de 7 évalué au point ¢ permet
de déterminer la vitesse de convergence asymptotique de la suite. Le jacobien au point fixe vaut
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- - -1 - -
0T (¢) = — (Eq; [8$g(V,¢) |uD covg (g(V,qﬁ),s(V,qﬁ) |u) La formule de Louis généralisée

(3.22), donne l’expression de (E 3 [(’)d;g(V, o) |uD en fonction de la fonction estimante projetée

G, ce qui permet de réécrire le jacobien

9T () = <1dp — cov; (g(v, 3),s(V,d) |u)—1 95G(u, d;)) - (3.33)

ou Id, est la fonction identité sur R?. La vitesse de convergence est alors réglée par A(G), le module
- - -1 -
de la plus grande valeur propre de cov; (g(V, ?),s(V, o) |u) 045G (u, ¢). La vitesse sera élevée

si la matrice covy (g(V, (5), s(V, (23) |u) est grande (au sens de l'ordre des matrices symétriques
définies positives), ¢’est-a-dire si la fonction estimante compléte est trés corrélée au score (complet)
conditionnellement aux observations. Nous retrouvons ici une des conditions pour que la variance
asymptotique des estimateurs (égale & £(G)~!) soit faible.

En conclusion, si ¢g est un paramétre quelconque tel que Ey, [059(V, ) |u] soit une matrice
inversible, et que les hypothéses du théoéme 3.5.2 sont vérifiées alors la suite (¢, ),>1 converge
vers une racine de ’équation G(v,$) = 0. Sous ces conditions, nous pouvons définir 'algorithme

suivant, appelé algorithme d’Estimation Conditionnelle Itérative (ECI) :

Algorithme 3.5.1. Algorithme ECI

Soit ¢y une valeur initiale appartenant ¢ ®. La suite (¢, )n>1 est définie récursivement par

Vn > 1, ¢ny1 est solution en ¢ de Uéquation Ey, [g(V,¢) lu] =0

Remarque 3.5.3. ECI Stochastique

De méme que pour EM, nous pouvons proposer une version stochastique d’ECI, en remplagant
Uespérance Ey, par lo simulation des données manguantes selon p(viu,¢,) et la résolution de
I’équation avec données complétes. De maniére similaire & SEM, la suite des paramétres (¢n)n>0
ainsi construite est une chaine de Markov, et le caractére aléatoire permet une meilleure exploration

de lespace des paramétres que par ECI déterministe.

L’algorithme EM est un algorithme ECI, appliqué & la fonction score des données complétes.
En effet, pour un modeéle & données incomplétes, la suite des paramétres (¢, ),>0 de 1’algorithme
EM est obtenue par la résolution successive du probléme suivant (en rassemblant en une seule
équation les étapes E et M )

(VoEy, [Le(V, ) [u])jy_y, ., =0

Si nous pouvons intervertir dérivation et intégration, une étape EM correspond donc 4 la résolution

de I’équation

o

Ey, [V¢Lc(V,9)|u]
= By, [s5(V,9)u]

‘¢:¢n+1

o

l[p=n+1

La convergence de la suite (¢,,),>0 construite par EM provient de la croissance de la fonction

(L(u, ¢n)), (voir théorémes de Wu, chapitre 3 [108]), contrairement & ECI pour qui cela repose sur
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la propriété d’attraction d’un point fixe de ’application 7. Ainsi la convergence d’ECI ne peut se
déduire en générale de la maximisation d’une certaine fonction, et la vérification de I'attractabilité
se fait par I’examen de quantités similaires & celles qui sont étudiées pour la vitesse de convergence
de l'algorithme EM. En pratique, cette condition est rarement vérifiable (d’autant qu’elle dépend
clairement du point ¢g choisie), et une méthode pragmatique est de relancer cet algorithme jusqu’a
obtenir convergence, en utilisant différentes initialisations.

Malgré tout, la convergence d’ECI vers une racine de la fonction estimante n’est en aucun cas
la garantie de ’obtention d’un bon estimateur de ¢. Ainsi, le probléme de ’influence de la valeur
initiale est une limitation commune & EM. Ce probléme peut étre traitée en lancant en paralléle
plusieurs algorithmes ECI, ce qui donne lieu & un probléme de sélection de racines. De maniére
générale, lorsque plusieurs racines sont trouvées & une fonction estimante, un test d’ajustement

aux données permet de sélectionner la meilleure ([89], chapitre 13).

3.5.3 Quelques algorithmes ECI

L’algorithme ECI est une méthode de recherche de racines, et il est donc nécessaire de préciser
la fonction estimante qu’on lui associe lors de I’estimation. Nous avons vu que lorsque nous prenons
le score, nous obtenons l'algorithme EM (si nous pouvons intervertir intégration et dérivation).
Dans les CMCa, la facilité de calcul de la vraisemblance et la faible complexité des modéles pour
les lois d’émission (il s’agit souvent de modéles exponentiels) a rarement incité aux développements
d’autres estimateurs non basés sur la vraisemblance (nous rappelons néanmoins la méthode des
moindres carrés développé dans la thése de Mevel [112] ou bien lestimateur du maximum de la
vraisemblance par bloc, proposée par Rydén [141]). C’est essentiellement dans les champs cachés
que des méthodes alternatives ont été proposées, et nous donnons ci-dessous deux réinterprétations
originales d’algorithmes classiques en termes de fonction estimante et d’algorithme ECI. L’utili-
sation (originale) d’ECI pour des chaines sera exposée dans les chapitres 3 et 4, lorsqu’il s’agira
d’estimer des copules.

3.5.3.1 Projection d’estimateur

Le “principe ECI’ proposé par Pieczynski [122] part d’un estimateur T du modéle complet
pour construire un estimateur du modéle incomplet en en prenant ’espérance conditionnelle. Si

¢* est le vrai paramétre, nous définissons

Ty (U) = Eg [T(V) |U] (3.34)
Comme Td)* dépend du paramétre que I’on veut estimer, il n’est pas possible de le calculer : une
procédure itérative est proposée alors, qui prend la forme

¥, dns1 = By, [T(V) U] (3.35)

Nous sommes souvent amenés 4 remplacer, comme dans SEM, ’espérance conditionnelle par une

phase d’imputation aléatoire des données manquantes par la loi a posteriori de V sachant U
rsque ¢ = ¢y, nous construison 'S un in rkov (¢n)n>1 exploran

lorsque , et nous construisons alors une chaine de Marko >1 explorant ’espace des

paramétres. L’estimation retenue est alors la valeur moyenne lorsque la chaine est stabilisée.
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Le principe ECI permet de fournir des estimateurs satisfaisants, tant du point de vue de la
qualité des résultats, que de la facilité de mise en oeuvre!'® pour des modéles variées : en sonar [113],
en analyse multispectrale [132], en modélisation de contour [55], en modélisation hiérarchique [97],
ainsi que dans des contextes non-complétement probabilistes tel que la théorie de 1’évidence [33]
ou les chaines de Markov cachées floues [17].

Nous pouvons réinterpréter le principe ECI en terme de projection de fonctions estimantes.
En effet, dans le cas ou l'estimateur T est un estimateur sans biais, nous pouvons lui associer la

fonction estimante g

Vo, g(V,9) = T(V) — ¢

qui est carré intégrable si T est de variance finie. Si nous notons G la projection de g sur ’espace

des fonctions estimantes en U, nous avons :

V¢, G(U,¢) = Ey [T(V) [U] = ¢ (3.36)

En considérant directement la fonction estimante G plutot que la statistique ’i‘¢, nous contournons
la difficulté liée & la dépendance de D’estimateur “naif” T¢ en le paramétre & estimer, car cette
dépendance est déja intégrée dans les fonctions estimantes g et G.

L’utilisation de I’algorithme ECI pour la résolution de G(u, ¢) = 0 donne directement la for-
mulation récursive (3.35). Pour cette fonction estimante, la résolution de ’équation est immeédiate,
et nous n’avons donc pas & vérifier U'existence de la suite des itérées. Cette difficulté laisse place
au probléme du calcul de 'espérance E,; [T (V) |[U] qui nécessite souvent le recours a la simulation
et l'utilisation d’un algorithme ECI stochastique. De plus, ’étude théorique du systéme dyna-
mique stochastique (3.35) est difficile car nous n’avons pas une caractérisation claire de la limite
¢oo,n (U) (si algorithme converge) & une taille d’échantillon N fixé (mise & part qu’elle soit égale
a Ey_ vy [T(V)|U]), ni de son comportement lorsque N tend vers l'infini.

Récemment, un algorithme ECI (stochastique) a été utilisé pour 'estimation des champ de
Markov couple pour lesquels la loi de Y conditionnellement & X est un champ de Markov Gaus-
sien [14]. Afin d’obtenir des formules d’estimation simples, une estimation par moindres carrés du
paramétre « caractérisant la dépendance du champ X (proposée par Derin et Elliot, voir chapitre
15 [156]) a été combinée & une estimation des paramétres du champ gaussien puis conditionnée
par les observations. Les estimateurs obtenus permettent d’obtenir des procédures de segmenta-
tion non-supervisée qui peuvent améliorer dans certains cas celles obtenues par un algorithme de

gradient stochastique (cherchant 4 maximiser la log-vraisemblance observée).

3.5.3.2 EM Gibbsien

L’algorithme EM Gibbsien est un algorithme d’estimation de champ markovien partielle-
ment observé. Proposé par Chalmond [37, 159], cet algorithme cherche & maximiser la pseudo-
vraisemblance au lieu de la vraisemblance. La pseudo-vraisemblance (introduite par Besag [19])
est définie par une technique de codage, c’est-a-dire par 'extraction d’un ensemble d’indices L C S

131,e principe ECT ne requiert pas “I’écriture de lignes de codes supplémentaires” par rapport & une procédure
de segmentation non-supervisée, parce que nous avons uniquement besoin de savoir calculer et/ou échantillonner
la loi a posteriori, et d’avoir un estimateur & données complétes (nécessaire dans les phases d’apprentissage des
paramétres pour la segmentation supervisée).
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maximal (au sens de l'inclusion) tel que les variables (Z;)scy soient indépendantes entre elles
conditionnellement aux variables restantes (Zs)s¢r. La (log)L-pseudo-vraisemblance est définie

par :

pr(9) =Y logp(zs|(2t) iz, ) (3.37)

seL

Son gradient permet de définir une fonction estimante car nous avons pour tout L

E V¢Zlogp(Zs|(Zt)t¢s,¢)‘| = E|E|Y_ Vslogp(Zi|(Zt)its, &) |(Zi)gr ]
seL seL
= F Z E[Vglogp(Zs|(Zi)iev.nre, ¢) |(Zt)t€VsﬂLC]‘|
seL
= 0

A tout codage L, nous pouvons associer le L-pseudo-score si(¢) = Vypr(¢) et nous pouvons
améliorer la qualité de ’estimation en combinant plusieurs de ces fonctions estimantes (i.e. en les

sommant, voir chapitre 6 [89]). La pseudo-vraisemblance est définie par

L(g) = > logp(z| (20) s, 6) (3.38)
ses
Son gradient V¢z(¢) (appelé pseudo-score), qui est la somme des L-pseudo-scores, est encore
une fonction estimante pour le champ markovien complet. Pour un champ partiellement observé,
Vd)i(qﬁ) est projeté sur ’espace des observations, et 1'algorithme ECI est défini & partir de la
fonction h(¢1,d2) = Ey, {Vd,f(qb)‘@ |y} L’algorithme obtenu ainsi est lalgorithme EM a la
Gibbs. Younes dans [159] a montré dans le cas d’un champ markovien exponentiel que la projection
du pseudo-score et 'algorithme ECI correspondant sont consistants localement :
— 11 existe une racine & ’équation estimante qui converge vers le vrai paramétre;

— I’EM gibbsien converge vers cette racine si la fonction h posséde de “bonnes” propriétés.

3.5.3.3 Généralisation et algorithme “Projeter et Résoudre”

Pour conclure, nous rappelons les travaux de Heyde et Morton [90] qui permettent de considérer
une classe plus large d’estimateurs (et par conséquent d’algorithmes d’estimation) mais qui se préte
moins facilement & une étude théorique. Leur idée n’est plus de voir I’étape E de 1’algorithme
EM comme une espérance conditionnelle mais comme une étape de projection sur des espaces
particuliers. Ceci les ameéne & définir I’algorithme Projeter et Résoudre (Project and Solve, noté P-
S). Dans la méthode de projection que nous avons étudié, nous projetons une fonction estimante
(compléte) sur ’ensemble des fonctions estimantes incomplétes. Heyde et al. propose en toute
généralité de projeter sur un espace contraint de fonctions estimantes incomplétes. Les auteurs
considérent H, une famille de fonctions estimantes (de moyenne nulle, et carré intégrable) utilisant
les données complétes, et H,, une famille de fonctions estimantes utilisant les données incomplétes
(typiquement un sous espace vectoriel de Hy). A partir d’une fonction estimante g € H,, on

construit une fonction estimante G appartenant a H, par un critére de moindre carré :
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G = arg min E; (H ~ g)(H - g)' (3.30)

ou lordre utilisé pour définir la borne inférieure est celui sur les matrices définies positives. Le
plus souvent, ceci se raméne & calculer la projection orthogonale de la fonction g sur I’espace H,,
(lorsque ce dernier est un sous-espace vectoriel de H,, ou un convexe, par le théoréme de projection
dans les espaces de Hilbert). Dans de nombreuses situations intéressantes, comme par exemple le
cas ot H, est I’ensemble des fonctions estimantes linéaires en u, la projection orthogonale sur H,,
n’est pas l’espérance conditionnelle (qui est le projecteur sur I’espace des fonctions de u).

La définition de la fonction estimante G(u, ¢) par une projection la rend inexploitable, car les
espérances intervenant dans le critére des moindres carrés (3.39) font intervenir le paramétre que
l’on cherche. Heyde et al. suggérent la méthode itérative suivante, partant d’une valeur initiale
arbitraire ¢, , dans laquelle nous notons H (¢ |¢g, u) la fonction telle que

H (6]60,u) = arg min By, |[[H(u,6) - g(V.0)|’]

Nous construisons itérativement ¢, 1 en résolvant

H (¢n+1|pn,u) =0 (3.40)

Si la suite (¢, ),>0 converge vers une valeur ¢, alors elle vérifie Ff (qg ‘q;, u) = G(u, ¢), et par (3.40)
est une racine de G. De plus, la proposition 3.5.3 est encore vraie dans ce contexte : si la fonction g
est un quasi-score , alors il en est de méme pour sa projection G(u, ¢) parmi ’ensemble H,,. Ainsi,
Pajout de contrainte sur le type des fonctions estimantes de H, (notamment la linéarité) permet
de proposer des algorithmes d’estimation nouveau, et dont nous pouvons controéler ’expression
fonctionnelle 14.

Nous pensons que cette approche est une alternative trés intéressante & "EMYV pour les modéles
complexes, car elle permet de proposer de nombreuses solutions pragmatiques pour le calcul des
paramétres : 'EMYV perd de sa pertinence dans les CMCa car la multiplicité des racines de la log-
vraisemblance ne permet plus d’identifier la racine & sélectionner comme celle étant un maximum
global. Ainsi un résultat plus faible théoriquement qui ne garantit que la convergence d’une suite
de racines, est en fait équivalent en pratique par cause de la difficulté & déterminer le maximum
global. Cependant un aspect important & traiter ultérieurement est la vitesse de convergence des

estimateurs ainsi obtenus.

14Heyde et al. donnent un exemple d’estimation dans un modéle & données manquantes ot Hy, est I’ensemble des
fonctions linéaires estimantes. La fonction estimante obtenue G(¢) = H(¢, ¢, u) est alors différente de E [g(¢) |u].
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Chapitre 4

Modéles CMCa-BI multivariées

Nous traitons ici de 'estimation de modéles CMCa-BI multivariées pour différentes modéli-
sations des lois d’émission. Selon le type des données & traiter et les hypothéses concernant les
fluctuations aléatoires au sein de chaque classe, il est nécessaire de choisir un modéle pertinent pour
décrire la physique du phénoméne observé. Trés communément, la loi normale est utilisée pour
réaliser la classification de données ou la segmentation de signaux. Dans le contexte de la classifi-
cation d’observations, il s’agit d’une hypothése classique grace a laquelle la notion de groupes est
bien appréhendée par un profil moyen (la moyenne) et par une dispersion intrinséque (la variance).
En imagerie radar, la normalité (ou l’utilisation de lois déduites de la loi normale comme la loi du
khi-2 pour la modélisation des intensités) provient de I’application d’un théoréme central limite,
en supposant que le nombre de réflecteurs au sein de chaque pixel est suffisamment grand pour
faire cette approximation. Enfin, la possibilité de pouvoir mener complétement et exactement les
calculs, constitue 'argument le plus fort en faveur de 'utilisation de la loi normale.

Il est cependant fréquent que les données traitées en image ou en signal s’écartent significati-
vement de la loi normale, en raison de la complexité des phénoménes réels (nécessité de la prise
en compte de queues de distribution épaisses [1] ou de dynamiques complexes [87]). De plus, des
modéles théoriques de formation des signaux regus justifient ’abandon de la normalité et incitent &
’utilisation d’autres modéles paramétriques pour la modélisation des intensités recues en imagerie,
des impulsions radar ou des données multicapteurs.

Dans ce chapitre, nous présentons plusieurs modéles paramétriques pertinents pour la seg-
mentation d’images, que nous pouvons rattacher & 3 types de modéles statistiques : les lois ex-
ponentielles, les lois elliptiques et les modéles spécifiés par copules. Aprés une description de ces
modéles et de leur propriétés, nous donnons les méthodes d’estimation associées dans le cadre des
CMCa-BI.

1l s’agit d’appliquer, selon le type des lois d’émission, les algorithmes de calcul d’estimateurs
présentés dans le chapitre 2. Parmi ceux-ci, nous avons priviligié les estimateurs capables de fournir
des algorithmes d’estimation simples & implémenter, et nécessitant peu ou pas de phases d’opti-
misation numérique multiparameétres (pouvant entrainer des temps de calcul importants ou/et des
resources machines importantes). Dans le cas des modéles exponentiels et elliptiques, le calcul
(approché) de PEMYV par EM (ou SEM) permet d’avoir des calculs récursifs faciles & implémenter

et nécessitant peu de calculs lourds. Nous utilisons aussi des modeéles spécifiés par copules, ce
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qui constitue la premiére utilisation des copules dans le contexte de la segmentation bayésienne.
Pour ces nouveaux modéles de mélanges, nous proposons un estimateur ECI et utilisant la théo-
rie que nous avons développé dans le chapitre 2. Nous obtenons alors un algorithme original et
général d’estimation de mélanges de modéles multivariées. De plus, cet algorithme est modulaire :
la modification de la forme paramétrique de la copule ou de la marginale d’une loi d’émission
n’a pas d’impact sur les formules d’estimation de ses autres paramétres, ce qui permet d’avoir un
programme d’estimation non-supervisée facilement modifiable.

Dans les 3 cas traités, nous considérons que nous avons un échantillon y € YV issues d’une
CMCa-BI, dont les densités des lois d’émission f(y,6x) appartiennent toutes au méme modéle

paramétrique.

4.1 Meélange de lois exponentielles

4.1.1 Définition

Définition 4.1.1. Famille exponentielle réguliére minimale (Barndorff-Nielsen [12])
Une famille exponentielle réguliere sur R? est une famille de probabilités P(©) sur (R?, B(R?))
dont les densités relativement & une mesure p sont de la forme

Vy e RY, V0 € © C R”, f(y,0) =exp ((T(y),0) — ¢(0)) (4.1)

ot O est un ouvert de RFet T : RY — R* est la statistique privilégiée du modéle. Si T est de rang
plein (i.e. les fonctions (T;)1<i<i sont linéairement indépendantes), la famille est dite minimale.

La forme paramétrique donnée par (4.1) est appelée paramétrisation canonique.

Alternativement, une famille exponentielle peut é&tre indexée par la paramétrisation naturelle,

définie par n = Ey [T(Y)]. La relation de passage entre les paramétres 6 et n est donnée par

Vop(0) =n

L’EMV est ’estimateur privilégié des familles exponentielles en raison des propriétés d’existence
et d’unicité du maximum de la log-vraisemblance sous des conditions faibles. Si nous estimons 6
a partir d’un échantillon y = (y1,...,yn), alors si la famille est minimale et que T'(y) appartient
a lintérieur de Vyp(©), le maximum de la log-vraisemblance existe, est unique et est atteint par
le point vérifiant 1’équation T'(y) = 7, [12, 100]. Pour déterminer TEMV Oy il s’agit d’inverser
la relation T(y) = Vop(Oarv), i-e.

aMV = (Vesﬁ)il (T'(y)) (4.2)

De nombreuses lois usuelles sont des familles exponentielles, telles que les lois gamma ou gamma
inverse, les lois normales, ou encore les lois de Von Mises-Fisher et de Wishart.

La log-vraisemblance d’'un mélange de lois exponentielles se met sous une forme particuliére-
ment facile & manipuler, et les algorithmes EM déduits ont généralement des expressions simples.
Par conséquent, pour les modéles que nous présentons, nous calculons une approximation de 'TEMV
des mélanges de lois exponentielles par EM.
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4.1.2 Estimation par EM de modéles exponentiels

Les étapes de ’algorithme EM prennent une forme particuliérement simple lorsque nous uti-
lisons la paramétrisation canonique. Nous nous en servons alors pour déterminer les algorithmes

de mise & jour des modéles exponentiels, paramétrés de maniére classique.

Si nous avons K classes distinctes, indexées par un paramétre 0y, (et dont la statistique privilé-
giée commune est notée T'), la fonction Q(¢, ¢y,) introduite dans la section 3.4.1 se décompose en
Q(o,dn) = Q(A) + Q(0,6,,). Comme les mises & jour de A et 6 sont effectuées indépendamment,

I’'une de ’autre, nous donnons uniquement le calcul de 6,, 1 :

N,K

)

Q0,0,) = > 7 (T(:), 0) — 0(0x))

ik=1

L’étape M consiste donc en la résolution de I’équation habituelle pour les modéles exponentiels :

vk < K, Va0(0) = (T)) (4.3)
N o (Tray) - ST , s
ou nous avons noté (T'(y) = e o Nous donnons ci-dessous différents exemples de
RO i=1 T4k

modéles exponentiels couramment utilisés.

4.1.2.1 Loi normale

Comme nous ’avons indiqué en introduction, la loi normale est souvent utilisée en segmentation
(ou en classification, voir notamment [109, 69]) en raison de la possibilité de calculer aisément les
quantités d’intérét, notamment ’estimateur du maximum de vraisemblance. L’algorithme EM
est alors couramment utilisé, et les étapes E et M s’obtiennent en considérant directement la
paramétrisation classique! (m,Y) (m et ¥ sont respectivement la moyenne et la variance). Les

formules de mises & jour sont :

my = Z-fvzl W,Ez)yi
- (n)
X~ ﬂ-izc
Vk < K, (4.4)
Y= éV:1 ng;@)(yi_mi)(yi_mi)/
k= N ()
i=1"ik

4.1.2.2 Loi Gamma

Les lois gamma sont souvent utilisées pour modéliser I'intensité dans les images radar et per-
mettent de généraliser la loi du khi-2. La loi gamma est spécifiée par deux parameétres a, b (res-
pectivement de forme et d’échelle) et a une densité f (y, (a,b)) = ﬁy‘kl exp(—%)1g+(y). Elle

1Tes algorithmes EM obtenus avec la paramétrisation (mg, Yk)1<p<r OU 8 = (0k) <1< i sont équivalents grace
a Dinvariance par reparamétrisation des étapes E et M o o
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est notée y(a, b) et sa forme canonique est :

’

T(y) = (—v, log(y))
0 = (%, a—1)

o(0) = — (02 + 1) log(01) + log(T (62 + 1))
et pour chaque itération n de EM nous devons résoudre le systéme :

05T +1 _
ZECLT = in

)

vk,
—log(671") + v (054" +1) = (logy), ,

ou Y(z) = dl%f(x) est la fonction digamma, dérivée logarithmique de la fonction I' d’Euler. En
réécrivant les équations en fonction des paramétres usuels a, b, nous obtenons les formules de mise

4 jour suivantes :

ap™ =€ ((logy),,, — 108((F).n)

vk, (4.5)

bn+l _ (y)k,n
kT gl
k

avec ¢ fonction telle que £(x) = ¢(x) — log(x).

4.1.2.3 Loi de Von Mises - Fisher

Les lois de Von Mises-Fisher ([107]) sont une famille exponentielle sur la sphére unité S?~1 C

R<, dont la densité relativement & la mesure uniforme sur S~ vaut :

1
D($)14/0-1(k)

ot ¢ € 547! est appelé direction moyenne et x > 0 est le paramétre de concentration. Cette loi

K

vy € ST fly, (& k) = (—)

; exp(r€'y)

est souvent utilisée pour la segmentation d’information directionnelle [109], mais aussi pour la
classification de données textuelles et d’expression de génes [7]. Nous verrons dans le chapitre 5,
que nous pouvons représenter partiellement ’information Doppler ou polarimétrique par un point

de la sphére S9!, La paramétrisation canonique est :

©(0) = (4 —1)log(5) — log(I'(£)) — log(Ly/2—1(k))

Id/g(ﬁ)

ott I3/, représente la fonction de Bessel de premiére espéce [5]. Si nous notons Ag(x) = a1 ()

les équations de vraisemblance pour chaque classe sont :
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Fo_ (y)k,n
& = @l

i = A7 (| @)

ki est déterminé par inversion de la fonction A,. Plusieurs approximations de A4 ont été proposé

afin d’alléger les calculs nécessaires a ’estimation du paramétre de concentration?, voir [107] et

[7]-

Remarque 4.1.1. Lot de Von Mises-Fisher complexe

Nous pouvons étendre ce modéle exponentiel a la sphére unité compleze de C?, noté csdt =
{z e ‘Zle |zi|* = 1}, en considérant le modéle tel que f (y, (§,k)) x exp (kR(*y)) (R dé-
signe la partie réelle d’un vecteur complexe et J sa partie imaginaire). Nous appelons ce modéle

la loi Von Mises-Fisher complexe, et elle correspond alors a la loi de Von Mises réel sur la sphére

’

§24=1 | de direction moyenne égale a (9‘{(5), 3(«5)/) .

4.2 Mélange de lois elliptiques

Nous présentons ici le modéle de vecteur aléatoire sphériquement invariant pour la modélisation
des lois d’émission de CMCa-BI. Ce modéle a un double intérét pour les applications :

— il s’agit d’une généralisation assez simple de la loi normale, et dont I'introduction dans le
domaine de la classification peut étre assimilée & la robustification (par rapport aux valeurs
aberrantes) des procédures de segmentation non-supervisée (voir [109] et les références a
lintérieur) ;

— un raisonnement physique sur la formation des images et des signaux radar motivent leur
utilisation dans les traitements de segmentation statistique, d’autant plus que celui-ci est
validé sur données réelles [44].

Nous introduisons tout d’abord les modéles elliptiques, dont les vecteurs aléatoires sphériquement
invariants (Spherically Invariant Random Vector, noté SIRV par la suite) sont un cas particulier,
et nous donnons quelques unes de leurs propriétés. Nous nous intéressons alors au probléme de
lestimation par maximum de vraisemblance de tels modéles, qui, & part dans le cas gaussien,
conduisent & la résolution d’une équation normale non-linéaire.

La résolution de cette équation par un algorithme EM dans le cas de la loi de Student? est un
exemple classique de I’élégance de ce dernier. Aprés avoir donné la forme générale de 1’algorithme
EM pour les SIRV, nous rappelons son expression dans le cas d’une seule composante ([108, 111])
et d’'un mélange ([109]). Nous calculons alors les expressions analytiques des algorithmes EM
similaires pour la loi K multivariée. Les algorithmes d’estimation, obtenus indépendamment de
Particle de Roberts et Furui [139], en sont une généralisation au cas multivarié réel et de mélange,
et s’adaptent directement au cas complexe. L’algorithme EM est une alternative trés intéressante
aux méthodes classiques d’estimation pour estimer les parameétres d’échelle et de forme de la

2Ceci est une difficulté inhérente aux modéles paramétriques pour données directionnelles, pour lesquelles la
détermination de la constante de normalisation est trés difficile. L’estimation des paramétres, y compris dans
les modéles exponentiels, posent des difficultés dues a la résolution d’équations non-linéaires complexes, faisant
intervenir des fonctions spéciales, voir [107]. Ceci apparait comme un frein a I’utilisation de ces modéles.

3que le nombre de degrés de liberté soit connu ou inconnu.
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loi K (dans le cas scalaire), tant du point de vue calculatoire que de la qualité (voir [139] pour
des expérimentations). Les techniques classiques utilisent la méthode des moments, ’optimisation
numérique ou encore l’approximation asymptotique par une loi gamma de la loi K. Dans le cas
multivarié (réel ou complexe), I’algorithme que nous donnons est la seule méthode proposée jusqu’a

présent pour ’estimation conjointe de la moyenne, de la variance et du paramétre de forme.

4.2.1 Lois elliptiques et Vecteurs Aléatoires Sphériquement Invariants

Les lois elliptiques sont considérées comme une généralisation de la loi normale multivariée
parce qu’elles sont, comme cette derniére, indexées par un paramétre de position et d’échelle, et
que les courbes d’isoprobabilités de la densité sont de forme elliptique. Elles se distinguent de celle-
ci par un troisiéme paramétre, fonctionnel ou de dimension finie (nous dirons euclidien par la suite),
qui vient régler I’épaisseur des queues, c’est & dire la fréquence d’observations de valeurs élevées en
module. Pour cette raison, ces modéles sont utilisés lorsque la loi normale est incapable d’expliquer
Poccurence d’un trop grand nombre de valeurs extrémes, ou que les procédures d’estimation et/ou
de décision ne sont pas robustes aux valeurs aberrantes ([77] et les références citées).

Pour une présentation théorique et détaillée des nombreuses propriétés des lois elliptiques,
nous renvoyons a l'ouvrage de Gupta et Varga [82]. Nous donnons tout d’abord deux définitions

(remarquablement) équivalentes des modeéles elliptiques.

Définition 4.2.1. Lo elliptique
Le vecteur aléatoire Y € R? (et de support égale a RY) a une loi a contour elliptique, ou plus
simplement elliptique s’il vérifie 'une des deuz propriétés équivalentes suivantes :

1. Sa densité relativement a la mesure de Lebesgue s’écrit
vy € R, £ (y, (m, B, 0) = [Z720 (572 - m)|2) (4.7)

avec h fonction continue telle que [ h(s)s?~'ds = I(2)7~%. Dans le cas ot I h(s)s%ds <

00, la moyenne et la covariance de Y existent et valent respectivement m et A3, avec \ > 0.

2. Y admet la représentation stochastique suivante
Y =m+ RAU (4.8)

avec R v.a.r positive et U v.a. uniformément répartie sur la sphére S '. R et U sont des
v.a. indépendantes, et A est une matrice non-singuliére.

Nous avons la relation AA* = X. m et 3 sont appelés parameétres euclidiens et h est appelé le

parameétre fonctionel.

Remarque 4.2.1. Si Y est un vecteur elliptique, alors le vecteur transformé Y = HY +B (ou H
est une matrice carrée de dimension d inversible et B est un vecteur de R?) est encore elliptique,
mais de paramétres euclidiens égauz a (Hm—i—B,HAH’). La loi de la v.a.r R (ou encore la

fonction h) est inchangée.
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Remarque 4.2.2. La seconde propriété est souvent exploitée pour construire un test d’ellipticité.

En effet, la représentation stochastique (4.8) d’un vecteur elliptique centré Y s’obtient directement

par normalisation, i.e. R = ||[Y|| et U = ﬁ Le test d’ellipticité d’un échantillon yi,...,yn
consiste o tester la répartition uniforme sur la sphére des parties angulaires HZ—H’ ainsi que l’in-

dépendance de HZ—IH et ||y:||. Ce test a été utilisé dans [44] pour vérifier Uhypothése d’ellipticité de

mesures radar réelles.

Remarque 4.2.3. Pour identifier un modéle elliptique, nous avons besoin de contraintes liant
m,Y. et h. En effet, nous n’avons pas en général

Yy € RY, f(y, (my,21,h1)) = f (y, (M2, B2, he)) = my =my, ) = Xy, hy = hy

Ceci provient du fait que le facteur d’échelle est contenu d la fois dans la matrice X et dans
la fonction h. Une contrainte classique pour obtenir un modéle identifiable est de supposer que
Tr(X%) =d.

11 est facile de construire des modéles elliptiques sur R¢, puisqu’il suffit de choisir des fonctions

! soit intégrable. La seule difficulté consiste alors en le calcul

h tels que la fonction s — h(s)s2 ™
de la constante de normalisation. Cependant pour les applications que nous traitons, nous nous

intéressons a la sous-famille des SIRV, construite & partir de la loi normale.

Définition 4.2.2. Vecteur Aléatoire Sphériquement Invariant
Un vecteur aléatoire Y dans R? est un vecteur aléatoire sphériquement invariant (Spherically Inva-

riant Random Vector, noté par la suite SIRV) s’il admet la représentation stochastique suivante :
Y =Ue (4.9)

avec U, ¢, deux variables aléatoires indépendantes, telles que U soit positive et € ~ N(0,X), avec

3 matrice semi-définie positive.

Cette définition est celle utilisée en traitement du signal Radar [135] (voir aussi la bibliographie
pour des références antérieures sur 'introduction de ce modéle), cependant dans la suite nous dési-
gnerons par SIRV les vecteurs aléatoires dont la représentation stochastique est Y = m+ Uk, avec
m vecteur de R? : les procédures d’estimation et de segmentation proposées ne sont pas modifiées
par 'ajout d’un paramétre de position m. Nous désignerons par SIRV centré, les modeéles clas-
siques utilisées en radar. Les données utilisées en radar sont complexes, et nous pouvons généraliser
la définition des SIRV réelles au SIRV complexes, en considérant que € est un vecteur gaussien
complexe circulaire, voir annexe A. Afin de faciliter I'obtention des procédures d’estimation, nous
utilisons la représentation stochastique suivante

Y =m+U"% (4.10)

ou U a une densité g relativement & la mesure de Lebesgue. Dans le contexte Radar, ot les SIRV
ont été introduits pour modéliser les fouillis non-gaussiens [118, 135, 104, 117, le processus U
(défini dans I’équation (4.9)) est appelé texture, et le processus gaussien e est appelé “speckle”

(chatoiement). Nous continuons & appeler texture le processus U intervenant dans (4.10).
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4.2.2 Liens entre loi d’un SIRV et loi de la texture associée

Nous nous intéressons maintenant au lien entre la loi de U et la loi de Y, i.e. au lien entre

les fonctions g et h de (4.7). La définition d’un SIRV nous permet de dire que Y|U = u est une
=

loi normale N(m, ) et de déduire sa variance directement (par application de la formule de la
variance conditionnelle)

VY)=FE[U '] xX% (4.11)

La texture U est une modulation de la puissance du signal rétrodiffusé. Nous pouvons aussi réécrire

I’Eq. (4.7) en introduisant la forme quadratique ¢(y) = 3(y — m)'SX~!(y — m)

7 |2|71/2 d

Pl m, 2 0)) = s [ ke guya (4.12)

La densité f(-|m, X, g) est donc la transformée de Laplace de la fonction g4 : u — % u? g(u),
évaluée au point ¢(y). Nous pouvons, comme dans la remarque 4.2.3, imposer une contrainte
sur la trace de la matrice X, pour assurer l'identifiabilité d’un SIRV lorsqu’il est indexé par le
triplet(m, X, g). Cependant, pour ’estimation il est intéressant de mettre une contrainte sur la loi
de U plutdt que sur la matrice 3. La modélisation SIRV fait apparaitre de maniére particuliérement
marquante le probléme d’identifiabilité du modéle : la définition d’un SIRV par le produit de la
texture U et du processus gaussien € montre que la puissance du signal recu Y peut étre attribuée

aussi bien & U qu’ € :

YA >0, Y = AY2¢/(AU)Y/? (4.13)

Autrement dit, les paramétres (X, g) et (AX, +g(5)) donne la méme densité f (y, (m, X, g)). Par
conséquent, nous imposons une contrainte sur le paramétre d’échelle de la loi de U. Un modéle
SIRV sera noté €(m, 3, 9) silaloi de U est indexée par un paramétre ¥ € =. Nous ne considérons
par la suite que la loi de Student et la loi K (déduits de la loi gamma), qui sont les modéles les
plus utilisés dans les applications qui nous intéressent et qui ont de plus ’avantage de posséder
une expression analytique pour la densité (ce qui n’est généralement pas le cas des SIRV).

Nous rappelons tout d’abord la définition de la loi gamma inverse, ainsi que quelques propriétés

de la loi gamma.

Définition 4.2.3. Lot Gamma et Gamma Inverse

Une variable aléatoire positive V suit une loi gamma inverse, notée iy(a,b), si V=1 suit une

loi y(a,b). Sa densité relativement & la mesure de Lebesgue est alors

(v) = 1 1
RO = I'(a)b® votl

Propriété 4.2.1. Moments des lois Gamma et Gamma Inverse

e P 1ge (v)

Si U ~ ~v(a,b), alors \U ~ y(a, Ab). De plus, nous avons

{ B0l = ab (4.14)
Ellogl] = (a)+ log(b)
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Si V ~iv(a,b), alors \V ~ iy(a, %) De plus, nous avons

{ BVl = @ (4.15)
EflogV] = —1(a)—log(b)

Le parameétre b est le facteur d’échelle des lois gamma et gamma inverse & controler pour ga-
rantir 'identifiabilité du modeéle SIRV déduit. Dans les deux cas, la contrainte que nous choisissons
est b = %, ce qui se traduit par le fait que nous ne considérons que des lois gamma de moyenne

a

égale & 1 et des lois gamma inverse de moyenne —%5. Si U ~ (%, %), alors Y suit une loi de

Student (noté loi T) & v degrés de libertés, notée Ty, 5, :

PESDIB (0 2
(70) V2T () (HT)

/ (yv (m, 271/)) = (4'16)

Par ’Eq. (4.11) nous retrouvons que dés que v > 2, la variance d’une loi de Student existe et vaut

v
v—2

X 2

Ve (Z) =

la moyenne étant m.

Si U ~iv(a, 1), alors Z a une loi de type K notée Km x,q :

a@|3|—1/2 =g
(0, (m, m))%( @> Kooy (2v/a0()) (4.17)

ou K, est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce, [5]. La moyenne de la loi K existe

pour tout a, ainsi que sa variance qui vaut :
VksaY) =2

La loi normale apparait comme un cas limite lorsque les paramétres a, v — oo. En pratique, la loi
K tend trés vite vers la loi normale (dés que a ~ 10). Pour la loi T, approximation gaussienne est
correcte pour v ~ 100. Par contre, pour les faibles valeurs, les paramétres a et v ont une influence

opposée sur la forme de la densité :

1. La loi T, 3, est une loi a queue épaisse, parce qu’il s’agit d’une loi de type puissance (a
Pextréme, pour v = 1, Y suit une loi de Cauchy qui n’a pas de moyenne).

2. A Yopposé, le paramétre a est tel que Ky, 5, tend vers une dirac en m lorsque a tend vers
0. Lorsque a = 1, la loi K est parfois appelée loi de Laplace généralisée. L’approximation
asymptotique classique de la fonction K, (voir [5])

™

Vo > 0, Ka(IE) ~ oo %671 (418)

permet de montrer que les queues décroissent toujours & une vitesse exponentielle (I’équi-

—dtl . . . .
valent est [|y[|°” > e~2velll), mais beaucoup moins rapide que la loi normale.

Pour cette raison, les lois T et K sont des distributions & queues épaisses (voir les figures 4.1 des

marginales et les figures 4.2 pour des exemples de densités en dimension 2).
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F1G. 4.1 — Marginales des lois elliptiques : loi K (*-’), loi T **-’, loi Normale (-)

(a) densité de la loi (b) densité de laloi T (c) densité de la loi K
normale avec v = 10 aveca =1

F1G. 4.2 — Graphes 2D et contours des densités elliptiques normal, T et K de paramétre m = 0 et

1 05
2_[0.5 1 ]
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La loi SIRV unidimensionnelle ne correspond pas a la définition classique de la loi K ([9, 49]),
qui est initialement un modéle de densité sur R™ pour la modélisation des amplitudes non-Rayleigh.
Une variable aléatoire suit une distribution de Rayleigh si sa densité est f(r) = J5 exp (—%), ce
qui est la loi de ’amplitude d’une loi gaussienne complexe circulaire. Il est équivalent de dire que
la loi de I’intensité I (i.e. 'amplitude au carré) est une loi exponentielle de paramétre (1, 0?).
La loi K est introduite en considérant que I'intensité [ " effectivement regue est une perturbation
aléatoire multiplicative de l'intensité I. L’intensité recue I' = U~'/2] a pour densité f, (y) =
[o7%° % exp (—us) g(u)du. Si g suit une loi inverse gamma, alors nous obtenons la loi K, notée

0 o
Kgo2:

2a® y \(e—1)/2 Vay
MN=—— (= K, 12— )1 4.1
ff(ya (G,O' )) O'2F(a) (ao_g) 1 o [R*(y) ( 9)
De par les propriétés d’indépendance entre partie angulaire et norme des SIRV, f, est aussi la

densité de la norme d’un SIRV de R?, de densité K ,27, -

Remarque 4.2.4. En utilisant Uapprorimation asymptotique (4.18), nous trouvons que fr(y) ~
Cy“’le’Q@ ce qui vient justifier approximation de la loi des intensités par une loi gamma.

Remarque 4.2.5. Signalons Uintérét de la densité K ,2 , définie sur R pour la modélisation des
sorties de filtres d’analyses d’images (par exemple des coefficients d’ondelettes), pour la segmen-
tation de fouillis, la reconnaissance de cibles, et plus généralement la reconnaissance de formes.
La densité K ,2 , o été obtenue par U. Grenander et A. Srivastava sous des hypothéses assez gé-
nérales comme étant la forme analytique des densités des contenus spectraux d’une image extraits
par des filtres linéaires [81, 145].

4.2.3 Estimation par Maximum de vraisemblance
4.2.3.1 Généralités

Si nous avons une loi elliptique €(m, X, ¥), nous sommes souvent intéressés par Iestimation
des paramétres position-échelle (m,X), ou alors du paramétre complet (m, 33, 1). Nous nous
intéressons ici & leur estimation par ’EMYV. Dans le premier cas, si nous supposons que la fonction
h est connue, la différentiation de la log-vraisemblance (dans le cas d’un échantillon i.id. y =

(y1,-..,yn)) donne le systéme suivant :
_ 2N wr)ys
m = SN ()

(4.20)

/

= £ 5N w(r)(y: — m)(y; —m)
avec r; = || 2712 (y; — m)H2 et w(r) = —%.

Les estimateurs se mettant sous cette forme ont de “bonnes” propriétés de convergence et de
robustesse (en termes de sensibilité & des valeurs aberrantes, [91]), si la fonction w décroit assez
vite. En effet, la fonction r — w(r) peut s’interpréter comme une fonction de poids qui pondére
I'influence des observations dans ’estimation des paramétres. Cette fonction est décroissante (et
souvent réécrite sous la forme w(r) = @), de telle sorte que le poids de I'observation z; soit faible

si celle-ci est loin de la moyenne (relativement a la distance de Mahalanobis), et important si elle
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en est proche. D’autres fonctions w que celles obtenues & partir de la vraisemblance peuvent étre
proposées pour 'estimation des paramétres m et X. Les estimateurs sont appelés M-estimateurs,
et sous des conditions sur la fonction w, la consistance et la robustesse aux valeurs aberrantes
est garantie (en sacrifiant ’efficacité¢). On peut par exemple citer la fonction (impaire) de Huber

définie par :

ol a est un parameétre i régler.

Cependant, la résolution analytique de (4.20) en (m, X) est impossible, hormis pour quelques
fonctions particuliéres (par exemple la loi normale pour laquelle la fonction w est constante et
égale & 1). Dans le contexte radar, une méthode itérative particuliérement intéressante a été
développée pour les SIRV de moyenne nulle, appelée “estimateur du point fixe” (voir [77, 118]).
En effet, de maniére remarquable, "TEMYV est le point fixe d’une fonction indépendante de h, pour
laquelle il est possible de construire une suite de matrice convergeant vers ce point fixe. Outre sa
facilité d’implémentation, cet indépendance de la forme paramétrique de €(m, X, ) le rend trés

intéressant pour son exploitation sur données réelles.

Nous nous intéressons par la suite & 'estimation du triplet (m, X, ), qui si elle oblige & spécifier
la forme parameétrique de €(m, X, ¢), permet d’apporter une information utile sur la vitesse de
décroissance des queues et d’avoir une caractérisation plus fine des données. La recherche de
EMV aboutit & un systéme d’équations non-linéaires dans lesquelles sont liées les 3 paramétres.
Nous présentons dans le paragraphe suivant une méthode itérative de maximisation de la log-
vraisemblance des SIRV basée sur I’algorithme EM (déja proposé pour 'estimation des parameétres
(m, X) et (m, X, 9), voir [140, 108, 111]).

4.2.3.2 Recherche de maxima de la vraisemblance par EM

Supposons que nous avons un échantillonii.dy = (y1,...,yn) ~ €(m, X, ). Si nous observons
U et Y, la log-vraisemblance (compléte) s’écrit :

N
N d
Lotm, 3, ) = - Tox((2)"13) + 3 { o) — watos) + oxlows. )} a2)
i=1
Sans préciser la densité g, nous écrivons le schéma général de ’algorithme EM pour une loi
£(m, X, V). Partant d’une initialisation ¢9 = (m®, =@ 9©) 1la suite des paramétres ¢, =

(m("), ), 19(")) -, est obtenue par la résolution de 2 problémes d’optimisation indépendants :
n>1

minms Y log(|Z)) + 2N, w!™q(y)
et (4.22)
maxy Yy By, [log(g(Us, 9))ly]

ol w§") = E4, [Uily]. Nous pouvons donner I’expression analytique des réestimations de m et X :
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m+)  — %
it w”
ot (4.23)

2D = LYY Wl (g — mO D)y — mD)

Si nous pouvons dériver par rapport & 6 (et intervertir dérivation et intégration), nous devons

résoudre en toute généralité ’équation :

>~ By, [V log(g(Ui, 9))ly] =0 (4.24)

i=1
Le plus souvent, cette équation est relativement facile & résoudre : on peut se ramener & une
équation du genre a(¥) = a®), ot al¥) est une constante calculée & partir des données, et a est

une fonction croissante.

L’algorithme EM est donc un algorithme itératif de résolution des équations normales (4.20)
d’un modeéle elliptique, qui consiste en une mise 4 jour successive des paramétres selon les directions
m, X puis 9, au lieu d’étre une méthode de recherche globale. Si nous n’estimons par exemple que la
moyenne et la variance (en supposant que 9 est connu), nous avons une méthode de type “Iteratively
Reweighted Least Square”, c’est & dire une correction successive des calculs de la moyenne et de la
variance, par un poids venant pénaliser les observations atypiques, et surpondérer les observations

“proches” de la moyenne.

La difficulté de cet algorithme réside dans I’étape E, pour laquelle il est nécessaire de déterminer
la loi a posteriori U; conditionnellement & Y; (les observations sont toutes indépendantes), ou tout
du moins de connaitre les moments a posteriori de U et Vylog (¢g(U,¥)). La loi de U a posteriori
est

pluly) oc u®eP® g (u) (4.25)

Nous avons alors deux possibilités qui consistent soit & déterminer explicitement cette loi a
posteriori et d’en calculer analytiquement les moments d’intérét, soit de procéder & une approche
par simulation, conduisant ainsi & un algorithme de type Monte Carlo EM (i.e. I’étape E est
remplacée par une simulation et une estimation empirique de la fonction @ & maximiser). Il s’agit
d’un probléme classique en analyse bayésienne, et 'existence de formule analytique pour la densité
a priori est assurée en utilisant des lois conjuguées. Ceci est notamment le cas de la loi de Student,
pour laquelle la loi de U est la loi conjuguée naturelle de la loi normale (voir Robert, [137]). Dans

ce cas-1a, nous avons

1

pluly) o+~ exp (<ulatw) + 5) ) (4.26)

Le modéle de Student se préte donc particuliérement bien & une estimation par EM, mais aussi a
une simulation basée sur ’échantillonneur de Gibbs, car la loi a posteriori est connue et facile &
simuler. Nous donnons ci-dessous les lois a posteriori et les formules exactes de réestimation dans
les cas de la loi T et K.
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4.2.3.3 Loi a posteriori et algorithme EM pour la loi de Student

Pour une loi de Student & v degrés de libertés, nous pouvons directement expliciter les poids

wl(") et lestimation de v, puisque la loi de U; a posteriori est une gamma, F(%d, m), dont
la moyenne (voir remarque 4.2.1) est
)
Ey[Uily] = e
(4.27)
v 2 i)+
Eyllog(Ui) ly] = (%) — log(*14*2)
L’équation (4.24) prend la forme :
N (n) (n)
v v 1 (n) (n) v, + d v, o+ d .
U(5) +log(5) + 1+ D log(w™) —w)™ + () ~log(--——) =0 (4.28)

i=1

(n) o)
Nous notons ¢(z) = 1h(x) —log(z) et (™ = 1+ + Zf;l log(wgn)) —w§"> —H/)(%l) —log(ViTer).

La mise & jour du paramétre v s’écrit

w(g) = p(m (4.29)

Si (™) > 0, il existe toujours une unique solution parce que la fonction z — () est strictement
croissante sur R™*. En conclusion, nous obtenons, 1’algorithme EM pour une loi Ty, 5, :

1. Initialisation : m(® = L 5™ 4, 30 = LS (4~ m©@) (y; — m©@) | 10 =100 (esti-

mation dans le cas gaussien)

2. Pour tout n, calculer ¢ (y;) = 3(y; — m™)' TV =1 (y; — m™).
) _ d+l/(")
T 2¢M) (yi) v
Calculer la moyenne et variance des observations (y;)1<i<n en pondérant avec m®+) et
(n)
P

Calculer () et v+ = 21 ().

Calculer les poids w."

>+ par les poids w

4.2.3.4 Loi a posteriori et algorithme EM pour la loi K

Malgré des expressions plus complexes dans la loi a posteriori, il est toujours possible de
calculer les moments a posteriori nécessaire dans les équations (4.23) et (4.24). En effet, nous
pouvons intégrer 'expression (4.25), ce qui donne I’expression suivante pour la densité a posteriori

de la texture :

uz= ) Lexp (—(ug(y) + 2))
2( M)a—%KQ_%@ aq(y))

a

p(uly) = (4.30)

Nous pouvons alors calculer tous les moments a posteriori de U qui interviennent dans ’expression

de @ :
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0o 2\ aa(y)
EylUly = -
s[Uly] @K%w@ aa(®)
W) g (24/aq(y)) (4.31)
1 = 220 |
E¢>[U|Y] - K%7G(2\/aq(y))
E,llog(D)ly] = H(\/@’ a)

avec H(x,a) = —log(z) + 04 log K, (2ax)

La mise & jour du paramétre de queue a aboutit a la résolution de ’équation

|a:%7a'

pla) = (4.32)

avec o) = 1 — (% POR E¢n[U%|y] + Ey, [1og(Ui)|y]). Pour résumer, l’algorithme permettant

d’estimer une loi Ky, 55,4 est :

1. Initialisation : m(® = L SN 4 20 = LSV (4, - m©@) (y, —m©@) , a® = 10 (esti-
mation dans le cas gaussien)

2. Pour n, calculer ¢ (y;) = (y; — m™) =) =1(y, — m™)

K (2va™q™ (y:))
; (n) _ 4d_a(m) 41

Calculer les poids w,; ~ = - )(y

TP K g (2¢/a™a™ (y) )

Calculer la moyenne et variance m("+1) et X("+1) des observations y = (y;)1<i<n pondérées
par les poids w§">.

Calculer ¢(™ selon I'Eq. (4.32) et calculer a1 = =1 (o),

4.2.4 Estimation de mélanges de lois elliptiques

Nous proposons dans cette section un algorithme d’estimation par EMV d’une CMCa-BI dont
les lois d’émission appartiennent au modeéle SIRV. Nous exploitons la double structure cachée pour
un mélange de K modéles elliptiques : le processus U qui vient perturber la normalité des obser-
vations, et le processus X qui vient modifier les paramétres selon une dynamique markovienne.
Les lois d’émission f(y, 0x) € £(my, Xk, V) appartiennent toutes au méme modéle paramétrique.
Le processus U de texture est alors tel que (U;,Y;) soient indépendants conditionnellement &
X et P(UY |X) = vazl P(Y;|U;, X;)P(U; | X;). La loi conditionnelle de Y;, conditionnellement
a U, X,, est une loi normale N(mx ,Ux,A YXx, ). La vraisemblance compléte du modéle de mé-
lange est donc une légére modification de la log-vraisemblance (4.21) par l'ajout du processus X.
Finalement, la maximisation de la fonction Q(¢, ¢,,) donne les formules de réestimation suivante :

(n+1) _ _ Zivlwink) fy;c)yl

¢ SRR
ot (4.33)
S = LN 2™ (g m{Y) (g — mYY

Comme dans les équations (4.33), les moments a posteriori Ey[U;|y, X; = k], Ey[1/U;ly, X; = k]

et Eyllog(U;)|y,U; = k] sont multipliés par les probabilités a pos’ceriorl (ﬂf k))i,k- Les parametres
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v, d’un mélange de lois T sont obtenus par la résolution des équations suivantes :

(n+1) (n) (n)
_ + M + M ()Y _ (™
vk < K, p(P—) = log(B ) — (B — 1 - = ’;’Zf Y {log(wl) —ui}
(4.34)
De méme, les paramétres a; d’'un mélange de lois K sont solutions des équations :
1 al 1
vk < K, p(a)"") = S Z”E?E[g +log(Ui)|ys, Xi = k] — 1 (4.35)
i=1 Tk i=1 o

L’algorithme EM proposé tire partie de la compatibilité des structures cachées U et X : chaque type
de paramétres des lois d’émission de chaque classe est mis & jour séparément, rendant ainsi 'implé-
mentation de ces algorithmes et donc l'utilisation des procédures de segmentation non-supervisée
envisageable pour des traitements rapides. Il est donc possible théoriquement de proposer le méme
genre d’approche pour le calcul de PTEMV des autres lois elliptiques. Dans les cas ot il n’est pas
possible de déduire la forme analytique de la loi a posteriori de la texture, il reste envisageable
d’utiliser des méthodes de simulation pour calculer I’étape E avec un algorithme MCEM.

Remarque 4.2.6. Les algorithmes EM proposés dans section se généralisent directement auzx

SIRV complezes (voir anneze A).

4.2.5 Expérimentations
4.2.5.1 SIRV réels

Nous mettons en oeuvre dans cette section les algorithmes d’estimation de mélanges de loi de
Student et de loi K dans le cadre de la segmentation non-supervisée (par MPM) de chaines de
Markov cachées CMCa-BI. Nous comparons les différents modéles SIRV : loi normale, loi T et loi
K afin de mettre en évidence ’apport du paramétre de queue pour ’estimation et la segmentation.

Nous traitons le cas d’'une CMCa-BI stationnaire & 3 classes. Le processus caché est plutot
“stable” , avec une matrice de transition A = (a;;)1<i,j<3 , @i; = 0.8 et a;; = 0.1 quand i # j.

Chaque classe est définie par les paramétres de moyennes et variances suivants : pu; = (0,0)/,
, , 1 04 1 0.2 1 05

=(1.5,1.5), us =(3,3) , = , Yo = et X3 = . Nous
= Joma =038, E=1 1] 2 [0.2 1] ° [0.5 1

testons alors 5 scénarii différents :

1. Un mélange de 3 lois normales (mélange N)

2. Un mélange de 3 lois T, de paramétres de queue identiques v; = v = v3 = 10 (mélange T7)
3. Un mélange de 3 lois T, de paramétres de queue v; = 5, v = 10 and v3 = 15 (mélange T5)
4. Un mélange de 3 lois K, de paramétres de queue identiques a; = as = a3 = 5 (mélange K1)
5. Un mélange de 3 lois K, de paramétres de queues a; = 1, as = 2, ag = 4 (mélange K5)

Les densités des 5 mélanges obtenus sont tracées dans les fig. (4.3) et (4.4). Nous comparons les
procédures de segmentation non-supervisée pour ces 5 mélanges en utilisant une CMCa-BI dont
les lois d’émission sont soit des lois normales, des lois de Student ou des lois K. Les modéles
correspondant sont notés respectivement modéles N, T et K. L’échantillon que nous segmentons
est de taille N = 1000.
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(a) Mélanges de lois normales N (b) Mélanges de lois T1 (c) Mélanges de lois K1

F1G. 4.3 — Mélanges de SIRV ayant méme paramétre de queue (texture) N, Ky, T

(a) Mélanges de lois T} (b) Mélanges de lois K1

Fi1G. 4.4 — Mélanges de SIRV ayant des paramétres de queue distincts Ko, 75
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| mélanges | Taux d’erreur |

N 12,4
T1 et TQ 14,5
Ky et Ky 10,9

TaB. 4.1 — Taux d’erreur (%) en segmentation supervisée

Les taux d’erreur théorique (en contexte supervisé) sont estimés par Monte Carlo et sont
donnés dans le tableau (4.1). Malgré des paramétres de queue différents, les mélanges de lois K
(K; et K») et de lois T (Thet Ty) possédent des taux d’erreur théoriques trés proches, que nous
considérons comme égaux.

Les mélanges de Student sont les plus difficiles & restaurer (en raison de la décroissance en
puissance des queues, ce qui augmente la taille des zones de confusion), alors que les mélanges de

loi K sont les plus faciles & segmenter (ce qui est bien illustré par les 3 pics séparés du mélange).

L’estimation des paramétres est effectuée par ’algorithme EM de la section 4.2.4, pour une
nombre de 100 itérations. L’initialisation est réalisée en estimant les paramétres des lois d’émission
& partir des classes construites par un algorithme au K plus proches voisins. Les résultats de la
segmentation non-supervisée sont rassemblés dans le tableau (4.13), et ont été obtenu par Monte
Carlo (sur 500 simulations).

Lors de la restauration non-supervisée, nous pouvons dissocier le cas ol les queues sont égales
de celui ou elles sont distinctes. En effet, pour les mélanges N, T1, K1, les 3 modéles donnent des
performances similaires, avec une dégradation relativement faible des taux d’erreur par rapport
au cas supervisé. La restauration la plus difficile est celle du mélange 77, pour lequel le modéle K
donne des performances équivalentes (légérement meilleure) que le vrai modéle.

Pour les mélanges T», Ko, il apparait que I’estimation est affecté par les changements de “textu-
re”, ce qui dégrade les performances de segmentation. Il est au contraire notable que les modéles T
et K deviennent d’une part équivalent dans un contexte hétérogéne (pour les textures), et d’autre
part plus performant dans le cas du mélange K> (nous pouvons considérer que les performances
des modeles K et N pour les mélanges T} et T» sont équivalentes).

Ceci signifie que le paramétre de queue est une caractéristique des classes qui permet de mieux
discriminer les classes. En effet, le modeéle K et T réussissent & capturer cette différence de texture,
méme si algorithme EM ne permet pas de déterminer exactement les valeurs des paramétres de

queue :

— Modéle Ty : 1 =5,1; Dy = 14,2; 3 = 15 (modéle T) et 41 = 2; do = 4,4; a3 = 5 (modeéle
K)

— Modeéle Ky : 04 =2,9; 09 = 6,4; 3 = 11 (modéle T) et a1 = 1; a2 = 4,4; as = 4,8 (modéle
K)

Les paramétres de moyenne et de variance sont estimés par contre sans biais.

4.2.5.2 SIRV complexes

Les SIRV utilisés en radar sont de moyenne nulle, ce qui est une difficulté supplémentaire pour

la segmentation, car la valeur moyenne est un parameétre trés discriminant entre les classes. Nous
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Mélange Estimé | N T K, T K,
N 134 16 | 13,1 | 16,9 | 13
T 134 [ 15,6 | 138 | 15,7 | 11,7
K 135 [ 15,5 | 13,1 | 15,7 | 11,7

TAB. 4.2 — Taux d’erreur (%) en segmentation non-supervisée pour les mélanges N, Ty, Tb, K,
K,

| mélanges | Taux d’erreur |

CN 23,5
CT; 24,9
CK; 24,8
CTh 25

CK, 23,5

TaAB. 4.3 — Taux d’erreur (%) en segmentation supervisée

montrons néanmoins que les SIRV ne possédant que des variances et des paramétres de queue
distincts peuvent toujours étre séparés, et que l’estimation se comporte suffisamment bien pour
permettre des procédures de segmentation non-supervisée acceptables. Nous comparons pour les
SIRV complexes (centrées), les performances des modeéles de mélange complexe CN, CT et CK
(respectivement pour loi normale complexe, loi T complexe et loi K complexe). Comme dans le
cas réel, nous testons 5 scénarii, selon le type de la loi d’émission et 1’égalité des paramétres de la
texture.

Le processus caché a 3 états et a pour matrice de transition A = (aij)1<ij<3 , @i = 0.8

et a;; = 0.1 quand ¢ # j. Les classes sont de moyenne nulle et ont pour variance : ¥; =
1 0.2 +0.8i 1 —0.4+40.1¢ 1 0.5+ 0.5¢
. y Yg = . et Xz = .
0.2 —0.8; 1 —0.4+40.1¢ 1 0.5—10.5¢ 1

Nous testons alors 5 scénarii différents :

1. Un mélange de 3 lois normales (mélange CN)

2. Un mélange de 3 lois T, de parameétres de queue identiques 11 = vo = v3 = 10 (mélange
CTy)

3. Un mélange de 3 lois T, de paramétres de queue 14 = 5, vo = 10 and v3 = 15 (mélange C'T5)

4. Un mélange de 3 lois K, de paramétres de queue identiques a1 = as = a3 = 5 (mélange
CK,)

5. Un mélange de 3 lois K, de paramétres de queue a; = 1, as = 2, ag = 4 (mélange CK5)

Nous donnons dans le tableau (4.3) les taux d’erreur en segmentation supervisée de ces 5 mélanges
complexes. Les résultats de la segmentation non-supervisée sont rassemblées dans le tableau (4.4).
Les 5 modéles testés ont des covariances complexes, et possédent les mémes paramétres de queue
que dans le cas réel. Nous pouvons constater que les taux d’erreur sont beaucoup plus importants
que dans le cas ol la moyenne est non nulle, malgré des variances bien distinctes, et il est clair que
la possibilité d’une restauration convenable est essentiellement due & la markovianité du processus
des états (et & la forte probabilité de rester dans le méme état). Les taux d’erreur sont cependant

tous & peu prés équivalents, et de 'ordre de 25%.
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Des résultats de simulation, il est clair que le modéle N est trés peu robuste & la présence de
textures (et donc a la présence de queues de distribution épaisses), et ceci d’autant plus que les
classes ont des textures différentes (nous constatons une trés forte dégradation entre CK; et CKs).
Enfin, nous pouvons constater que les performances des modéles K et T sont équivalentes lorsque
les textures sont identiques, mais se différencient légérement lorsque les textures sont distinctes.
D’ailleurs contrairement au cas ou les moyennes étaient non nulles, I’hétérogénétité des textures
dégrade la procédure de segmentation non-supervisée (particuliérement dans le cas ou le mélange
de lois K). Cependant ’algorithme EM en donne (en moyenne) une estimation acceptable :

— Modeéle CTy : 1 =5,9; 09 = 10,4; 05 = 13,1 (modeéle T) et a1 = 2,5; as = 4,4; a3 = 5,4

(modéle K)
— Modéle CKy : 07 = 2,2; 05 = 5,9; 03 = 9,7 (modéle T) et a; = 1; a2 = 2,1; a3 = 3,4
(modéle K)
Mélange Estimé | CN | CTy | CK; | CTy | CKo
CN 27 | 40,3 | 31,2 | 42,6 | 41,9
CT 27,5 29 28 29,3 | 31,9
CK 27,8 | 29,5 28 31,9 | 28,1

TAB. 4.4 — Taux d’erreur (%) en segmentation non-supervisée pour des mélanges CN, CTy, CTs,
CK,, CK>

Comme précédemment, les estimations de la matrice de covariance sont convenables pour les

modéles K et T, alors que les estimations données par le modéle N en sont des dilatations.

4.2.5.3 Conclusion

Nous avons testé les algorithmes EM d’estimation de mélanges de SIRV dans 10 scénarii diffé-
rents. Nous pouvons conclure que la loi normale (ou le mélange N) est a éviter lorsque nous avons
des mélanges de SIRV, alors que les lois K et T ont des performances similaires dans la plupart des
cas. Ainsi, comme ’algorithme EM pour l’estimation d’une mélange de loi T est moins cotiteux en
termes de calcul (contrairement & la loi K qui nécessite ’évaluation de la fonction spéciale K,,), il
peut étre préférable en pratique d’utiliser un modele T (ou CT) pour la segmentation de lois K.

Nous pouvons affirmer aussi que les paramétres de texture sont des grandeurs identifiables et
peuvent permettre utilement de caractériser des classes, méme si leur estimation est plus sensible
que celles des paramétres de moyenne ou de variance. Nous remarquons que ’estimation est de
meilleure qualité dans le cas de mélange de SIRV centrées que dans le cas de SIRV décentrées.
En effet, dans ce dernier cas, I’estimation des paramétres de queues est polluée car les observa-
tions issues des autres classes sont considérées comme des atypiques. Ainsi dans le contexte des
applications radar, le mélange de SIRV peut servir a caractériser efficacement les zones de texture
correspondantes & des matrices de variance et des textures différentes.

4.3 Les copules

Nous introduisons dans cette section les copules pour la modélisation des lois d’émission dans
le cadre de la segmentation d’observations multivariées par CMCa-BI. Les copules sont utilisées
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pour la premiére fois dans le contexte de la segmentation bayésienne, et sont aussi un outil de
modélisation multivariée nouveau en traitement d’image et du signal. L’intérét de ces modéles est
de permettre d’une part d’introduire de nouvelles formes de dépendance entre les différentes com-
posantes des observations, mais aussi de controler les lois unidimensionnelles des lois multivariées
(pour lesquelles nous avons vu qu’il est possible d’avoir des a priori quant & leur forme, par exemple
pour des intensités, les densités marginales sont K, ,2,Kg ,2 4, 7,...). Nous obtenons donc des
modéles statistiques qui respectent mieux certaines connaissances a priori, et qui sont plus flexibles
en permettant des formes variées pour les densités (par opposition au SIRV par exemple).

Nous donnons un bref apercu des propriétés et des familles paramétriques de copules, ainsi
que des méthodes d’estimation utilisées dans le cadre d’une seule copule. Nous décrivons alors
I’estimation des CMCa-BI par projection d’une fonction estimante, ce qui permet d’éviter des
maximisations pénibles et pénalisantes pour les applications. Nous montrons I'intérét des copules
en construisant aisément des lois gammas multivariées utiles pour la segmentation d’image mul-
ticomposantes. Nous comparons alors les performances des deux types de modéles multivariés vu
dans ce chapitre : les SIRV et les copules, sur des données simulées et réelles.

4.3.1 Définition et propriétés

Pour une introduction & la théorie des copules, nous renvoyons au livre de Nelsen ([114]) qui
présente les copules dans un cadre trés général, ou & celui de Joe ([94]) qui traite de nombreux

aspects de la modélisation statistique multivariée avec les copules.
Définition 4.3.1. Copule

Une copule de dimension d est une fonction telle que :

1. C:0,1)* — [0, +o0]

2. 8i3i <d, tqu; =0, alors C(uq,...,uq) =0

3. Vi<d, C(1,...,ui...,1) =u;

4. Yu,v € [0, l]d tqVi, u; <wv;, AVC >0
avec AYC = AU AT A2 AY C(x). Lopérateur (AL ) est défini par

Vx, Ak C(x) = C(x1,. .., Uk, - oy 2a) — CT1, .. Uk, -, 2g)

AY.C est appelé le C — volume de ’hypercube défini par les coordonnées (u,v). Dans le cas

d’une copule bivariée, la condition 4 de positivité du 2 — volume s’écrit :

C(’Ul,’Ug) —C(’Ul,UQ) — C(ul,’ljg) +C(U1,U2) >0

Les propriétés qui découlent directement de cette définition sont qu’une copule est une fonction
croissante, continue, presque partout dérivable, et que c’est en fait une fonction de répartition sur
[0,1]%, dont les marges sont uniformes sur le segment [0, 1]. Le résultat fondamental de la théorie
des copules est le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1. Théoréme de Sklar
Soit F une fonction de répartition sur R¢ dont les distributions marginales ont pour fonctions

de répartitions (f.d.r) Fy,..., Fy. Alors il existe une copule C telle que
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vx € RY, F(x1,...,24) = C(Fi(21),...,F(xq)) (4.36)
De plus, si les marges F1, ..., Fy sont continues, alors la copule est unique.

Le théoréme de Sklar donne la forme explicite de la classe de Fréchet F(F1, ..., Fy), ou celle-ci
désigne 1’ensemble de distributions sur R? ayant pour marges les distributions Fi, ..., F}.
Le théoréme de Sklar nous dit que F(Fi, ..., F;) est décrit par ’ensemble des copules, ¢’est-a-dire
des distributions sur [0, 1]d 4 marges uniformes. L’unicité de la décomposition de Sklar lorsque les
F; sont continues nous permet alors d’en avoir une indexation (injective). Il est donc possible de
construire (resp. d’estimer) une loi multivariée de fagon univoque en spécifiant (resp. en estimant)
ses distributions marginales (appelées aussi marges) et sa copule.

Le théoréme de Sklar prend la forme suivante lorsque la f.d.r est dérivable : si X1,..., Xy sont
des v.a.r ayant une densité f; relativement & A (mesure de Lebesgue) et de densité jointe f par

rapport & A®¢ alors les densités marginales et jointe sont liées de la maniére suivante :

d

vx, f(x) :Hfi(ffz‘) x c(Fi(z1), ..., Fa(xa)) (4.37)
i=1
ou la fonction ¢ est une densité sur [0, 1]d dont les marges sont uniformes, telle que ¢ = 9;.. 4C,
C étant la copule définie par l'eq. (4.36). ¢ est appelée la densité de la copule. Les densités
conditionnelles se calculent directement & partir de l’eq. (4.37) :

Si f(w1,22) = fi(21) f2(x2)e(Fi(21), Fo(x2)) alors f(z1|2v2) = fi(z1)e(Fi(z1), Fa(w2))

De la méme fagon, nous pouvons calculer directement la loi d’un groupe de variables, condition-
nellement & un autre sous-groupe de variables si ’on connait toutes les marges et la copule globale
C. Soit X = (Xj)ie[1..q) une variable aléatoire dans R? de copule C , avec des densités marginales
fi- Si I est inclus dans [1..d], tel que || = k, alors la copule C; du vecteur X; = (X;)ecs est :

C’[(uil,...,uik):C’(l,...,uil,l,...,uik,l,...,1) (438)

C est dite sous-copule de C. Nous notons c; la densité associée. La densité de X conditionnelle-
ment & X est :

c(Fi(x1),..., Fa(zq))
CI(Fi1 (’ril)’ v 7Flk(‘rlk))

vx € RY, f(x|xr) =[] filz:) x
igl
Remarque 4.3.1. Classes de Fréchet

(4.39)

Les classes de Fréchet sont complétement identifiées dans le cas ot toutes les marges sont uni-
variées, mais le probléme de leur détermination reste en toute généralité trés complezre et nécessite
d’étre examiné au cas par cas. Le probléme de Fréchet sous sa forme la plus générale est : soit
Fi,...,F, des fonctions de répartition sur R%, d; > 1, ayant éventuellement des marges com-
munes. Quelle est l’ensemble des probabibilités sur R™, m < di + - -- + d,, ayant pour marges les
distributions Fy,..., F, ?

Sl n’y a pour Uinstant pas de réponse générale, il y a deux types de réponses partielles au pro-



4.3. LES COPULES 87

bleme : la détermination de contraintes de compatibilité entre les probabilités F; pour que la classe
de Fréchet soit non vide, et la construction de familles de lois possédant les marges désirées. Joe
traite plusieurs cas particuliers de problémes de Fréchet, selon le type de lois pour Fi,. .., F,, voir
chapitres 3, 4 dans [94].

Remarque 4.3.2. Le cas de l'indépendance est évidemment retrouvé par ce que l'on appelle la

copule produit : C(u) = [T, ui, et nous avons alors c-(u) = 1.

L’intérét de la théorie des copules pour la modélisation, et plus généralement pour les statis-
tiques est multiple :

1. Nous pouvons construire potentiellement une multitude de nouveaux modéles multivariés
sur R? ([94, 67]), et proposer une réelle alternative pratique a la loi normale, ou & ces
prolongements (comme les modéles elliptiques, section 4.2.1).

2. Les modeéles multivariés peuvent étre construits de maniére & valoriser I'information acquise
par I’étude univariée de chacune des marges et en proposant ensuite un modéle de dépendance
crédible entre chacune des composantes.

3. Nous pouvons proposer ou revisiter de nouvelles mesures de dépendance entre variables aléa-
toires : fonctionnelle (la copule elle-méme), les mesures d’association de Kendall, Spearman,
information mutuelle, .. .(voir [114, 146])

4. Construction de nouvelles procédures d’estimation de lois multivariées : paramétriques, semi-

paramétriques, non-paramétriques [144]
5. Construction de nouveaux tests d’indépendance [47]

6. Construction de nouveaux modéles de séries temporelles stationnaires non-linéaires, [94, 41,
46]

Nous donnons tout d’abord quelques exemples de modéles paramétriques de copules couramment
utilisés. A ce sujet, nous signalons deux méthodes différentes de construction de copules : une
méthode de construction directe, le plus souvent de copules bivariées, qui aboutit essentiellement
aux familles de copules archimédiennes. L’autre consiste & déterminer 4 I’aide du théoréme de Sklar
la copule sous-jacente & des modéles multivariés usuels, dont les représentants les plus nombreux

sont les copules elliptiques.

Définition 4.3.2. Copule Archimédienne

Soit ¢ une fonction vérifiant les propriétés suivantes :

@ [05 1] - [Oa +OO]
¢(1) =0, ¢(0) = +o0
© continue, strictement décroissante

Une copule archimédienne est alors définie par C(u,v) = ¢~ (o(u) + ¢(v)). ¢ est appelé le gé-
nérateur de la copule. Si ¢ est deuz fois dérivables et que ¢’ > 0, la densité de la copule est
o(u,v) = (7)) (p(u) + (v)) x ' (w)¢' (v).

Nous renvoyons aux livres de Nelsen et Joe pour une liste assez compléte des copules archimé-

diennes (le tableau (4.5) rassemble les plus couramment utilisées).
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| Copules | t— py(t) | 0 | Cp
Clayton st —1) [—1,00) — {0} Co(u,v) = max ((u=? +0v=¢ —1)"1/% 0)
Gumbel |  (—logt)’ 1, 00) Co(u,v) = exp (f [(— logu)? + (—logv)®]"/ ")
e 1 O V] Gt )
Frank | (—log <==) R — {0} Co(u,v) = —5log (1 + #)

TAB. 4.5 — Quelques exemples de copules archimédiennes

Les expressions des copules archimédiennes peuvent étre relativement simples, cependant les
densités correspondantes (que nous aurons & utiliser dans les applications de segmentation et classi-
fication) ont des expressions compliquées et peu maniables. Un reproche souvent fait & ces modéles
est l'indexation par un paramétre monodimensionnel, ce qui constitue souvent une limitation &
I’adéquation aux données. Il s’agit aussi souvent de copules bivariées, mais elles sont extensibles
4 la dimension d . Sous certaines conditions sur le générateur ¢, la fonction & d arguments définie

par

d
Yu € [0,1)%, C(u) = ;! (Z we(uz')> (4.40)

est une copule.
Les copules elliptiques sont une autre famille trés riche de copules multivariées, a laquelle font

partie les copules gaussiennes et Student données par les définitions suivantes.

1
Copule Gaussienne : ¢, (uy, . . .,uq) = |p| /% exp <§§/(p1 - Id)C) (4.41)
oll p = (rij),<; j<p €St une matrice de corrélation, et ¢ = (@ t(u1),..., 2 1 (ug)), ® étant la f.d.r
d’une gaussienne centrée réduite.
_ v+d
1 -1 2
B (d)p(%)d-1 (1 +5¢p C)

Copule Student : ¢, (u1, ..., uq) = |p|/* —2 = — (4.42)

’ L) Zﬂ(l + %)7 t

ol p = (rij);<; j< ) €St une matrice de corrélation, et ¢ = (T, Y (ur), ..., T, (ug)), T, étant la fdr
d’une loi de Student centrée réduite.

Ces deux copules sont les copules des lois elliptiques correspondantes, et dont ’expression a
été obtenue en appliquant le théoréme de Sklar (car nous connaissons la loi des marges et la loi
jointe). Ainsi la copule gaussienne est la seule & redonner une densité gaussienne lorsque ’on lui
applique des marges de gaussienne univariée. De méme, la copule de Student est la seule copule
qui redonne une loi de Student lorsque les marges sont de type Student (et que tous les paramétres
de queue sont égaux).

Nous utiliserons essentiellement ces 2 modéles par la suite, parce que nous avons une expression
explicite, aisément manipulable et calculable de la densité (que nous utilisons constamment dans
les modéles MMCa). Malheureusement, ces copules font presque figure d’exception car les copules
elliptiques ont rarement d’expression aussi facile. Fan et al. ([67]) ont utilisé la relation bijective
entre lois des marges et lois jointe pour étudier de maniére générale les copules elliptiques et leur
expression rend prohibitive leur utilisation. Par exemple, nous donnons I’expression explicite de la
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copule de la loi K

d—1 (d—1)(2a+1) —1/Na—d/2 K 2 =10
Vu, c(u) = L‘Z) V2 ° p~ <) ai/2(V206p'¢) (4.43)
(2a%) Hz |Gil Hl Ka—d/Q(\/%KiD
ot ¢ = (K7 u1),...,K; (uq)), avec K, fonction de répartition d’une loi K centrée réduite, de

paramétre a. L’évaluation de cette densité implique donc des calculs complexes (entre autres

l'intégration numérique pour calculer les f.d.r.), et interdit son utilisation de maniére intensive.

Mesures d’association La copule représente de maniére exhaustive la dépendance entre des
variables aléatoires. L’information qu’elle délivre est malheureusement trop complexe pour pouvoir
étre interprétée en tant que lien de dépendance entre variables. Pour cette raison, des mesures
d’association numérique sont utilisées pour avoir un résumé interprétable de la copule. De maniére
remarquable, un certain nombre de mesures classiques d’association entre couple de variables
aléatoires réelles (X,Y) sont fonction uniquement de la copule Cxy [114]. Les mesures les plus
courantes sont le tau de Kendall 7 et le Rho de Spearman p, dont les définitions sont les suivantes.

Si nous avons deux copies indépendantes (X;,Y;);=1,2 du couple (X,Y"), nous avons

T=P((X; - X2)(Y1 — Y2) > 0) — P((X; — X5)(V; — Y2) < 0) (4.44)

Le tau de Kendall 7 est la différence entre la probabilité d’avoir une paire concordante et une paire

discordante. Nelsen a montré que

Txy =4 ) Cxy(z,y)dCxy (v,y) — 1
[0,1]

Le Rho de Spearman est le coefficient de corrélation (au sens usuel) des rangs & un facteur pres,

i.e.

pxy = E[(Fy (Y) = E[Fy (Y)]) (Fx (X) — E[Fx (X)])] (4.45)

Nous avons alors

Pxy =12 C(u,v)dudv — 3
[0,1]2

Pour I’étude de la dépendance entre deux variables aléatoires, ces mesures sont donc préférables au
coefficient de corrélation de Pearson entre X, Y qui dépend de la copule mais aussi des marginales.

Cette dépendance apparait nettement au travers de 'identité de Hoeffding :

Proposition 4.3.1. Identité de Hoeffding
Si X etY sont deuz variables aléatoires réelles intégrables, telles que E [|XY|] < oo, et si nous
notons Fx, Fy, Fxy les fonctions de répartition respectives de X, Y et du couple, nous avons

alors

con(X,Y) = / (Fxy(e,) — Fx(2) By (y)) drdy

Par conséquent si X et Y sont deux variables centrées réduites, leur coefficient de corrélation

p (de Pearson) est égale a
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p=BIXY] = [ (Coxv (P (@), (s) = P @)y () dady

et dépend des marginales.

Lorsque nous utilisons une copule paramétrique, il est par conséquent intéressant d’en exprimer
les mesures 7 et p en fonction de ces paramétres, afin de retrouver la méme interprétation intuitive
du coefficients de corrélation dans les modéles classiques. Sur ce point, les copules elliptiques
peuvent étre mal interprété car elles sont paramétrées par une matrice de corrélation (de Pearson)
p. Comme nous ’avons vu, cette matrice ne peut pas étre égale (en toute généralité) a la matrice de
covariance Y. d’un vecteur I’ayant pour copule, car > dépend des marges. En fait pour les copules
elliptiques, la matrice p = (p;;) est reliée au tau de Kendall (7;;) :

. . . T
Vi # 4, pij = 51n(§7'ij) (4.46)

De plus, la nullité du paramétre p ne correspond pas & la situation d’indépendance entre les
variables (X;), mis & part pour la copule gaussienne. Ceci se traduit par le fait que la famille des
copules Student ne contient pas la copule d’indépendance ¢, contrairement au cas de la copule

normale pour laquelle p = Idy = ¢, = c*.

4.3.2 Inférence d’une copule

Avant lintroduction de ’estimation de mélanges de copules, nous rappelons différentes mé-
thodes utilisées pour l'inférence paramétrique d’un modéle spécifié & ’aide d’une copule. Nous
souhaitons estimer les paramétres (6 = (6;)1<i<a,n) d’une densité multivariée, dont les densi-
tés marginales appartiennent aux modéles {fy,,0; € ©;} et dont la copule appartient au modéle
{en,me T

Nous nous concentrons sur le maximum de vraisemblance, car cette méthode d’estimation
est souvent considérée comme la méthode de référence. Nous verrons de plus que le probléme

d’optimisation que ’on doit résoudre peut étre contourné par 'usage des fonctions estimantes. Si

Yy =(1,...,yn) ot y; = (y!)1<j<a est un échantillon i.i.d, nous devons maximiser la fonctionnelle
L(0;,m)
N (4 ‘
LO,n) = <> log fo,(y]) +log ey (Fo, (y}); - -, Fo, (y{) (4.47)
i=1 | j=1

Il n’y a généralement pas de solution analytique & ce probléme de maximisation, et la résolution
numérique en est complexe, car tous les paramétres sont liés par la copule. En effet, le vecteur

score s (0,n) = (V(;lﬁl ... Vy dL, VT,E,) donnent les équations normales suivantes :

Vj<d, Ez]\il v9j 1ng9;' (yf) + aj 1Ogc’ﬂ(F91 (yzl)v SRR F9d(y§i)) X v9j 1ng9j (yf) =0
et (4.48)

VoL =0 Vyloge,(Fy, (y)), ..., Fo,(yd) =0
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0; est la dérivée partielle relativement & la j-iéme variable. La difficulté & calculer "TEMV nécessite
de trouver des méthodes alternatives “efficaces ” afin d’éviter de tomber sur de “mauvais” maxima
locaux, aboutissant & de mauvais estimateurs. Trés rapidement avec ’estimation des premiers
modéles multivariés spécifiés & I’aide de copule, des techniques ont été proposées pour contourner
ce probléme, et se ramener & des calculs beaucoup plus simples, parfois méme explicites : c’est le
cas de la méthode Inference For Margins (IFM, [144, 94]).

L’idée est de découper la recherche du maximum global (4.47) en 2 étapes, en mettant &
profit le fait que la log-vraisemblance £ (6,7) soit la somme de deux termes : la somme des log-
vraisemblances des marges (notées £; pour 1 < j < d) et un terme qui ne dépend que de la copule
VL.

Nous procédons alors en deux temps : on détermine les EMV éj des paramétres des marges
comme dans le cas indépendant, puis ils sont utilisés pour calculer V, L, qui est maximisé & son

tour en 7.

0; = arg maxg, va log fo, (v])
(4.49)

N
M) = argmaxpep ) _;_ 1Ogcn(Fé1 (yzl)v S Féd(y;i))
Cette simplification algorithmique correspond a 'utilisation d’une fonction estimante différente du

score s(6,n). La maximisation en deux temps revient & résoudre le systéme

Vj<d, Vg,L; =0
(4.50)
VyaL=0
qui est légérement différent de celui obtenu pour 'EMV. Le systéme (4.50) correspond 3 la fonction
estimante grpm (0,71) = (V91£,1 ... Vg dﬁ;z VT,E,) . Ceci permet d’affirmer sous des conditions si-

milaires & celles nécessitant la consistance de 'EMV que les estimateurs ((éMFM)lgigd,anM)
issus de ce programme de maximisation sont consistants et asymptotiquement normaux. La perte
par rapport a ’estimateur du maximum de vraisemblance se situe au niveau de 'efficacité de 1’esti-
mateur : la variance asymptotique &(grrm) ! (voir [94, 95]) est supérieure & la variance de PEMV.
Néanmoins d’un point de vue pratique, ’estimateur IFM fournit le plus souvent une estimation
de meilleure qualité qu’une maximisation globale. L’estimateur IFM affiche méme une variance
inférieure que “‘'EMV calculé”, ainsi qu’un biais moindre dans le cas d’erreur de spécifications de
la loi des marges (la comparaison par Monte-Carlo des 2 estimateurs a été effectuée dans différents
contextes par Joe et Xu [94] et Fermanian et Scaillet [68]).

Remarque 4.3.3. Sur les aspects de robustesse de ’estimation de la copule relativement auzx er-
reurs sur les marges, nous signalons qu’un estimateur semi-paramétrique appelé omnibus, permet
d’éviter la propagation de cette erreur 4 la copule, voir [T4]. Au liew d’utiliser les fonctions de
répartition Féj (yf ) pour déterminer UEMV de la copule, on utilise Fj lestimateur empirique de la
f.d.r. L’estimation de la copule n’est donc pas perturbée par une mauvaise estimation et/ou spéci-
fication des marges (voir [68] pour une comparaison entre optimisation global, IFM et omnibus).
Cet estimateur est notamment employé pour l’estimation de modéle semi-paramétrique de séries

temporelles stationnaires, dont seule la copule est définie par un modeéle paramétrique [41].
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4.3.3 Inférence d’un mélange de copules

Pour 'inférence des CMCa-BI, nous décomposons les lois d’émission f(y, i) en terme copules

et marges, de telle sorte que nous ayions :

y,Gk Hf&k X C”]k(F91 k( )""’Fed,k(yd)) (4-51)

ik € Oip} (defdr. Fy, )avec1 <i<d,1<k<K,
et les copules appartiennent au modeéle {c,,,n; € T }. Nous notons 0, = ((0;,x)1<i<d, k), €t le
paramétre ¢ de la CMCa-Bl est ¢ = (A, (0k)r) = (A, (0i k)i ks (Me)k)-

les marges appartiennent au modéle { Jo, 15

4.3.3.1 Identifiabilité des lois

Pour assurer I’identifiabilité des mélanges de la forme (4.51), nous supposons que les marges

et les copules sont identifiables, et que les f.d.r Fp, , sont continues :

Vi € [1..d] Z”kff)m Yi) Zﬂkfe (yi)p—ps = Vk <K, ﬂkfwkett? kfﬂ (4.52)
k=1 k=1

vu € [0,1]¢ Zﬂ'kcnk Zﬂ'kcn u)pu—ps = VE<K, m= 7r,c etn, = nk (4.53)

Sous cette condition, le modéle f(y,0x) est identifiable. En effet, si nous avons :

K K ’ ’
> o mfy0k) = T f(y,0)
k=1 k=1

I’égalité est alors vraie composante par composante, et ’hypothése d’identifiabilité des marginales
permet d’affirmer que nous avons Vk,Vi, 6, , = 9;1 e et T = w,;. Ceci implique en particulier que
nous avons Vi, k, Vy;, Fp, , (y;) = Fe;k (yi). Nous pouvons donc nous ramener & ’hypercube [0, 1]%,
et I'identifiabilité des mélanges de copules permet de conclure.

Enfin l'identifiabilité d’un mélange de copules peut souvent se déduire de l'identifiabilité de

modéles multivariées classiques. Soit {C},, n € T} une famille de copules et si nous avons

K
vu € [0, 1]¢ chnk = Z m,Cyy (1)
k=1

Alors pour tout Hy,...,Hy f.d.r , nous avons
K
vy, > mkCy (Hi(y1), - ., H, Zﬂk (H1(y1), - -, Ha(ya))
k=1

11 suffit alors de choisir les fonctions H; de maniére & ce que le probléme ait déja été résolu pour la
famille multivariée {C, (H1,...,Hq), n € E} (les f.d.r. H; peuvent aussi dépendre d’un paramétre

). Ainsi pour les copules normales et Student ayant méme nombre de degrés de libertés, il suffit



4.3. LES COPULES 93

de prendre les f.d.r ® et T, pour obtenir I'identifiabilité.

4.3.3.2 Estimation par projection des équations IFM

La difficulté intrinséque de la détermination d’un estimateur d’'une CMCa-BI, et en particulier
de 'TEMV, est accentuée par la spécification des lois d’émission & I’aide des copules. Une estimation
classique d’un mélange de copules par algorithme EM aboutit & la maximisation de la fonction @

suivante

N,d,K

Q6.6n) = Ellog(p(X, A)ly,0u]+ Y. w3 10g (fo,.(u))

i,5,k=1

+ Z U 1Og Cny, (F91 k(yz) . 7F9dk(y’lbi)))
i,k=1

ol ¢, = (An, (9577,?)1-,% (n,(c"))k) est I’estimation courante du paramétre ¢. La vraisemblance com-
pléte projetée a la méme forme que I’équation (4.47) et pose par conséquent les mémes difficultés
au moment de la phase de maximisation.

De maniére similaire au cas de ’estimation d’une seule copule, nous pouvons contourner cette
difficulté en utilisant la méthode IFM et l'estimation par projection que nous avons développé
dans la section 3.5. Nous introduisons la fonction estimante sur données complétes gipm

K.,d
gt ¢ ([LK] % 9)Y % S T] ©uy x [] Be — REE—DFTIE 00 L
1,j=1 k=1

Nous notons L. la log-vraisemblance compléte du modéle et L. ; = vaki(l 1x(z;) log ( fgjwk(y{ ))
la log-vraisemblance compléte du processus marginal (X,Y?) = (X,,,Y,/)1<n<n. La fonction esti-
mante IFM est

’

grm ((x,y), ¢) = (VAL; (Vek] ,g)lngK (v”]kL/c)lngK) (4.54)

Notre objectif est maintenant de déterminer les racines de la fonction estimante projetée

Girm (Y, ¢) = Ey [girm ((%,Y), 9) [¥]

Pour cela, nous utilisons ’algorithme ECI correspondant (voir section 3.5.2). Partant d’une valeur
initiale ¢g, cet algorithme, que nous appellerons IFM-ECI, se met sous la forme suivante

G%H)tel que YN 7r ng log fo, Ly =0
Vjell.d],Vk e [1.K], { et
" Vtel que 0N ﬂ'g:rllc)vnk log ey (Fyenin W, Fyenn (yh)) =0
’ ’ (4.55)
et peut s’interpréter comme une maximisation en deux temps de la fonctionnelle Q(¢, ¢,,).
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Remarque 4.3.4. Algorithme GEM et ECI

Malgré la similitude entre les fonctions IFM et le score, la convergence de l’algorithme IFM-
ECI ne peut se voir comme un simple corollaire de la convergence des algorithmes GEM. En
pratique, les itérations (4.55) aboutissent souvent & une croissance de la log-vraisemblance observée,
mais la décomposition de la variation Q(dni1,dn) — Q(dn, dn) ne permet pas de conclure en
général quant a la croissance de la vraisemblance. La variation est la somme de 3 termes, dont

un n’est que partiellement controlé. Pour alléger les formules, nous noterons pour tout paramétre
Vi, k, Cny, (F91,k (yzl)v ceey F9.1,k (y;i)) = Cn, (Fej,k)'

Q(@n+1,0n) = Q(Pn, ¢n) = Elflog (p(X, Ant1)) |y, ¢n] = Elog (p(X, An)) |y, ¢n]

N,d,K _ N,d,K
+ Z ﬁ(") log( J,@ﬁjl) ) Z (") 1og( 13,9572))
i,7,k=1 J,k=
N
4 ( )1og (c (nt1) ( 0n+1)) Zw log (Cm(c") (Fg;k))
i,k=1

Le troisieme terme de la somme (noté ALc(n)) se décompose en :

N N
ALc(n) = Z ;) 10g (C (n+1) ( 0(n+1))) Z’]TZ( log (C (n) (FO(."k)))
i,k=1 7,
N
= 71';7]? log (Cn,in+1) ( 9(n+1))) Z 7'(‘z K log (c () (Fe(nk+1))) }

N
{i—l

N N
+ {z;m(’,? log (cnén) ( 9(n+1))) Zﬂ' log (c (n) (F‘%(”k)))}

Le premier terme est positif (parce que nous mazimisons la vraisemblance de la copule une fois
que les paramétres des marges ont été mis a jour). Par contre, nous ne contrélons pas le sens
des variations du second terme. Lorsque nous constatons la croissance de la log-vraisemblance
observée, cela signifie que les éventuelles discordances entre les marges estimées a Uinstant n + 1
par rapport & la copule estimée a linstant n sont compensées par l’accroissement de vraisemblance

di a la mise a jour des paramétres par IFM.

4.3.4 Expérimentations

Les expérimentations que nous menons dans cette partie nous permettent d’une part de mettre
en évidence la richesse et la flexibilité de la modélisation par copules, et d’autre part d’illustrer
I’algorithme ECI et sa capacité & produire des algorithmes d’estimation simples et originaux. Nous
comparons tout d’abord les performances des algorithmes IFM-ECI et EM dans le cas de mélanges
elliptiques, et nous introduisons de nouveaux modéles multivariés intéressants pour la segmentation

d’images et de signaux, et plus généralement pour la classification de données multidimensionnelles.
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4.3.4.1 Comparaison des algorithmes IFM et EM

L’algorithme ITFM-ECI (ou sa version stochastique) pour I’estimation des mélanges de copules
peut étre utilisé pour estimer n’importe quel mélange de lois multivariées. En effet, en vertu du
théoréme de Sklar, toute loi d’émission peut étre décomposée en un modéle copule et marginale,
pour lequel nous pouvons utiliser IFM-ECI en reparamétrant le modéle. Ceci peut étre en particu-
lier appliqué aux modeéles SIRV pour lesquels cette reparamétrisation est obtenue facilement (nous
n’examinons que le cas de mélange de lois normales et de loi de Student pour lesquelles les copules
ont des expressions simples et facilement calculables). Nous proposons donc une nouvelle famille
d’estimateur de mélanges multivariés dont les algorithmes d’estimation ne sont pas des algorithmes
GEM (voir remarque 4.3.4), puisqu’il n’accroisse pas nécessairement la vraisemblance.

Nous reprenons le mélange A de lois normales étudié dans la section 4.2.5.1 pour un échantillon
de taille N = 500. Nous estimons les paramétres par EM, ou par IFM-ECI. Nous faisons 500
itérations de I’algorithme EM, et 300 dans le cas de I’algorithme IFM-ECI. Sur un total de 500
simulations, nous avons obtenu les paramétres moyens, que nous avons rassemblé dans les tableaux
4.6, 4.7 et 4.8. Nous pouvons constater que les algorithmes EM et IFM-ECI fournissent en moyenne
des estimations identiques des paramétres, a horizon finie. L’algorithme IFM-ECI donne une bonne
estimation des paramétres des marges pour les 3 classes, alors qu’il a tendance & sous-estimer les
coefficients de corrélation (de maniére un peu plus marqué que l’algorithme EM). Ces derniers ont
tendance & étre mieux estimer par ’algorithme EM.

| [ BM | TFM-ECI |
Classe 1 | (-0,01-0,01) | (-0,00 -0,00)
Classe 2 (1,5 1,5) (1,47 1,47)
Classe 3 | (3,013,05) | (3,00 3,00)

TAB. 4.6 — Moyennes estimées

| [ EM [ IFM-ECI |
Classe 1 | (0,96 0,97) | (0,98 0,96)
Classe 2 | (0,96 0,98) | (0,96 0,98)
Classe 3 | (0,96 0,96) | (0,99 0,99)

TAB. 4.7 — Variances estimées

| | EM | IFM-ECT |
Classe 1 | 0,39 0,38
Classe 2 | 0,19 0,18
Classe 3 | 0,5 0,49

TAB. 4.8 — Coefficients de corrélation estimés

L’algorithme EM donne des estimations équivalentes & IFM-ECI pour le modéle N , et il

semble préférable dans cette situation d’utiliser EM, en raison de sa rapidité. Les écart-types des
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estimateurs sont cependant similaires, et nous obtenons des taux d’erreur (en segmentation non-
supervisée) semblables : I’algorithme EM donne une taux erreur légérement meilleur de 14,2%
contre 14,4% pour 'TFM-ECI. Ceci nous permet de constater qu’un meilleur estimateur des pa-
rameétres ne donnent pas nécessairement des taux d’erreur non-supervisés significativement supé-
rieurs & ceux d’'un estimateur théoriquement moins bon.

Nous menons la méme comparaison pour le mélange de loi de Student 77, pour lequel tous
les paramétres de queue sont égaux & 10. Nous utilisons alors une modification de 1’algorithme
IFM-ECI, dans lequel le nombre de degrés de libertés des copules n’est pas estimé et est fixé a 20
pour toutes les classes. Seuls les paramétres de queue des marginales sont donc rééstimés : chaque
loi d’émission & des densités marginales qui sont des lois T contraintes & avoir le méme paramétre
de queue. Le mélange estimé par IFM-ECI ne correspond donc pas exactement au modéle 77, mais
malgreé cela, nous obtenons des résultats d’estimation meilleurs pour IFM-ECI que pour EM pour
I’estimation de vy, vo, v3. Ces derniers sont surestimées par IFM-ECI, mais beaucoup moins que
par EM (cf. tableau (4.12)). Par contre, ’estimation des termes diagonaux de ¥ est moins bonne
par IFM-ECI (tableau (4.10)).

| | EM | IFM-ECI |
Classe 1 | (0-0,01) (0 0)
Classe 2 | (1,49 1,51) | (1,5 1,52)
Classe 3 32,99) (3 2,99)

TAB. 4.9 — Moyennes estimées

| [ EM | IFM-ECT |
Classe 1 | (10,96) | (0,99 0,96)
Classe 2 | (0,97 0,99) | (0,92 0,94)
Classe 3 | (1L,02) | (0,97 0,99)

TAB. 4.10 — Entrées diagonales de la matrice ¥ (du modéle T, 5. )

| | EM | IFM-ECT |
Classe 1 | 0,38 0,38
Classe 2 | 0,17 0,12
Classe 3 | 0,5 0,5

TAB. 4.11 — Coefficients de corrélation estimées

Les écart-types des estimateurs sont similaires pour EM et IFM-ECI, sauf pour les paramétres
de queue. Pour ceux-ci, I’écart-type est entre 20 et 30 pour l'algorithme EM (pour les 3 classes),
et entre 7 et 10 pour IFM-ECI (pour les classes). Enfin, nous obtenons des taux d’erreur en

segmentation non-supervisée égaux & 17,1% dans les deux cas pour les deux estimateurs.

Remarque 4.3.5. Lorsque nous utilisons le vrai nombre de degrés de libertés pour la copule dans

la procédure ECI-IFM, les résultats d’estimation sont équivalents pour les paramétres de moyenne
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| | EM | IFM-ECI |
Classe 1 | 18,4 13,85
Classe 2 | 23,9 13,6
Classe 3 | 18,3 13,6

TAB. 4.12 — Paramétres de queue estimées, v

et de variance, mais sont moins bons pour les paramétres de queue : nous obtenons en moyenne

1 =15,8, 05 = 17,2, U3 = 14, 3. Cependant, le tauz d’erreur reste sensiblement le méme a 16,9%.

Dans cette étude, nous avons montré que les algorithmes EM et IFM-ECI avait des com-
portements similaires pour la segmentation non-supervisée (en termes de taux d’erreur), et pour
I’estimation lorsque les modéles estimés sont les mémes. De maniére générale, les variances des
estimateurs sont similaires hormis pour les paramétres de queue, pour lequel il y a un réel avantage
a utiliser IFM-ECI.

Cependant, il est difficile de séparer le comportement théorique des estimateurs EMV et “fonc-
tion IFM projetée’ de celui des algorithmes itératifs que nous avons utilisé pour les calculer. Le fait
que nous constations que les estimateurs soient proches en moyenne des vrais paramétres permet
d’affirmer que les deux algorithmes ont convergé vers une bonne racine de I’équation. Ceci permet
de valider empiriquement la méthode IFM-ECI, dont nous avons vu dans la section 3.5.2 qu’elle
était fondée sur des propriétés locales de la fonction estimante difficile a vérifier (possibilité d’itérer
la fonction 7', et propriété de contractivité sur un voisinage compact). Cet aspect est directement
relié au probléme de Pinitialisation de ’algorithme itératif. Nous avons utilisé pour IFM-ECI le
paramétre ¢g calculés & partir d’une segmentation des observations basées sur une CMCa-BI avec
des lois d’émission de type Student. Nous obtenons donc une premiére segmentation assez proche
de la vraie de la segmentation, ce qui nous permet de démarrer ’algorithme dans un voisinage

proche du vrai paramétre (d’ou la convergence systématique d’IFM-ECI vers une bonne racine).

4.3.4.2 Lois elliptiques généralisées

Nous présentons dans cette section les lois elliptiques généralisées, initialement introduites par
Fang, Fang et Kotz ([67]), et qui sont une généralisation des modeéles SIRV. En effet, pour les
SIRV, la connaissance de la loi marginale est équivalente & la connaissance de la loi du vecteur (ce
lien a été explicité par Rangaswamy dans [135]) : soit Y = (Y1, ...Yy) un SIRV centré et ¢ — (t)
la fonction caractéristique de la loi de Y} (et dépend de la fonction h définie dans (4.7)), alors la
densité de la loi jointe est :

»|-1/2
fly, (0,3, h)) = |( | d/2qy 7/ P(t) tZJd 2 (ty/q (4.56)

ou J, est la fonction de Bessel d’indice « [5]. Nous rappelons que ¢(y) = %y/E_ly.

Cette propriété (4.56) apparait plutot comme un inconvénient pour la modélisation multivariée
(par exemple pour les images multicapteurs, ou pour la classification de données de maniére
générale) car elle implique que la forme d’une marginale “commande” la maniére dont sont liées
les différentes composantes d’un vecteur. Autrement dit dans un modéle SIRV, le choix d’une

marginale implique celui de la forme de la copule (et de toutes les autres marges). Il est possible
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d’alléger cette contrainte en choisissant la copule indépendamment des marges, ce qui améne, en
particulier, & la définition des lois T et K généralisées (ou asymétriques), en utilisant des marges
T ou K.

Définition 4.3.3. Lot T généralisée
Un vecteur aléatoire Y de R? suit une loi de Student généralisée si Vi € [1..d], Y; ~ T, 02 0,

i

et que sa copule est une copule de Student de paramétre p et de degrés v..

. . . . ’
Si nous avons Vi, v; = v, Y suit une loi de Student Ty, 5., avec m = (my,...,mq) , et
3 = (pijoioj)i ;- La famille des lois normales est aussi incluse dans les lois de Student généralisée,
en prenant v; = v, = co. La méme généralisation peut étre proposée pour la loi K.

Définition 4.3.4. Loi K généralisée
Un vecteur aléatoire Y de RY suit une loi K généralisée si Vi € [1..d], Y; ~ K., 02 .a; €t que sa

copule est une copule K de paramétre p et de degrés a.

Bien stir, de maniére trés générale, nous pouvons utiliser n’importe quelle type de copule. Ces
modéles ont été proposé par Fang et al. dans une étude générale sur ’expression des copules
elliptiques. L’intérét de cette généralisation est que les lois ainsi construites restent proches des
modeéles a contour elliptiques (les contours obtenus sont des ellipses déformées par les paramétres
v;), et peuvent fournir un moyen original et relativement simple de tester Dellipticité de la loi (qui
revient & tester tester ’égalité des paramétres de queues des marginales et de la copule). Clest ce
modéle que nous avons utilisé dans la section précédente pour la comparaison d’ITFM-ECI et EM
dans les mélanges de Student.

Cependant, Fang et al. ne propose pas ces modéles elliptiques généralisés dans le cadre de
mélange. Cette étude constitue donc la premiére application de ces modéles 4 la segmentation. De
plus, nous proposons une méthode d’estimation de ce mélange, en utilisant les fonctions estimantes
IFM-ECI.

Nous comparons ci-dessous les performances des méthodes d’estimation par EM et par IFM-
ECI dans le cadre de la segmentation non-supervisée d’'une CMCa-BI. Dans le cadre de ’estimation
basée sur la décomposition copule-marginales, nous ne faisons pas d’estimation sous contrainte
d’égalité des paramétres de queues des marginales avec celui de la copule (comme dans la section
4.3.4.1). Le paramétre de queue de la copule reste fixe (supposé connu) pour Pestimation IFM-
ECI. Ceci évite une phase de maximisation supplémentaire pour la détermination de v, (et pour

laquelle il n’existe pas de solution analytique).

| Modéle Utilise | N | T [ K |
T 134 | 15,7 [ 11,7
K 13,5 | 15,7 | 11,7
CopN-T 13,5 | 16,7 | 13,1
CopT-T 13,6 [ 16,1 | 13,3

TAB. 4.13 — Taux d’erreur en mode non-supervisée pour des mélanges de SIRV et SIRV généralisées

Nous avons des différences plus nettes entre EM et IFM-ECI dans cette situation que dans le

paragraphe précédent. Nous pouvons observer que les performances sont dégradées en segmentation
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non-supervisée en utilisant des SIRV généralisées, par rapport au modéle SIRV classique. D’une
part, ceci provient de ’absence de contraintes d’égalité sur les paramétres de queues, ce qui fait
que nous avons plus de paramétres i estimer, et augmente la variance des estimateurs et les taux
d’erreur. D’autre part, nous avons échantillon de plus grande taille (N = 1000), ce qui facilite la

recherche des maxima de la log-vraisemblance de celle-ci car la fonction est plus lisse.

4.3.4.3 Lois gamma multivariées et images multicapteurs

Les lois gamma sont considérées comme un modéle acceptable pour modéliser les intensités des
images ou des signaux. Cependant, dans le cas des signaux multicapteurs, ’utilisation de modéles
multivariées qui puissent incorporer cette information est souvent compromise par la complexité
des lois en jeu. En effet, les modéles gamma multivariés les plus souvent utilisés sont définis &
partir de leur fonction caractéristique, pour lesquelles il n’est pas possible d’avoir une expression
analytique de la densité (voir par exemple [39] pour une application des lois gamma multivariées
et une illustration des problémes d’estimation qu’elles engendrent). Ceci rend ces modéles diffici-
lement envisageables dans des applications de segmentation (supervisée ou non-supervisée) pour
lesquelles la densité est évaluée en permanence. Ainsi dans les applications de segmentation de
signaux et d’images, 'incorporation de telles contraintes est difficilement envisageable, et la loi
normale est alors le choix par défaut.

Dans 'approche que nous avons développée, nous pouvons facilement proposer des lois multi-
variées & marges gamma (spécifiée par copule) qui se prétent aux calculs nécessaires de la segmen-
tation bayésienne. Nous donnons une application originale (dans le contexte de la segmentation
de données multicapteurs) des copules & la segmentation d’une image multispectrale dans [26].
Nous considérons une image CASI (Compact Airborne Spectographic Imager*), dont seulement 4
bandes spectrales ont été sélectionnées pour la segmentation aprés réduction de données. Nous
observons alors dans chacune des bandes l’intensité reque. Nous proposons par conséquent pour
les lois d’émission une description copule-marginales, en forcant les marges & appartenir 4 la fa-
mille gamma. Nous comparons alors les résultats de segmentation obtenues en utilisant différentes

modélisations des lois multivariées :

1. les lois elliptiques, qui correspondent & une recherche de classes “sans a priori”, uniquement
basée sur les notions de moyenne et de dispersion (symétrique autour de la moyenne).

2. la méthode de décorrélation basée sur une analyse en composante indépendantes (ACI) et le
modéle de Pearson : nous supposons qu’il existe une transformation linéaire des données par
laquelle les composantes deviennent indépendantes et dont les lois appartiennent au systéme
de Pearson F. Cette méthode permet de généraliser aux données multidimensionnelles la
recherche de la loi d’émission dans une grande famille de lois paramétriques.

3. les composantes sont supposées indépendantes, mais appartiennent toutes au modéle gamma.
Ceci correspond au cas d’un modéle dont les marginales sont bonnes, mais avec une structure

de dépendance incorrecte.

4. les marginales sont de type gamma et la dépendance est modélisée par une copule gaussienne.

4Le CASI est un spectroradiométre imageur permettant d’enregistrer des images sur un support magnétique
dans un large spectre s’étalant du visible (environ 400nm) au proche infrarouge (environ 900nm). Il utilise une
matrice composée de détecteurs CCD disposés perpendiculairement au sens de déplacement de I’avion. Le CASI
fournit des enregistrements en mode spatial et spectral.
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F1G. 4.5 — Image Casi - 4 bandes spectrales

Les résultats obtenus permettent de mettre en avant ’importance d’une spécification correcte des
lois marginales, et de la prise en compte de la dépendance entre les canaux. Il apparait que le
modéle copule gaussienne et marges gamma posséde les qualités des modéles mélange de “gamma,

indépendant” et mélange gaussien pour fournir une meilleure segmentation.

De méme, nous avons réalisé la segmentation d’une image satellite bidimensionnelle (deux cap-
teurs) et nous comparons les résultats obtenus avec plusieurs modeéles classiques de lois bivariées.
Les deux images ont été obtenus par le satellite JERS1%, avec une résolution pour chaque pixel de
25 x 25 métres carrés. Elle représente une partie de la Rondonie, qui est une région de I’Amazonie
dans laquelle les cultures sont faites sur brilis : les arbres sont coupés et brilés et la terre est
transformée en patirage ou en terre cultivée. Nous avons finalement 4 classes : brilis, patirages,
foréts et culture.

Nous essayons alors de retrouver automatiquement ces 4 classes & partir des images (4.7) en
utilisant des CMCa-BI ayant des lois d’émission multivariées de type “gamma indépendante”, ACI
+ systéme de Pearson, loi K multivariée et gamma bivariée (avec une copule de Student & 5 degrés
de liberté).

Remarque 4.3.6. Les lois elliptiques (loi normale, T ou K) donnent des résultats en segmentation
tout a fait similaires. Nous ne présentons que les résultats obtenus pour la loi K, plus adaptée a la

modélisation des images (cf. remarque 4.2.5).

511 s’agit d’un satellite japonais d’observation de la terre dédié particuliérement & 1’étude du sol, de 1’agriculture,
des pécheries et des foréts. Il est équipé d’une radar i synthése d’ouverture a émission en bande L (de 1 & 2 GHz,
soit une longeur d’onde entre 15 et 30 cm).
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(b) Marges Gamma indé-
pendantes

(¢) Marges Gamma et Co-
pule Gaussienne

(d) Loi normales

F1G. 4.6 — Images segmentées

F1G. 4.7 — Images observées de Rondonie.
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Fic. 4.8 — Vérité terrain de Rondonie. Blanc : forét, Gris clair : pattrage récent, Gris foncé :
bralis, Noir : cultures

Les segmentations obtenues ne donnent pas de cartes avec des zones bien délimitées, en raison
de l'interpénétation des zones de cultures, foréts et brilis. Il apparait clairement que le modéle
gamma bivarié (avec copule) permet de séparer assez nettement la forét des zones modifiées par
I’homme, contrairement aux autres lois d’émission. Il y a cependant une confusion importante
entre patirage récent (celle-ci est cependant bien retrouvée par le modéle gamma avec copule),
culture et brilis (pour ce dernier, cela est du en partie a son faible effectif relatif). La segmentation
obtenue avec le modéle “marginales gamma indépendantes” indique que les bonnes performances
pour la séparation de la forét des autres zones sont dues en partie & la modélisation par des marges
gamma. L’utilisation de la corrélation des canaux permet d’obtenir des régions plus homogénes.
Les modéles avec des lois d’émission de type K ou des lois obtenues par ACI et systéme de Pearson
ne permettent pas de séparer les différentes zones, malgré la prise en compte de la corrélation.

En conclusion, sur ces deux images réelles multivariées, il est apparait que l'utilisation de
la loi gamma multivariée permet d’obtenir des images segmentées de meilleur qualité que celles
obtenues par des modéles multivariées plus classiques. Cela nous permet de penser qu’une prise
en compte de contraintes simples sur les marginales (densités sur R" et distribution asymétrique)

peut améliorer la modélisation statistique des données réelles manipulées en traitement d’images.



4.3. LES COPULES

103

(c) Marges Gamma indépendantes

(d) Marges Gamma et Copules gaussiennes

F1G. 4.9 — Segmentation pour différentes lois d’émission
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Chapitre 5

Chaines de Markov Couples et
Copules

Ce chapitre reprend et développe I’article [28]. Nous étudions 'utilisation des chaines de Markov
couples pour la segmentation. Pour cela, nous procédons & une reformulation originale du probléme
de la classification dans laquelle les copules se révélent pertinentes pour la description d’un cadre
général de la classification des données issus d’un processus stationnaire. Le nouveau modéle que
nous proposons alors (et étudions particuliérement) est une chaine de Markov cachée et nous
discutons des différences entre les modéles que nous proposons et les modéles CMCa existants
dans la littérature. C’est aussi I’occasion de préciser apport des CMCa par rapport aux CMCa-
BI du point de vue de la description de la structure de dépendance des données observées. Pour
cela, nous donnons la structure de la fonction d’autocovariance des CMCa, et nous proposons une
analyse de ces modéles basée sur les coefficients de mélangeance (utilisés classiquement pour ’étude
des processus stationnaires). Nous montrons ensuite qu’il est possible d’estimer ces nouveaux
modéles par la méthode de projection de fonctions estimantes développées dans la section 3.5.
De méme, nous montrons qu’il est possible de calculer une approximation de ’estimateur par un
algorithme ECI. Nous obtenons alors des procédures d’estimation simples, évitant par exemple les
optimisations complexes impliquées par une maximisation de la log-vraisemblance. Finalement,
nous montrons que la méthode d’estimation développée pour les CMCa s’étend directement aux

CMCo générales.

5.1 Segmentation des processus stationnaires

5.1.1 Processus stationnaires et copules

Soit Y un processus stationnaire et y = (yi,...,yn) une réalisation que nous voulons seg-
menter. De nombreuses méthodes existent pour la classification de données et peuvent étre, pour
une grande part, réunies dans la discipline de Reconnaissance de Formes (Pattern Recognition)
qui recouvrent entre autres l’analyse discriminante linéaire, les algorithmes de “K plus proches
voisins”, les arbres de classification, les réseaux de neurones (voir [56] pour un panorama des tech-

niques de reconnaissance de formes) ou encore les machines & support de vecteur (Support Vector
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Machine [149]). Ces méthodes supposent le plus souvent que les observations (y1,...,yn) consti-
tuent un échantillon i.i.d, et elles cherchent alors & déterminer les caractéristiques des observations
qui soient les plus discriminantes. Elles se prétent généralement assez mal & la classification d’ob-
servations dépendantes. La classification basée sur des modéles probabilistes génératifs (parfois
désignée par Mazimum Likelihood Classification) adopte le paradigme bayésien en considérant

que les observations sont la réalisation d’'un mélange de K lois, telle que

Vyn €V, p(yn) = Y mkp(yn [k) (5.1)
k=1

La grande flexibilité de ’approche bayésienne (via la modélisation hiérarchique) permet alors
d’intégrer des connaissances complexes sur les liens entre les observations, typiquement par le
biais du processus latent X associé au mélange de lois (Vk < K, m, = P(X,, = k)). Classifier les
observations revient & estimer le processus X qui a le plus souvent une interprétation physique,

de telle sorte que nous ayions deux connaissances a priori :

— nous connaissons partiellement le lien entre X et Y (i.e. la densité p(y |x)) via la connaissance
de la densité p(y, |z, ), que nous savons étre égale & f, (yn) . {fx(y), k € [1..K]} est un
ensemble de lois a priori que nous devons le plus souvent estimer, et qui synthétise une
connaissance a priori des phénoménes physiques en jeu;

— nous connaissons la structure (de dépendance) du processus X.

De maniére générale, si nous avons invariance des phénoménes observés par translation des indices

n, nous pouvons dire que le processus Y est un mélange stationnaire. L’objectif de cette section

est de faire le lien entre la loi (connue) de Y, et la loi jointe de Y = (Y3,...,Yn) lorsque cette
derniére est obtenue aprés spécification de la loi conditionnelle p(y|x). Si nous notons x_,, =
(1, s T—1,Tpi1, - - 2n) € XNV ~L nous avons
pYn |20 ) = Zp(yn % )p(X—n [2n) (5.2)
X

Il est donc nécessaire que les modéles proposés pour la densité conditionnelle p(y |x) aient des
marges qui soient compatibles avec les lois d’émission fj selon 'eq. (5.2). Les CMCa-BI sont
des modéles spécifiant les interactions entre les observations (la densité p(y |x)), et qui sont en
accord avec les densités p(y, |zn) (et p(yn)) que l'on se donne a priori. Mais en toute généraliteé,
la compatibilité entre p(y |x) et p(yn |z, ) est difficile & réaliser. Par conséquent, nous faisons
I’hypothése que le lien entre X et Y v est tel que

Vn < N, p(yn [x) = p(yn |zn ) (5.3)

Dans ce cas, 'eq. (5.2) est systématiquement réalisée, et la densité conditionnelle p(y |x) a pour
marges les densités {p(yn |zn )} <,<y- Lorsque Y = R, les copules (voir section 4.3) nous per-
mettent de décrire ’ensemble des densités p(y |x) vérifiant cette condition : si F'(y |x) et F(yn |2 )

désignent (resp.) les fonctions de répartition de p(y |x) et p(yy |z, ), nous avons

Flyx) = Cx (F(yrfz1), .., Flyn |zn)) (5.4)
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Cy est une copule, dépendante du processus caché, qui est unique si toutes les f.d.r F(y,, |z, ) sont
continues. De plus, si nous notons F(y) = Zszl 71, F(y |z ) et C la copule de la loi jointe de Y,

nous avons alors I’égalité

C(F(y),-. -, Fyn)) = > _ p(x)Cx (F(yr|z1), .., Flyn |zn))

Si les f.d.r de toutes les classes sont continues, I’identification de la copule C est possible grace au

théoréme de Sklar :

Yui,...,un, 6(u1,...,uN) = Zp(x)Cx (F (Fﬁl(ul) |x1) R (F (un) |:I:N))

La copule C représente toute la structure de dépendance du processus Y y. Il apparait donc que
dans un mélange stationnaire, la dépendance modélisée entre les observations Y,, dépend non
seulement de la dépendance conditionnelle introduite par p(y |x) (et de p(x)) mais aussi des lois
marginales de Y, choisies.

En plus de vérifier la propriété (5.3), nous supposons que le mélange stationnaire Yy = (¥, )n>1
est telle que Zy = (Xu,Yy) soit aussi une chaine de Markov. Ceci implique alors que Y n
conditionnellement & Xy soit une chaine de Markov, i.e. la densité de la copule Cx (définie dans

l'équation (5.4)) peut se factoriser

N
ex(Ug,y ..., un) = H Cai v ms (Wiz1, Uy) (5.5)
i—2

avec ¢y, _, 4, la copule de la p(y;—1,y; |Ti—1, 2 ).

Ceci revient alors & relacher I’hypothése d’indépendance conditionnelle dans le modéle CMCa-
BI. Une CMCa stationnaire réelle sera complétement décrite par la matrice de transition de la
chaine cachée Xy, ses densités marginales p(y1|z1) et les copules ¢, 4,. Dans le cas vectoriel, cette
description est plus difficile puisque la décomposition de Sklar qui permet la décomposition (5.4) ne
se généralise pas aux vecteurs aléatoires : ’ensemble des CMCa stationnaires & valeurs dans R? est
identifiable 4 I’ensemble des densités p(y1,ys |71, 22 ) sur R?? ayant pour marges p(y; |x;), i = 1,2,
mais il n’est pas identifiable & I’ensemble de copules. En effet, le théoréme d’impossibilité démontré
par Genest et al. dans [31] montre que la seule copule bivariée C : [0,1] x [0,1] — R telle que
pour toutes f.d.r F} et F» sur R%, la fonction F = C(Fy, F,) définie sur R?¢ par

F ((yi)lsigd, (yé)lgjgd) =C (Fl ((W)i<i<a)  Fo ((yé)lstd))

soit une f.d.r. sur R??, est la copule d’indépendance C(u,v) = wuv. Par conséquent, & matrice
de transition et marges (fx)1<k<k fixées, ’ensemble des CMCa correspondant peut-étre décrit

partiellement selon les marges choisies. Nous en donnerons dans la suite plusieurs exemples.

5.1.2 Le modéle CMCa stationnaire avec copules

Nous décrivons dans cette section le modéle paramétrique que nous avons utilisé pour les

CMCa stationnaires réelles. Il est particuliérement maniable pour les applications parce qu’il est
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finalement trés similaire au modéle CMCa-BI. Nous donnons aussi quelques cas particuliers de
CMCa vectorielles, non étudiées par la suite, en mettant en évidence certaines des difficultés qui

leur sont inhérentes.

5.1.2.1 Observations réelles

Le modéle paramétrique CMCa que nous utilisons par la suite est décrit par la matrice de
transition A € S¥ | dont la loi stationnaire 7w est supposée unique. Nous supposons que les
lois d’émission ont une densité (par rapport & la mesure de Lebesgue) appartenant & un méme
modéle paramétrique f(y,0), 0 € © (avec des fonctions de répartition F(y,0;) continues et
0 = (0k)1<k<k) : il s’agira le plus souvent de lois normale, gamma ou weibull. Les copules bivariées
modélisant la dépendance conditionnelle ont une densité c(u,v;nk,;), N € T (nous notons n =
(M) 1<k, 1<K )-

Conditionnellement au processus caché, le processus des observations est une chaine de markov
non-homogeéne dont le noyau de transition admet la densité suivante (relativement & la mesure de

Lebesgue)

p(yn |yn71a Tny Tn—1 ) = f(ynv ozn)cnzn,l,zn (F(yn,l, 9967171)7 F(yna 99671)) (5'6)

Le noyau de transition du processus complet Z a pour densité

V21, 22, p(ZQ |Z1) = Qgyqp X f(yQa 9:32)0773:1,172 (F(yla 9Z1)a F(yQa 9Z2)) (57)

K

La loi du processus Y est donc indexée par ¢ = (4,0,n) € SK x 6K x T 2, et a pour densité

N N
p(Y7¢) = Z Tgy1Qxyze -+ - Qxn_ 12N Hf(yivezi)chzi,l,xi(F(yiflaemifl)aF(yiaeri)) (58)
T1,..., TN 1=1 1=2

Le modéle CMCa-BI décrit par {A, f(y,0k), 0x € ©} est un sous-modéle du modéle CMCa lorsque
les familles de copules c(u,v;nk;), ne € T contiennent la copule ct. C’est le cas de la copule
gaussienne pour laquelle nous avons cq = ¢ , ou de certaines copules archimédiennes, par exemple
la famille de Gumbel-Hougaard d’expression C)(u, v) = exp (— ((—logu)™ + (—log v)”)l/"), pour
laquelle C; = C* , ou encore la famille de Gumbel C(u, v ;1) = uv exp(—n logulog v) pour laquelle
Co = C*. Nous notons 1 un tel paramétre lorsqu’il existe', et 7" = () lorsque cela est possible
pour toutes les classes. Si n* € T alors le modéle CMCa-BI est emboité dans le modéle CMCa-BI.

Nous abordons ici I'identifiabilité du modéle CMCa. La loi du processus Y est identifiable si
la loi de (Y7,Y2) est identifiable. Par conséquent, il suffit de supposer identifiabilité du modéle
modéle paramétrique pour les densités p(yi1,y2 |21, z2), i.e. l'identifiabilité du mélange des lois
bivariées de f.d.r Cy,, (F(y,0k), F(y,6;)). Or nous savons que si les mélanges finis des lois d’émis-
sion f(y,0), 6 € © et des copules ¢,(u,v), n € T sont identifiables, alors les lois bivariées sont
identifiables d’aprés la partie 4.3.3.1. Nous utilisons dans la suite les copules gaussiennes qui sont
faciles & implémenter, et suffisamment riches pour mettre en évidence l'intérét de I’apport de la
dépendance conditionnelle.

1yl n’existe pas toujours, comme pour les copules elliptiques autre que la copule gaussienne. Dans ce cas-1a, le

modéle CMCa-BI n’est pas emboité dans le modéle CMCa.
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5.1.2.2 Observations vectorielles

Comme nous n’avons plus le théoréme de Sklar qui nous permet de controler les marges sou-
haitées, le cas des CMCa vectorielles ne peut plus étre traitée de maniére générale. Nous donnons
alors quelques exemples de familles paramétriques de CMCa stationnaires vectorielles.

Le cas gaussien Une construction simple de CMCa est celui ou les densités p(yi|x1) sont
gaussiennes. En effet, si nous supposons que le couple (Y7, Y>) conditionnellement & (X7, X5) est
un vecteur gaussien, nous pouvons garantir la contrainte sur les marges par un simple controle des
moyennes et variances. Nous notons les moyennes et variances des lois d’émission (my)1<ip<x € R4
et (Zx)i<k<x € SPD(d), de telle sorte que le vecteur gaussien (Y1,Y2) conditionnellement a

(X1 =k, X5 =1) ait pour moyenne et variance

[ my ] X X
my; = Sk =

’

(5.9)
X X

my

3k est une matrice d X d et représente exactement la covariance entre les observations condi-
tionnellement aux états k,[. Ainsi, I’ensemble des CMCa & marges et & couples gaussiens condi-
tionnellement aux états est décrit par I’ensemble des matrices Xj; telles que Sy, soient définies
positives. Nous donnons ci-dessous une condition nécessaire et suffisante pour que cela soit le cas,
conséquence de la décomposition de Choleski de la matrice Sg;.

pr T
o

définies positives. La matrice p est définie positive si et seulement si py — r/plr > 0.

Proposition 5.1.1. Soit p = l ] une matrice de taille 2d x 2d , telles (p;)i=1,2 soient

Nous pouvons construire un modéle similaire lorsque nous supposons que toutes les densités
p(y1|x1) sont des lois elliptiques &(my, Xi, ) (dans le cas des lois T et K, elles ont le méme
paramétre de queue). Si (Y7,Y2) conditionnellement & (X; = k, X2 =) est lui aussi un SIRV de

loi €(my;, Xy, V) (égaux aux paramétres de (5.9)), nous retrouvons les marges p(y1 |1 ).

Le cas général Il est possible d’adapter la modélisation par copule aux CMCa vectorielles,
mais la description obtenue est beaucoup plus lourde que dans le cas scalaire (ou que dans le cas
gaussien précédent). En effet, si p(y1 |z1) a pour densités marginales f! (y1),..., f¢ (y{), de f.d.r
correspondantes Fy (y1),...,F2 (y¢), la fonction de répartition de (Y7,Y2) conditionnellement &
(X1, X>) s’écrit

F(yiv cee 7yila y%a B 7yg |:C15 1'2) = OILIz(F111 (y%)v ceey Fmd1 (yil)a leg (y%)a s aF;lg (yg)) (510)
La copule C, ., vérifie la propriétés suivantes sur les sous-copules

C[l..d],xl,xg = le

C[d+1..2d],$1,z2 = CCEQ

ou C,, et C,, sont les copules obtenues par la décomposition de Sklar de p(y; |z1) et p(y2 |22)-
Le controle des sous-copules d’une copule est difficile, parce que cela revient & résoudre le

probléme des classes de Fréchet dans le cas général (voir le chapitre 2 de [94] pour des réponses
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partielles & ce probléme). Il est plus facile de partir de copules multivariées connues et d’en dé-
duire les sous-copules afin d’utiliser ces derniéres pour modéliser la structure de dépendance des
p(y1 |21). Ceci est possible notamment pour les copules archimédiennes et elliptiques. En effet, si
vu €[0,1*%, C(u) = ot (Zfil @g(ui)), les sous-copules sont encore archimédiennes et égales a

Ch.gui,...,uq) = ¢y (2?21 @e(ui)) et Clas1.24) (Uds1s-- - U2a) = 5" (Zfidﬂ @B(Ui))- Ce-
pendant I'utilisation des copules archimédiennes pour la modélisation est limitée car elle suppose
que la structure de dépendance soit la méme entre deux composantes du méme vecteur ou encore
4 deux instants différents, ce qui est une hypotheése assez lourde. Dans le contexte de la segmen-
tation, cette contrainte implique que seules les lois marginales des observations peuvent changer

avec les classes.

Les copules elliptiques sont de ce point de vue plus intéressantes, car il est possible de controler
les sous-copules, tout en ayant des liens différents entre les composantes du vecteur (Y7, Y2).

Proposition 5.1.2. Soit une copule elliptigue C de taille M de matrice de corrélation p. Si
A C [1..M], la sous-copule (de C) C4 est une copule elliptique du méme type que C, paramétrée

par la matrice de corrélation pa = (pij); jca-

P1

En particulier, st M = 2d et que p = , est la décomposition par bloc de taille (d x d)
r

P2
de la matrice p, les sous-copules Cy. g (resp. Clgi1..24) ) sont des copules elliptiques de paramétre

p1 (Tesp. p2).

Démonstration. 1l suffit d’exploiter le fait que la copule d’un vecteur (Us,...,Uys) est invariante
par transformation continue et croissante composante par composante. Ainsi, pour déterminer
une sous-copule, il suffit de trouver une “bonne” transformation g = (g1,...,9um) telle que les
lois de (Va,..., V) = (g1(U1),...,gm(Un)) et de (V;);ca soient faciles & identifier. Pour les
copules elliptiques, cette transformation est g = (®71,...,®7 1), ott ® est la f.d.r. inverse de la
marginale (centrée réduite) de la loi elliptique correspondant a la copule. Nous obtenons alors un
vecteur elliptique dont les lois des sous-vecteurs appartiennent 8 la méme famille, et pour lesquelles
I'identification des copules est immédiate.

O

Si nous supposons que la loi de chaque classe k est décrite par une copule gaussienne (resp.
Student) de dimension d, ayant une matrice de corrélation pj, alors une famille de copules 2d
dimensionnelles convenant pour la modélisation CMCa est la famille de copule gaussienne (resp.
Pk Tkl

, , avec i telles que pg; soit une
T Pl

Student) indexée par les matrices de la forme py; = l
matrice définie positive.

L’ensemble des CMCa dont la loi du couple a une copule elliptique est donc décrite par ’en-
semble des matrices (pr)1<k<k et des matrices (ry)i1<ki<kx vérifiant la condition de positivité

donnée par la proposition 5.1.1.
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5.1.3 Liens avec les processus autorégressifs & changements de régimes

markovien

Nous avons déja évoqué dans la section 3.2.3 les processus autorégressifs & changements de
régimes markovien (PARCM). Nous précisons ici les différences essentielles entre ces modéles et
le modéle de mélange stationnaire introduit dans la section précédente. Un PARCM est défini par
deux processus X = (X,)n>1 €6 Y = (Y3,)n>—s41 (s entier positif), tel que X soit une chaine
de Markov possédant une densité de transition g(x,,zn+1), et tel que Y conditionnellement a
X soit une chaine de Markov de mémoire s. Le noyau de transition de Y,, conditionnellement &
Yo1= o1, ..,Yn_s) (pour n > 1) ne dépend que de X,, (parmi les (Xx)1<r<n)- Un exemple
de PARCM, justifiant ’appellation autorégressive est basée sur la décomposition “espace d’états”

suivante
X’VH-l ~ Q(mNa )
(5.11)
Y1 = f(?na Xn, 5n+1)
avec (€, )n>2 bruit blanc indépendant du processus X tel que €, soit indépendant de (Y7, ...,Ys),

et f fonction mesurable.

Cette modélisation est employée dans de nombreux domaines pour décrire des changements
abrupts (lorsque ’espace X est fini), ou des dynamiques complexes entre autres en automatique
[61], en analyse d’image [116, 36], ou encore en météorologie [2]. Parmi les plus usuelles, nous
signalons le processus AR linéaire d’ordre 1 (scalaire ou vectoriel), avec X fini :

Xn+1 ~ Q(mNa )
(5.12)
Yot1 = Ax, Y.+ Bx, +éent1

avec Yk, A, € My et By, € R

Le processus joint Z = (X,Y) est donc une chaine de Markov, et nous pouvons considérer qu’il
s’agit d’un cas particulier de chaine de Markov Couple. La différence entre un mélange stationnaire
et un PARCM réside dans la description du modéle et sa paramétrisation : le modéle PARCM est
un modéle dynamique, décrit par ses transitions, par opposition au mélange stationnaire qui est
un modéle “statique” au sens ou ’on spécifie la loi stationnaire de Y,,, et ensuite la dépendance.
La conséquence en est que la densité de transition du processus Y conditionnellement & X dépend
de deux états successifs X,, et X,,11, y compris lorsque la copule ne dépend pas des états, voir
eq. (5.6). De méme, lorsque nous avons une CMCa stationnaire gaussienne, se mettant sous une
forme similaire & (5.12), la densité de transition dépend elle aussi de X, et X,, 11, par les relations
(5.9). Ceci empéche 'application direct des résultats récents concernant 'EMV, démontrés pour les
PARCM (voir section 3.2.3), et nécessitent donc des développements ultérieurs pour les mélanges
stationnaires avec copules (non traités dans cette thése).

A Tinverse, les CMCa stationnaires contournent deux problémes auxquelles doivent faire face
la modélisation PARCM :

— La nécessité de démontrer la stabilité du systéme étudié, c’est-a-dire 'existence (et ['unicité)

d’un processus stationnaire au sens strict, vérifiant les équations (5.11). Nous pouvons trouver



112 CHAPITRE 5. CHAINES DE MARKOV COUPLES ET COPULES

dans [59, 2| plusieurs conditions.

— La méconnaissance de la vraisemblance due & la méconnaissance de la loi stationnaire de
Y,, ce qui nécessite de développer l'inférence des paramétres & partir de la vraisemblance
conditionnelle p(y |yo, - - ., Y—r+1 ), comme cela est fait dans [59, 2].

5.2 Copule et dépendance temporelle

Le modéle CMCa-BI est un modéle de processus stationnaire tel que la dépendance soit unique-
ment la conséquence de du processus latent. Comme le remarque McKay [3] pour la construction
d’un test d’adéquation des modéles CMCa-BI, la qualité de la représentation d’un processus sta-
tionnaire Y par un modéle CMCa-BI ne se résume pas seulement & la mesure de 'adéquation du
mélange Zszl 7k f (yn, Or) avec la vraie loi stationnaire p(y,), mais aussi & la qualité de Desti-
mation des densités d’ordre supérieure p(yn, Yn+1), P(YUn+1s Yn+2, Yn+3),- - -Le modele CMCa avec
copule est un modéle plus complet que CMCa-BI parce qu’il permet de mieux modéliser les densi-
s p(Yn, Yn+1), ce qui donne une chance de mieux décrire aussi les densités p(yn.ntm), ot m > 0.
Notre objectif est de montrer d’une part 'apport des CMCa pour la modélisation des densités
d’ordre supérieure, et d’autre part de montrer leurs capacités (ou leurs limites) de modélisation de
la dépendance. Cependant, les densités p(y,.n+m) ne sont pas facilement appréhendables dés que
m devient grand, et nous nous contentons alors d’examiner ’autocovariance des modéles CMCa.
Cette derniére devient elle aussi rapidement complexe, et nous nous intéressons aux propriétés de
mélangeance des CMCa, afin de déduire le comportement asymptotique de la fonction d’autoco-

variance.

5.2.1 Dépendance dans les CMCa-BI et CMCa

Les fonctions d’autocovariance des processus CMCa-BI et CMCa se déduisent directement des
hypothéses faites sur les modéles. Nous donnons aussi ’expression asymptotique de ’autocova-
riance des CMCa-BI.

Propriété 5.2.1. Covariance des CMCa-BI

Soit (X,Y) une CMCa-BI stationnaire, telle que la loi stationnaire de X soit m = (71,...,7K) .
(n)

Nous notons pour tout n, p,,’ = P(X1 =k, X, =1) et nous supposons que Vk, E[|Y1||X;] < o0,

avec E[Y1|X1 = k] = my. L’autocovariance de Y eziste et vaut

Vn, cov(Y1,Y,) = Z (p,(;;) — 7rk7rl) mEmy (5.13)
k.l

Si la matrice de transition est irréductible et apériodique, nous pouvons affirmer

30 < X\ < 1, m entier positif, cov(Y1,Yy) ~oo Cn™ A" (5.14)

Démonstration. Nous avons

E(NY,|] = EE[VY,|[X1,X,]]
= E[E[N||X1]E[Ya]|Xn]] < oo
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Par la méme décomposition, nous avons :

2
E[VY, - E[V1]E[Y,] = Zp,ﬁ’l‘)mkmz(mek)
Kl k
_ Z( (n) _ )
= Py TET ) MMy
k,l

Le théoréme de Perron-Frobenius [23] permet d’avoir une description précise de la vitesse de
décroissance de la covariance. En effet, si la matrice de transition A est irréductible et apériodique,

nous avons

A" =17 + O(n™~1A™)

avec A la valeur absolue de la seconde plus grande valeur propre de A (de module strictement plus
petit que 1) et m sa multiplicité algébrique?. Par conséquent,

Yk, 1, pyy) = mem + O(n™ I

et donc cov(Y1,Y,,) = (Zkl mkml) x O(nm=1\m),

Le modéle CMCa-BI donne donc peu de moyens de reproduire des corrélations complexes qui
peuvent exister dans les observations que nous souhaitons segmenter. Un inconvénient majeur
des modéles CMCa-BI apparait en particulier lorsque les lois d’émission sont de moyennes nulles :
I'eq. (5.13) implique que la fonction d’autocovariance est nulle®. En particulier, la modélisation par
CMCa-BI et SIRV centrées des signaux radar impliquent que les observations soient décorrélées,
or c’est une hypothése mise en défaut sur les données réelles [152, 151]. La modélisation par CMCa

permet de pallier ce défaut comme le montre ’expression de la covariance.

Propriété 5.2.2. Covariance des CMCa

’

Soit (X,Y) une CMCa stationnaire, telle que la loi stationnaire de X soit m = (m1,...,7K) .
Nous supposons que Vk, E[|Y1]||X1] < oo, avec E[Y1|X1 =k] = my, et les copules c; sont
continues. Alors la covariance eziste, et nous avons

¥n > 2, cou(Y1,Yy) = > pi oo (Y1, Ya) + Y (p,g’;) - ﬂkm) mymy (5.15)
k.l k.l
ot cov (Y1,Y,,) est la covariance de Y1,Y,, conditionnellement ¢ X1 =k, X,, = L.

Démonstration. Comme nous avons Vk, E[|Y1]|X1 = k] < oo, et que les copules ¢y, sont continues
donc bornées sur [0, 1]2, ceci assure que E [|Y1Y,,|] < co. La covariance se décompose alors en deux

termes

?i.e. le nombre de fois que \ est racine du polynéme caractéristique de A.
3La formule (5.13) est encore valide pour des observations vectorielles.
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cov(Y1,Y,) = E[WY,]—EMW]E[Y,]
= S P EMY, X =k X, =1] = Y memmgmy
k,l k,l

Nous réécrivons cette derniére expression sous la forme de 'eq. (5.15) en faisant apparaitre le
terme Y, pg)mkml.
O

La covariance d’'une CMCa est la somme de la covariance créée par le processus caché (égale
a la variance dans le cas CMCa-BI), et de la covariance conditionnelle des observations. Cette
deuxiéme contribution est d’expression complexe et il n’est pas possible d’en déduire une expression
analytique, ni méme une expression asymptotique de la covariance, comme dans les CMCa-BI.

Nous apporterons une réponse partielle & cette question dans la section suivante.

5.2.2 Quelques remarques sur la dépendance des processus stationnaires

Nous introduisons tout d’abord les différents concepts de mélangeance utilisés en statistique
pour étudier les propriétés des processus stationnaires. Les coefficients de mélangeance sont définis
de maniére “abstraite” entre deux tribus. Soit (2, .4, P) un espace probabilisé et F et G deux sous-

tribus de .A. Nous définissons alors les coefficients de a-mélange, 3-mélange et ¢-mélange par

a(F,G) = sup |P(ANB)— P(A)P(B)|

AcF,BeG
B(F.G) = E|sup[P(A4) = P(AIG) (5.16)
¢F.9) = sup |P(A) = P(A[B)|

A€eF,BeG/P(B)>0

Ces 3 coeflicients de mélangeance sont liés par I’inégalité suivante
20<B<¢ (5.17)

Si nous notons de maniére générique c(F,G) les coefficients de mélangeance entre deux tribus
définies par les équations (5.16), nous pouvons définir les coefficients de mélangeance d’un processus

stationnaire Y = (Y,,)nez par

Vk>1, ey = C(U ((Yn)ngo) O ((Yn)nzk))

Nous pouvons donc associer 4 Y les suites de coefficients de mélangeance (cvn)n>1, (Bn)n>1, (Pn)n>1
en considérant les tribus des “événements passé et futur”. Le processus Y est alors appelé a-
mélangeant (ou fortement mélangeant), S-mélangeant ou ¢-mélangeant si la suite des coefficients
correspondants tend vers 0 : limy_,o ¢,y = 0. Par les inégalités de ’eq. (5.17), la ¢-mélangeance
implique la B-mélangeance, qui implique la mélangeance forte. Ces coeflicients, selon leur vitesse
de décroissance vers 0, permettent d’identifier les cas pour lesquelles nous avons toujours une loi

forte des grands nombres, un théoréme limite central,...[62].
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Ces coefficients sont importants parce qu’ils permettent de controler, entre autres, le compor-
tement asymptotique des autocovariances d’un processus, grace aux inégalités suivantes.

Lemme 5.2.1. Inégalité de Davydov
Soient U, V' deuz variables aléatoires réelles, tel que U € LP(P), V € L1(P). Soient p,q,r > 0,

tels que % + % +1i=1eta=a(o(U),o(V)). Nous avons alors

cov(U, V) < 2r 2a)" UL, IV, (5.18)

Lemme 5.2.2. Inégalité d’Ibragimov
Soient U, V deux variables aléatoires réelles, tel que U € LP(P), V € Li(P). Soient p,q > 0,
tels que % + % =1, etp=0¢(c(U),0(V)) nous avons alors

cou(U, V) < 207 |U||, V], (5.19)

Nous renvoyons a [62] pour une présentation des propriétés de dépendance dans les processus
stationnaires, et aux résultats asymptotiques qui leur sont associés. Nous redémontrons ci-dessous
la propriété “d’hérédité” de la mélangeance, qui montre qu’une fonction déterministe ne peut pas
augmenter la dépendance entre deux tribus.

Théoréme 5.2.1. Soient U, V deux variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé,
frg : (R,B(R)) — (R,B(R)) deuz fonctions mesurables et U = f(U),V = g(V). Nous avons
alors :

()

’ ’

c(o(U ), o(V')) <e(a(U), a(V)) (5.20)

(ii) Les coefficients de mélangeance ne dépendent que de la copule Cyy du couple (U, V)

(iii) Soit Z est un processus stationnaire de coefficients de mélangeance (¢ z)i>1 et le processus
Y = (f(Zn))nez 0t [ est une application mesurable. Alors nous avons

VkE>1, ey <crz

Démonstration. Ces résultats sont une conséquence directe de la propriété de base des tribus :
si f est une application mesurable, alors o(f(U)) C o(U). L’inégalité (5.20) découle alors de
la définition des coefficients de mélangeance. Par exemple, pour le coefficient «, si nous notons
oU)=F,oU)=F et o(V)=G, (V') =G, il est clair que

sup |P(ANB)—-P(A)P(B)|< sup |P(ANB)— P(A)P(B)|
AcF' ,Beg’ AeF,BegG
Dans le cas ou les applications f et g sont bijectives, ayant les inégalités dans les deux sens,
nous avons donc égalité des coefficients de mélangeance ¢(o(U'), o(V')) = ¢(o(U), o(V)). En
particulier, si nous prenons pour f et g les fonctions de répartition de U et V (notées respecti-
vement Fy et Fy), nous en déduisons que les coefficients de mélangeance sont égaux & ceux de
Fy(U), Fy(V) et donc ne dépendent que de la copule de (U, V).
L’extension de inégalité (5.20) aux processus repose sur le méme argument que dans le cas
bivarié.
O
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Ce théoréme permet de déduire la structure de dépendance des chaines de Markov partiellement
observées de celle du processus complet. Si Y est une chaine de Markov partiellement observée, il
existe Z chaine de Markov et une fonction mesurable f telles que

n, Y, = f(Zn)

Dans le cas des chaines couples et triplets, la fonction f est ’application coordonnée sur I’es-
pace ). Sous des conditions assez générales (stationnarité et Harris-récurrence, voir annexe C),
les chaines de Markov sont ergodiques et G-mélangeantes. Sous ces conditions sur Z, les chaines
de Markov partiellement observées (et en particulier les CMCa) sont elles aussi ergodiques et (-
mélangeantes. De plus, nous connaissons un majorant de la vitesse de décroissance, ce qui nous
permet de connaitre grace aux inégalités (5.17) et (5.18) la vitesse de décroissance de la fonction
d’autocovariance. Par exemple, si Z est géométriquement ergodique (avec une décroissance ex-
ponentielle du coefficient 3,,, ce qui est une propriété vérifiée par les modéles PARCM sous les
hypothéses de Douc et al., [59]), nous pouvons affirmer la covariance décroit exponentiellement
dés que Y, € L€ avec € > 0. Si la chaine de Markov est uniformément géométriquement ergo-
dique (ce qui correspond & la décroissance exponentielle des ¢,,), nous avons encore décroissance
exponentielle de la covariance, avec des contraintes moins fortes sur I'existence de moments grace

4 ’inégalité d’Ibragimov. Nous tirons de ces remarques deux conclusions :

— La vitesse de décroissance de la dépendance des CMCa (et notamment de la covariance)
peut étre obtenue par la connaissance des propriétés du processus markovien complet, plus
facile & étudier [62].

— La modélisation par CMCa des processus de mélanges stationnaires semble plus adaptée aux
processus dont la dépendance décroit rapidement. En effet, comme nous ne modélisons direc-
tement que les densités p(yn, Yn+1), les densités d’ordre supérieure p(yn, Yn+2), - - - s D(Yn, Yn+p)
ne sont que des conséquences de I’hypothése “processus markovien partiellement observé”.
Un modéle CMCa tel que sa dépendance soit & décroissance rapide a donc des densités
P(Yn, Ynt+p) qui convergent vers rapidement vers p(y,)p(Yn+p), ce qui permet de ne faire
appel qu’a des hypothéses déja formulées sur le processus (i-e. la loi de la marginale), et
donc limite les risques de mauvaises adéquations aux données. Ceci peut consister en un test
de cohérence du modéle par rapport aux données. Si nous voulons modéliser et segmenter
des processus & dépendance longue, il semble préférable d’en faire ’hypothése explicitement,
par exemple par ’emploi de chaines couple ou triplet partiellement markoviennes (voir [130]
pour la segmentation des processus & mémoire longue).

5.3 Algorithme d’estimation

Nous abordons dans cette section ’estimation d’'une CMCa scalaire, selon le modéle décrit dans
la section 5.1.2.1. Nous rappelons briévement ’application de la méthode “Inference For Margins”
pour l'estimation d’une chaine de Markov stationnaire Y = (Y},),>1 spécifiée par une copule.
Comme dans la section 4.3, nous en déduisons un estimateur ECI pour CMCa et pour lesquelles

nous pouvons avoir des formules explicites.



5.3. ALGORITHME D’ESTIMATION 117

5.3.1 Estimation des chaines de Markov avec copules

Soit une chaine de Markov Y = (Y,,),,>1 réelle et stationnaire, telle que sa loi stationnaire et
la copule de (Y7,Y>) admettent respectivement des densités fp,0 € © (de f.d.r Fy) et ¢,,n € Y. Si

v = (y1,.-.,yn) est un échantillon, sa log-vraisemblance s’écrit :
N N
L(0,7) = log (fo(yi)) + > _log (cy(Fo(yi1), Fo(y:))) (5.21)
i=1 i=2

Le calcul de TEMYV nécessite la résolution des équations normales suivantes

SN Velog fo(y:) + SN Ve log (e (Fo(yi-1), Fo(y:))) = 0
(5.22)

SN, Vi log (eq(Fp(yi-1), Fo(ys))) =0

Comme nous ’avons déja vu dans la section 4.3, les équations normales ne permettent pas d’obtenir
d’expression analytique pour le maximum de vraisemblance, et des procédures d’optimisation

numérique sont nécessaires pour résoudre ce systéme.

Les méthodes d’estimation en deux étapes IFM et omnibus (voir section 4.3.2) présentées dans
le cas multivariée s’appliquent encore (voir [41] pour une application d’omnibus & ’estimation
semi-paramétrique d’une chaine de Markov). La méthode IFM consiste en la résolution du systéme

suivant

SN Volog fo(ys) -0
(5.23)

N
2o Viplog (e (Fo(yi-1), Fo(yi))) = 0

pour lequelle nous obtenons plus facilement une solution analytique, ou pour lequel les optimi-

sations numériques sont plus simples et performantes. Ce systéme correspond alors & la fonction

estimante Grpa(0,n) = (V@E;n Vnﬁl) , oll nous avons noté L,, pour la log-vraisemblance de

la marginale.

5.3.2 Estimation des CMCa avec copules

A partir des développements sur la projection des fonctions estimantes (section 3.5), nous pro-
posons une nouvelle procédure d’estimation des paramétres d’un modéle CMCa. La log-vraisemblance

compléte du modéle (décrit dans la partie 5.1.2.1) s’écrit

N,K N,K,K

Le(¢) =logp(x, A) + Y 1i(w:)log f(yi, bk) +

Lk, wig1) log ey, (F (yi, Ok), F(yiv1,01))
k=1 ikl=1

Nous introduisons alors la log-vraisemblance marginale du processus (Z,)1<n<n définie par
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N
Lc,m = Zlog(p(zh (b))
= > Lulwi) log (me f (yi, 0n))

ik

et la fonction estimante

—( vaL (v L ) (v L’.) ) :
g ((,¥),0) = ( VaLe (Volem) o (Vo) o (5.24)

Nous proposons d’estimer les paramétres de la CMCa en résolvant 1’équation définie par la pro-

jection de la fonction estimante grpm, i.e.

Grrm (Y, ¢) = Ey [girm (%, Y), @) |y ] (5.25)

Nous utilisons ’algorithme ECI pour la recherche des racines de ’équation Girm (y, ¢) = 0, ce qui
donne les formules de ré-estimations implicites suivantes pour les parameétres des lois d’émission

et des copules

9,&"“) tel que Zfil WEZ)V% log f(yi,0x) =0
pourl <k, l <K,
77](C7+1) tel que Zz]\;1 Pgn) (k, DV, log ey, (£ (yi 9](€n+1)), F(yis1, el(n+1))) =0
(5.26)
La version stochastique de ECI-IFM consiste en la résolution avec données complétées de
léquation (5.24), ce qui donne les mémes formules de mises & jour que ’eq. (5.23) mais pour chaque
classe k et chaque couple de classes (k, ). Nous pouvons finalement réinterpréter la procédure IFM-
ECI de la maniére suivante :

1. Calculer les paramétres A,,+1 et 6,11 comme pour une CMCa-BI
2. Calculer les mises & jour des f.d.r des lois d’émission

3. Calculer 7,41 comme étant 'EMV des copules, basé sur les données mises a jour (F (Yis G,E"H))) i
1<i,k<N,K

5.3.3 Expérimentations

Nous illustrons dans cette section I’influence de la dépendance conditionnelle pour les CMCa
dans les phases d’estimation et de segmentation des mélanges stationnaires. Ceci nous permet de
mettre en évidence I'intérét de la prise en compte de la dépendance entre les observations pour

— Destimation du mélange Zszl 7% f (Yi, Ok),

— Destimation de ’autocovariance du processus observé Y,

— le taux d’erreur en segmentation non-supervisée.

Nous illustrons sur des données radar réelles, le comportement des algorithmes de segmentation
par CMCa-BI et CMCa, avec copules.
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5.3.3.1 Estimation et modélisation de la dépendance

Nous montrons tout d’abord & l'aide de quelques exemples que les CMCa-BI reproduisent mal
la loi du processus observé Y, lorsque nous avons une dépendance conditionnelle. Nous traitons
pour cela 3 exemples : nous simulons dans le premier cas une CMCa & deux classes dont les
lois d’émission sont des lois gamma, et telles que la dépendance conditionnelle soit portée par
une copule gaussienne. Dans le deuxiéme et le troisiéme cas, il s’agit de mélange stationnaire
dont nous ne connaissons pas la loi, mais dont nous sommes strs qu’il ne s’agit ni d’'une CMCa-
BI ni d’une CMCa : il s’agit d’un champ de Markov caché, dont les observations sont corrélées
conditionnellement aux classes.

Pour mettre en évidence la qualité de ’estimation la loi du processus, nous utilisons les fonctions
d’autocovariance et d’autocorrélation, mais aussi les coefficients de Kendall et de Spearman (voir
4.3.1) comme indicateur de la dépendance de Y. L’avantage de ces deux derniéres mesures de
dépendance est de ne dépendre que de la copule, contrairement & ’autocorrélation. Leur examen
nous permet de séparer la qualité de ’estimation du mélange de la qualité de ’estimation de la

dépendance.
L’exemple 1 est une CMCa & deux classes telles que les lois d’émission soient des lois gamma,
0,8 0,2
~v(1,1) et v(3,2). La matrice de transition de la chaine de Markov X est A = 02 08| es

dépendances conditionnelles sont représentées par des copules gaussiennes pour toutes les classes
indexées par le coefficient de corrélation py, k,I = 1,2. Nous supposons que p11 = p22 = 0,8
et que p12 = po1 = 0. Cette derniére hypothése signifie que les observations sont indépendantes
conditionnellement aux états lorsque les états sont différents (ce qui correspond aux zones fron-
tiéres).

Nous simulons une chaine de longeur N = 1000, et nous la restaurons de maniére non-supervisée
par une CMCa-BI et une CMCa, en utilisant un algorithme IFM-ECT (équivalent & algorithme
EM dans le cas CMCa-BI). Nous déduisons des paramétres estimés les fonctions de dépendance
théoriques pour les modéles CMCa et CMCa-BI4.

Il apparait dans les quatre graphes de la figure 5.1 que les données issues du modéle CMCa
sont bien estimées dans le modéle CMCa : précisément le tau de Kendall et le rtho de Spearman
sont trés bien restituées sur les 9 premiers décalages. Par contre, le modéle CMCa-BI ne permet
pas de restituer convenablement la dépendance pour les 3 premiers décalages correspondant aux
lois p(y1,v2), p(y1,y3) et p(y1,y4) (en ce qui concerne le rho de Spearman). Celle-ci décroit trés
rapidement avant de trouver la courbe asymptotique (& décroissance exponentielle) des données
réelles (de méme que la courbe théorique du processus CMCa étudié).

Les deuxiéme et troisiéme exemples auxquelles nous nous intéressons sont des mélanges sta-
tionnaires qui ne sont pas des processus CMCa. Il s’agit de champ de Markov & bruit corrélé :
nous générons tout d’abord € = (€5)ses une champ de markov gaussien (de type moyennes mo-
biles) de telle sorte que nous puissions connaitre la loi marginale (loi normale centrée réduite).
Par application de la fonction de répartition ¢, nous obtenons alors une réalisation u = (us)ses

d’une copule gaussienne de type markovien. Nous pouvons générer alors un mélange stationnaire

4Dans le cas CMCa, la formule (5.15) n’est pas facilement calculable et la fonction théorique est obtenue par
simulation et calcul empirique sur une chaine de longueur 10000.
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(c) Tau de Kendall, (Tn)1<n<n (d) Rho de Spearman (pn)1<n<9

Fi1c. 5.1 — Estimation de la dépendance de la réalisation d’'une CMCa & 2 classes et marges
gamma (Exemple 1)

— : dépendance empirique (estimée sur ’échantillon ), —— :dépendance théorique par CMCa-BI,
x — * :dépendance théorique par CMCa

en appliquant la fonction de répartition inverse F(;kl , ou l'étiquette k est déterminée par un me-
sure de Gibbs & K classes, aux 4 plus proches voisins. La densité de ce champ est proportionnelle
A exp (a Z<S7t> xszt), ol Z(s,t) désigne la somme sur l’ensemble des sites qui sont voisins. Le
paramétre « est la force de la dépendance entre deux sites, et vaut 2 dans les simulations.

Le champ y = (ys)ses ainsi obtenu est alors transformé en chaine par un parcours de Peano :
la chaine obtenue n’est pas markovienne (elle est de plus & dépendance longue portée de par la
forme du parcours) mais nous connaissons sa loi stationnaire qui est le mélange Zszl T Fo, ().

Nous considérons alors deux cas, pour lequel nous avons :

Exemple 2 2 classes avec des lois gamma (1, 1) et v(3,2) (voir figure 5.2)
Exemple 3 3 classes avec des lois normales N(0;0,5), N(0;1),N(0;2) (voir figure 5.4)

Ainsi ni le modéle CMCa-BI, ni le modéle CMCa ne sont adaptés pour décrire ces données (en
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raison des hypothéses de markovianité du processus X mais aussi du processus joint Z).

Lorsque nous tragons les fonctions de dépendance estimées théoriquement et les fonctions de
dépendance empiriques (voir figures 5.3 et 5.5), nous constatons que la dépendance longue des
observations est mal reproduite par les CMCa (qui ont ici une décroissance de type exponentielle,
voir section 5.2) qui la sous-estime.

Cependant dans les 2 champs traités, il apparait que le modéle CMCa avec copules réussit a
estimer correctement I’autocorrélation jusqu’a ’ordre 2 (voire 3), mais aussi les taux de Kendall et
Rho de Spearman de p(y1, y2),p(y1,y3) et dans une moindre mesure celles de p(y1,y4). Il apparait
alors que le modele CMCa estimé induit une décroissance exponentielle de la dépendance, ce qui
donne un écart important avec les données pour les lois d’ordre supérieure p(y1, yi+p) avec p > 4.
Le modéle CMCa-BI reproduit mal cette dépendance, qui décroit trés fortement dés le premier

décalage, et reste & un niveau trés bas.

(a) vérité terrain (b) champ observé

(c) segmentation par CMCa-BI (d) Segmentation par CMCa

F1G. 5.2 — Champ couple & 2 classes et marges gamma (Exemple 2)

L’étude du champ & 3 classes permet de montrer que l’estimation des marges est biaisée par
I’estimation de la dépendance. En effet, les 3 classes sont de moyennes nulles, ce qui impliquent
qu’une estimation non-biaisée des paramétres par CMCa-BI donne une fonction d’autocovariance

nulle par la formule (5.13). Or celles-ci sont strictement positives, et ’examen des paramétres
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(a) Fonction d’autocovariance (R(n))1<n<s0
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(c) Tau de Kendall, (Tn)1<n<9

(d) Rho de Spearman, (fn)i1<n<9

Fic. 5.3 — Estimation de la dépendance d’un mélange stationnaire & 2 classes et marges gamma
(Exemple 2)

— :dépendance empirique (estimée sur 1’échantillon ), —— : dépendance théorique par CMCa-BI,
x — * :dépendance théorique par CMCa,

estimés pour les lois d’émission (cf. tableau 5.1), montre que 'estimation des moyennes est biaisée
afin de reproduire la structure de dépendance des données. Nous remarquons que le modéle CMCa,
avec copule estime convenablement les paramétres de la loi d’émission, et que le modéle reproduit
une partie de la corrélation des données en estimant des paramétres de copules non-nulles (corres-
pondant au second terme de droite de I’eq. (5.15)), égaux & p11 = 0,6 , paa = 0,57 et p33 = 0, 69.
Les autres paramétres des copules sont forcés & étre égaux & 0, pour éviter une trés forte variance

(et des instabilités numeériques) dues au faible nombre d’observations (y,, yn+1) pour estimer la
copule correspondant aux états (X,, = k, X,,41 =) lorsque k # [.

5.3.3.2 Estimation des paramétres

Nous reprenons ici les résultats de D’article [28], dans lequel nous nous sommes intéressés a

lestimation des paramétres et & la segmentation non-supervisée par CMCa, selon la force de la
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(a) Vérité terrain (b) Champ observé

(c) champ restauré par CMCa-BI (d) Champ restauré par CMCa (et copules)

F1G. 5.4 — Champ couple & 3 classes et marges gaussiennes centrées (Exemple 3)

dépendance (conditionnellement aux états). Nous prenons comme exemple une CMCa & deux
0,8 0,2 ,
classes et lois d’émission gamma, dont la matrice de transition A = 02 08| La premiére
b )
classe suit une loi de type v(1;0,5) et la seconde classe est une loi de type v(2;1). La dépendance
conditionnelle, modélisée par une copule gaussienne, est telle que le coefficient de corrélation soit
nul pour (X; = k, X5 = 1) lorsque k # [. Lorsque les classes sont identiques, le paramétre de la
copule p peut varier entre 0 et 0,8. Les résultats des procédures d’estimation sont obtenues par

simulation Monte Carlo, pour des séries de longeur N = 1000 et a été répété 100 fois.

Il apparait que la dépendance a tendance & augmenter le taux d’erreur, mais que celui-ci se
stabilise rapidement (pour p > 0,5). Les procédures de segmentation supervisée donnent des résul-
tats proches tant que la dépendance n’est pas trés forte (voir tableau 5.2) mais il est notable que la
négligence de la dépendance conditionnelle dans les CMCa a tendance a dégrader les performances.
Cependant cet écart important entre les 2 modéles est moindre lorsque nous comparons les taux
d’erreur en mode non-supervisée. Dans ce contexte, il apparait clairement que ’estimation des

paramétres entraine des erreurs importante qui ne permette plus d’avoir une telle différence entre
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(a) Fonction d’autocovariance (R(n))1<n<s0
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(c) Tau de Kendall (Tn)1<n<g

(d) Rho de Spearman (pn)i<n<o

Fic. 5.5 — Estimation de la dépendance d’un mélange stationnaire de type champ couple & 3
classes et marges gaussiennes (Exemple 3)

— :dépendance empirique (estimée sur 1’échantillon ), —— : dépendance théorique par CMCa-BI,
x — * :dépendance théorique par CMCa,

les modéles CMCa et CMCa-BI. Tout d’abord en raison d’un plus grand nombre de paramétres
pour les CMCa que pour les CMCa-BI, nous avons une plus grande variance des estimateurs (voir
tableau 5.4) ce qui donne des performances moins bonnes pour la segmentation non-supervisée.

Cependant lorsque la dépendance est forte (p > 0,5), le vrai modéle CMCa devient meilleur que
le modéle CMCa-BI.

Si nous comparons les racines carrés des écarts quadratiques moyens des estimateurs, incor-
porant ainsi le biais de I’estimateur, nous constatons que ceux ci sont beaucoup plus importants
pour les CMCa-BI que pour les CMCa dés que p = 0,4 (pour les paramétres de la classe 2), voir
tableau 5.5. Comme nous ’avons déja observé dans la section précédente au sujet du mélange de
3 lois normales centrées (cf. tableau 5.1), nous avons une estimation biaisée des paramétres de la
loi stationnaire lorsque nous avons une dépendance conditionnelle.
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| Classe | CMCa-BI | CMCa |
mo| o2 | m | o2

i 0 056 -001] 05
2 | 1,73 | 1,83 | 0,05 | 1,92
3 [ 177 [ 1,83 0,25 | 3,25

TAB. 5.1 — Parametres estimés des marges gaussiennes (exemple 3)

| p | CMCa-BI | CMCa |

0 134
0,2 15,8 15,6
04 17,7 16,8
0,6 19,5 17,5
0,8 22 17,5

TAB. 5.2 — Taux d’erreur supervisée en fonction de la corrélation

Nous nous intéressons maintenant 4 un mélange stationnaire obtenu & partir d’un champ de
Markov stationnaire obtenue de maniére similaire & I’exemple 2, que nous appelons exemple 4.
Nous ajoutons par rapport a ’exemple 2 une troisiéme classe dont la loi d’émission est v(2,1)
(tout en conservant le méme parameétre « pour le champ markovien des classes). Dans ce cas-1a,
nous obtenons alors les résultats du tableau 5.6. Le modéle CMCa permet d’estimer correctement
les paramétres des marges, alors que le modéle CMCa-BI fournit une estimation biaisée des para-
métres d’émission. Pour la segmentation non-supervisée, nous obtenons alors un taux d’erreur de
15,4 % dans le cas CMCa, contre 22,9% dans le cas CMCa-BI, voir figure 5.6.

5.3.3.3 Segmentation de données réelles

Nous segmentons des données réelles issus d’un radar & impulsions Doppler émettant en bande
X (i-e. un domaine de fréquence de 8-12 GHz, soit une longueur d’onde de 1’ordre de 5 c¢cm, voir
section 6.1). Le signal est constitué de 256 cases distances (observations), et chaque observation
Yn = (y},...,yl0) est un vecteur complexe de dimension 16 (i.e. la rafale contient 16 récurrences).
Nous faisons une cartographie de la radiale en exploitant uniquement ’information de réflectivité
et nous calculons 'amplitude moyenne recue en chaque case A, = & 3, | |y*| pour une émission
et une réception horizontale en polarimétrie. Le signal regu est présenté dans la figure (5.7). Nous
connaissons la vérité terrain pour cette rafale, et celle-ci est caractérisée par la variabilité physique
du sol (dont nous donnons la composition dans le tableau (5.7)), mais aussi par les conditions
météorologiques. Nous avons sur cette rafale deux fouillis de pluie (avec des vitesses radiale entre
-5 et -12 m/s), qui sont étendus et possédent une forte réflectivité. La position de ces deux fouillis
est indiquée sur la figure (5.7), et correspond aux observations 1 & 131 et 241 & 256 (la localisation
des fouillis a été effectuée aprés filtrage Doppler et obtention de la carte distance-Doppler de la
rafale par une transformée de Fourier discréte sur 128 récurrences, voir le chapitre 5 et la figure
6.5). La pluie marque fortement le profil des réflectivités de la radiale, et nous avons essentiellement

trois niveaux de réponse :

forte pluie + relief ou infrastructure
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| p | CMCa-BI | CMCa |

0 144 14,8
0,2 16,3 17

04 18,7 18,9
0,6 20,4 20,4
0,8 23,6 21,8

TAB. 5.3 — Taux d’erreur non-supervisée en fonction de la corrélation

| Corrélation | CMCa-BI |  CMCa |
classe | oy oj, o4 o
0 1 0,06 | 0,06 | 0,06 | 0,09

2 |023]007] 0,23 | 0,08
02| 1 |0,08]0,08]| 0,08 |01
2 | 0270090037 | 0,12
04| 1 |0,08]0,07]| 0,09 |0,12
2 | 038009 047 | 0,14
06| 1 0,1 | 0,07 0,12 | 0,17
2 | 047009 0,53 | 0,17
08| 1 |014] 01 | 0,14 | 0,3
2 | 0,76 | 0,11 | 0,67 | 0,26

TAB. 5.4 — Ecart-type des estimateurs

moyenne pluie + habitat dispersé ou verdure ou relief

faible temps sec + verdure

Pour la segmentation de cette rafale, nous utilisons un modéle CMCa et un modéle CMCa-BI,
avec des lois d’émission «. En raison du faible nombre d’observations et de transitions, le modéle
CMCa que nous estimons est contraint & étre tel que Vk # I, c(u,v; pr1) = ¢+ : dans le cas des

copules gaussiennes, ceci se traduit par la condition Vk # [, pg; = 0.

Par minimisation du critére BIC (voir section 3.3.2), nous déterminons le nombre de classes
pour les modéles CMCa et CMCa-BI (en faisant varier de 2 & 5 classes) : nous sélectionnons un
modeéle CMCa & 3 classes et un modéle CMCa-BI & 4 classes, voir tableau (5.8). Comme nous
I’avons indiqué dans la section 3.3.2, le critére BIC? pénalise plus la complexité que le critére AIC
et a tendance & sélectionner des modéles plus parcimonieux (le critére AIC sélectionne un modéle
a b classes pour CMCa et CMCa-BI). Nous pouvons constater que le terme de pénalisation croit
suffisament rapidement avec les données pour avoir un critére convexe a minimiser (ce qui n’est pas
le cas de AIC qui oscille pour le modéle CMCa). De plus, les critéres AIC et BIC font préférer le
modéle CMCa au modéle CMCa-BI, ce qui constitue un élément supplémentaire pour une meilleure

adéquation aux données par la prise en compte d’une dépendance conditionnelle (au moyen de

5Nous avons vu que le critére BIC, et de maniére générale les critéres de vraisemblance pénalisée sous certaines
conditions, permettent de sélectionner le bon nombre de classes dans un modéle CMCa si celui-ci est S-mélangeant
(voir remarque 3.3.1). Nous n’utilisons pas ici PEMV dans le calcul de la vraisemblance pénalisée, mais I’estimateur
de la projection de la fonction estimante IFM, en considérant qu’ils sont assez proches I’un de I’autre pour que cette
approximation suffise & sélectionner le nombre de classes.
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| Corrélation | CMCa-BI | CMCa |
classe | MSE(a) | MSE(b) | MSE(a) | MSE(b)

0 1 0,045 0,045 0,0046 0,009
2 0,051 | 0,006 | 0054 | 0,007
0,2 1 0,0075 0,007 0,0075 0,013
2 0,14 | 0012 | 015 | 0,014
04 1 0,0134 0,008 0,083 0,015
2 037 | 0026 | 025 0,02
0,6 1 0,025 0,014 0,014 0,033
) 0,64 0,04 0,32 0,03

0,8 1 0,05 0,026 0,02 0,1
2 166 | 0,073 | 0,46 0,07

TaB. 5.5 — Racine carrée des écarts quadratiques moyens

| Classe | CMCa-BI | CMCa |
a b a b

T [ 1,01 | 035008048
2.6 0,77 | 1,00 | 0,97
3 445 1,46 3 | 1,9

TAB. 5.6 — Paramétres estimées pour les marges gamma dans le champ 3

la copule gaussienne). Ceci est confirmé par la comparaison des lois stationnaires théoriques des
CMCa et et CMCa-BI avec la loi stationnaire des données, voir figure (5.8) ainsi que par la
structure de dépendance estimée voir figure (5.9). La densité p(y1,y2) est mieux estimée dans le
modéle CMCa que CMCa-BI. L’examen de la dépendance du processus (fonction d’autocorrélation,
tau de Kendall et rho de Spearman) montre que le modéle CMCa-BI décrit mieux la dépendance
d’ordre 2 (i.e. la loi de Y7, Y3), mais nous avons au-deld des estimations proches 'une de autre
pour les modéles CMCa-BI et CMCa (excepté pour le taux de Kendall). Les estimations des
paramétres des copules sont p117 = 0,9, pao = 0,7 et p33 = 0,64, ce qui montrent un écart fort par
rapport au modéle CMCa-BI.

Pour finir les cartes obtenues pour les deux rafales sont rassemblées dans le tableau (5.9). Les
classes 1 du modéle CMCa et CMCa sont identiques et correspondent & une réflectivité faible
et & la zone sans pluie. La classe 3 du modéle CMCa et la classe 4 du modéle CMCa-BI sont

| Cases | Type |
1-57 aérodrome
58-74 carriere
77 route
80-104 vignes-cultures
104 route
104-153 | village-habitat dispersé
154-200 vignes-cultures
201-256 reliefs-hauteurs

TAB. 5.7 — Composition physique de la rafale
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(a) vérité terrain

(c) segmentation par CMCa-BI

(d) Segmentation par CMCa

Fi1G. 5.6 — Champ couple & 3 classes et marges gamma,

presque identiques (le modéle CMCa donnent des zones un peu plus étendues) et correspondent

au zone de trés forte réflectivité en raison de la pluie et d’obstacle trés réfléchissant. La différence

essentielle entre les deux modéles réside dans la segmentation de la classe des valeurs moyennes,

correspondant 3 la classe 2 du modéle CMCa et qui a été séparée en 2 classes par le modéle CMCa-

BI. Le village est séparé entre les classes 2 et 3 dans le modéle CMCa-BI alors qu’il ne ’est pas

dans le modele CMCa. Il en est de méme pour la zone de hauteur en fin de radiale (correspondant

a la zone 201-256).

En conclusion, le modéle CMCa apparait comme un modéle pertinent pour décrire le processus

des amplitudes sur les données traitées. Il permet d’une part de modéliser un environnement

| critéres | AIC | BIC |
nombre de classes | CMCa-BI | CMCa | CMCa-BI | CMCa
2 615,2 289 636,5 317,5
3 220,7 77,2 263,3 130,4
1 167,1 83,2 238 168,3
5 150,4 71,5 256,7 195.,6

TAB. 5.8 — Critére d’information pour la sélection de modéles
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Fi1c. 5.7 — Amplitudes regues sur le long de la rafale, les numéros des cases-distance sont en abscisse

F1G. 5.8 — Densité stationnaire estimée p(yy, ¢).
— :estimation de la densité par la méthode des noyaux (noyau gaussien et fenétre choisie par plug-
in), —- :densité théorique par CMCa (mélange de 3 densités gamma), —— : densité théorique par
CMCa-BI (mélange de 4 densités gamma)
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F1G. 5.9 — Structure de dépendance estimée
— :dépendance empirique (estimée sur I’échantillon), —— : dépendance théorique par CMCa-BI,

*x — * :dépendance théorique par CMCa

| Localisation | CMCa-BI | CMCa |
Classe 1 131-214, 218-226 131-214, 218-226
1-6, 13-69
Classe 2 ;;;gg iégii 78-87, 101-130
’ 215-217, 227-256
1-6, 12-72
Classe 3 78-87, 101-110 7_1828’—17(())(_)77
233-237, 255-256
7-11, 73-77
Classe 4 38.100

TaB. 5.9 — Cartes obtenues par segmentation bayésienne
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hétérogene, composé de zones aux propriétés de réflectivité trés différentes, et de tenir compte de
la corrélation de I’intensité en distance au sein des zones homogénes. La forte valeur des paramétres
des copules gaussiennes et la bonne estimation des propriétés de dépendance de p(y1,y2) sont de
fortes indications en faveur de I’existence de cette dépendance, et pour le rejet du modéle CMCa-
BI. Ce modéle de corrélation de l'intensité est trés proche d’un modéle déja été introduit par
Watts dans [152, 153] pour la modélisation de la texture d’un signal radar (voir section 4.2.1).
Watts et al. suppose que la texture est un processus ayant des marges gamma et une dépendance
markovienne modélisée par une copule gaussienne. Nous avons deux innovations par rapport &
ces travaux : nous introduisons un processus markovien caché X modélisant ’hétérogénéité de
Penvironnement, et nous estimons les parameétres du modéle ainsi que le nombre de classes (Watts

et al. V'utilise seulement pour la génération de données).

5.4 Chaines de Markov couples

L’utilisation des CMCo pour la segmentation des signaux impliquent une modification de 1’in-
terprétation de la classification. En effet, nous savons que si Z = (X,Y) est une chaine de Markov
stationnaire, sa loi est décrite par les densités p(z1,22) et p(y1,y2 |21,22). En toute généralité,
nous avons p(y1 [z1,72) # p(y1|r1) et p(yz |r1,22) # p(y2 z2), ce qui implique que les lois
d’émission classiques p(y1|z1) et p(y2|z2) ne constituent plus les “briques élémentaires” du modéle

de classification, mais sont & leur tour un mélange de lois :

Vay, p(yr|ey) = ZP($/2|$1)P(Z/1’$1J/2)
A

Voo, plyz|v2) = Y play |22)p(ye |27, 72) (5.27)
)

et nous pouvons dire finalement que la densité p(y,) est un mélange de mélange de lois. Ainsi,
I’approche du modélisateur doit évoluer car il doit formuler sa connaissance de la réalité physique
en décomposant la densité p(y; |21 ) comme le mélange de plusieurs phénoménes. 1l s’agit de tra-
duire les différences de comportement entre zones homogénes (cas ou x1 = x2) et différentes zones
frontiéres (cas ou &1 # x2). Ce raffinement peut étre handicapant car il nécessite d’avoir des infor-
mations souvent inaccessibles sur les phénoménes considérés. Alternativement, nous pouvons voir
cette approche comme une modélisation non-paramétrique des lois p(y1 |z1). Mais contrairement
4 un modéle CMCa-BI pour lequel les lois d’émission seraient représentées par un mélange de lois,
ie p(yr|z1) = Zkle Ai(21) fr(y1, 1), les poids du mélange considéré dans les CMCo dépendent
non seulement de 1’état courant, mais aussi de 1’état précédent.

Pour les CMCo, les modéles proposés seront construits a partir des densités p(y1,y2 |21, 22)
et p(z1,x2), cependant ces densités ne peuvent étre choisies de maniére indépendantes 'une de
I’autre car nous devons respecter des contraintes, dues & la stationnarité du processus. Nous
explicitons alors le choix de contraintes que nous avons fait, et nous donnons alors la forme
générale des modeéles paramétriques utilisés. Une méthode d’estimation, toujours basée sur les
fonctions estimantes est proposée, et nous traitons quelques exemples.
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5.4.1 Le modéle CMCo stationnaire

Dans la mesure ot le processus Z est markovien, sa stationnarité est équivalente & 1’égalité des
densités p(y1,x1) et p(ya, x2). Ceci implique que les densités p(z1,z2) et p(y1,y2 |1, 22) doivent

vérifier

V(w,y) € X x Y, > pla, wa)pg(yle, w2) = > plar, x)pa(yler, ©) (5.28)

T2 1

Si nous choisissons librement la loi p(x1, z2), nous devons choisir des modéles pour p(y1,y2 |21, 22)
telles qu'ils soit possible de controler les marges {py(y |z1, z2)} et {pa(y|z1, z2)}, et d’assurer de
plus que ces marges vérifient la contrainte (5.28).

Pour le premier point, il est possible d’utiliser les copules pour représenter la densité jointe
(Y1, y2 |x1, z2) (dont nous notons la densité de copule ¢, ,) si nous nous restreignons au cas des

observations réelles. Pour le deuxiéme point, nous supposons que nous avons

Vy eV, V1, (5.29)

p(k, 1) =p(l k)
Sous ces hypothéses de symétrie, la contrainte (5.28) est donc toujours vérifiee. Nous supposons
alors que les marginales py(y |k,!) appartiennent aux modéles {f(y,0k), 6k € O} et que les ¢y
appartiennent aux modéles {c,,,(-,-), 7w € T}. Nous considérons donc des CMCo stationnaires
paramétrées par une matrice de probabilités jointes symétriques P = (pg;) € RE* X les paramétres
des marges gauches 0 = (0y;) € OK*K et les paramétres des copules n = () € TE*EK. Nous
notons ¢ = (P,0,n) € . La loi de Z; s’écrit donc

p(1,8) =Y Dy F(1,0,,,0) (5.30)
et la loi jointe de (71, Z2) a pour expression

p(Zl, 22 ¢) = pmlmzf(yla emlmz)f(y% 912961)6773:1:2 (F(ylv 91112)7 F(yQa 9962961)) (531)

Remarque 5.4.1. Nous utiliserons pour les marginales des modéles paramétriques simples tels que
des lois gaussiennes ou gamma (avec © de petites dimensions), mais qui permettent de reproduire

des lois complezes pour les lois d’émission p(y1|z1).

5.4.2 Estimation des modéles couples
5.4.2.1 Estimation avec données complétes

De maniére similaire aux CMCa, nous proposons une fonction estimante pour estimer les
paramétres du modéle complet. Afin d’obtenir des formules d’estimation simple, nous construisons
la fonction estimante de sorte que les estimations des paramétres P, 0 et ) soient découplées : ainsi
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nous n’avons pas & envisager des méthodes numériques de recherche de racines dans des espaces
de grande dimension. Nous notons L.(¢) = logp(z, ¢) pour la log-vraisemblance du processus
complet (définie & partir de (5.31)). La fonction G que nous utilisons est

G:2Z2V%xd — ¢
(Z,QZS) — (Gl(Z,P) GQ(Z7P70)7G3(25P50577))

oll nous avons

Gy (Z, P) = P-—- ﬁ
Go(2,P,0) = Vlem, (5.32)
G3(Z5Pa9an) = VnLc

P est Destimateur empirique symétrisé de la matrice de probabilités jointes

N—-1
Vk,l, Py = Z 1kl JSZ,:L'ZJrl +11k($1,$1+1)) (533)
=1

Le,m, est la log-vraisemblance de la marginale gauche (m,) de la loi jointe (Y1,Y3, X1, X»), c’est
& dire de la loi de (Y7, X1, X3). Nous avons donc L ;,, = Zivkll(zlf Lo (2, xiv1) log (pri f (yis Or1)),
et la fonction estimante correspondante est alors

N
Ga(z, P,0) (Zm i, is1) Vo, logf(yz,9k1)> (5.34)
1<k, I<K

=1

Enfin la fonction estimante G5 vaut

Gs (Z P9, "7 (Z 1kl xlaxl"rl)v"]lcl 1Ogc’ﬂkz( (yiaekl)vF(yi-‘rlaelk))) (5-35)

i=1 1<k,I<K

La fonction G est une modification de la fonction estimante IFM, qui permet d’avoir une estimation
séquentielle des paramétres P, © puis 7. Cependant par définition de G, G2, G3, nous avons
toujours E {é(z, P, 9777)} —0.

Remarque 5.4.2. La résolution de l’équation é(qﬁ) = 0 peut se voir comme un “pivot de Gauss”

pour résoudre le systéme V L (¢) = 0 correspondant au mazimum de vraisemblance.

5.4.2.2 Estimation avec données incomplétes

Lorsque nous n’observons que le processus Y, nous utilisons alors la fonction estimante ¢
obtenue par projection de G (@)

9(y,) = By |G(Z.9) ly |

Pour déterminer une racine de I’équation, nous utilisons I’algorithme ECI, ce qui donne les formules

suivantes de mises & jour des paramétres sont
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n+1 N-—1 n n
it = T it (PE 'k, 1) + p )(l,k;))
VR L 0T telque SN pi™ (k1) Vo, f (i Okt) = 0 (5.36)
771(@7+1) tel que vazl pz('n)(kv l)vmzcnkl(F(yiv 9,(67+1)), F(yiJrlv ol(lzl+1))) =0

Nous pouvons aussi proposer une version stochastique de 'algorithme ECI en simulant selon la
loi a posteriori le processus X, et en résolvant directement le systéme é((x7 y),$) = 0. Dans ce
cas 13, l'intérét pratique de cet algorithme apparait clairement : outre la simplicité des calculs
impliqués pour obtenir le systéme & résoudre (nous n’avons pas besoin de calculer les dérivées
Vep(y1, y2 |1, 22, ¢ )), nous avons aussi une propriété de modularité de I’algorithme. Il est possible
d’utiliser les formules (et donc les programmes déja écrits) du maximum de vraisemblance dans
le cas d’une seule classe. De plus le changement de modéle paramétrique pour une marge ou une
copule ne vient pas modifier le systéme & résoudre pour les autres paramétres.

5.4.3 Expérimentations

Nous montrons un exemple de segmentation de chaines couples, et comparons les perfor-
mances de segmentation entre modéle CMCa et modéle CMCo. Nous simulons une chaine CMCo
a deux états, tels que pg(y|1,1) soit une loi v(3;3), pa(y|1,2) soit une loi v(2;2,5). Les distri-
butions marginales pg(y|2,1) et pa(y|2,2) sont respectivement des lois de Weibull® W (1,2) et
W(1,1). Nous supposons de plus que la matrice de probabilités jointes du processus caché est
. l 0,4 0,15

0,15 0,4
ment l’intensité de la dépendance en modifiant les paramétres des copules. Nous comparons alors

, et que les copules sont gaussiennes. Nous faisons varier comme précédem-

sur deux configurations les performances en segmentation non-supervisée des CMCo et des CMCa
(N =500) :

cas 1 p11 =pa2=0,1¢et p12a =p21 =0,5

cas 2 P11 = P22 :O,5 et P12 = P21 = 0,8

Il est délicat de comparer les modéles CMCa et CMCo parce que nous ne pouvons pas comparer
la loi de Y,, dans I'un et ’autre modéle. Cependant, nous proposons pour le modéle CMCa une
loi v pour la classe 1, et une loi de Weibull pour la classe 2. Pour évaluer les différences entre ces
modéles dans le cas non-supervisée, nous avons calculé les taux d’erreur dans le cas supervisé des
3 modéles CMCo, CMCa et CMCa-BI. Pour ces deux derniers modéles nous estimons les modéles
CMCa approchés en utilisant la vérité terrain et des estimateurs & données complétes. Ceci nous
permet d’avoir une estimation de la capacité & décrire le processus CMCo simulé. Nous avons alors
des performances équivalentes pour les modéles CMCa et CMCa-BI, méme si la dépendance du
processus dans la configuration 2 est mieux capturée par le modéle CMCa.

Les taux d’erreur se dégradent fortement pour les modéles CMCa et CMCa-BI en mode non-

supervisée mais il reste cependant proches. Le taux d’erreur diminue avec ’augmentation de la

6Une variable aléatoire positive suit une loi de weibull, notée W (a,b) si sa densité de probabilité relativement &

x\b
la mesure de Lebesgue est g(y; a,b) = a%mbe_(E) 1r+ ().
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CMCo CMCa CMCa-BI |
Cas | supervisée | non-supervisée estlmee. avec non-supervisée estlmee. avec non-supervisée
apprentissage apprentissage
1 5,3 6,4 7,9 12,5 7,7 12,3
2 2,5 34 7 11 7,7 11,9

TAB. 5.10 — Taux d’erreur non-supervisée des chaines couples

k-

F1G. 5.10 — Champ de Markov couple & 2 classes et marges gamma, (exemple 2) segmentée par
une chaine de Markov couple & 2 classes et marges gamma,

dépendance, mais il reste bien supérieur au taux d’erreur non-supervisée de la vraie CMCo.

Dans cette situation, nous pouvons conclure que la différence majeure entre CMCo et CMCa-

BI tient plus & la modélisation plus riche des densités marginales p(y,, ¢) qu’a lintroduction de

la dépendance conditionnelle : méme si le modéle CMCa la prend en compte, il n’est pas capable

de reproduire la loi du processus CMCo significativement mieux que le processus CMCa-BI.

Nous segmentons avec une CMCo l'image traitée dans ’exemple 2 qui est la réalisation d’une

champ de Markov Couple, dont les marges sont de type ~ (voir section 5.3.3.1). Dans ce cas 13,

nous obtenons un taux d’erreur de 4% (contre 4,2% pour le modéle CMCa, et 9,9% pour le modéle

CMCa-BI), et I'image segmentée est représentée dans la figure (5.10).

Paramétres estimées (ab) | (11) | (12) | 21 | (22) |
CMCo (0,95 1,1) [ (1,504) | 4 1,5) | (2,22,5)
CMCa (0,99 1) (2,89 2,1)
CMCa-BI (10,9) (2,6 2,1)

TaB. 5.11 — Estimation des marges
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| Coefficients de corrélation | (11) [ (12) | (21) | (22) |
CMCo 0.7 | 05 | 0.8 | 0,65
CMCa 0,67 | 043 | 0,37 | 0,67

TAB. 5.12 — Estimation des copules gaussiennes

| Probabilités | (11) | (12) [ 21) [ (22) |
CMCo 0,61 | 0,00 | 0,01 [ 0,35
CMCa 0,63 | 0,02 | 0,02 | 0,33
CMCa-BI | 0,6 | 0,015 0,015 | 0,37

TAB. 5.13 — Estimation des probabilités jointes de (X7, X32)

Le modéle CMCa (et dans une moindre mesure le modéle CMCa-BI) donnent une bonne
approximation des lois marginales. Le modéle CMCo sépare quant & lui chaque marge de p(y1,y2)
sous la forme d’un mélange de deux gamma : les composantes pq(y|l,1) et pq(y|2,2) ont des
coeflicients proches des vrais valeurs, mais ceux-ci tiennent compte du fait que la loi est modifiée
lorsque nous avons des zones frontiéres et de la présence des densités pq(y|1,2) et pq(y|2,1). Les
estimations des structures de dépendance (probabilités jointes de 1’état caché et copules) sont tout
a fait similaires (exceptées pour les paramétres de la copule de la densité p(y1, y2|z1 = 1, 22 = 2)).
L’utilisation des densités pq(y|z1,22) dans cette modélisation CMCo permet de prendre en compte
la non-markovianité du processus caché dans cet exemple. Malgré cette amélioration du modéle
par rapport aux CMCa, nous n’avons pas d’amélioration net des résultats de la segmentation.

Comme le montre [53], les modéles CMCo permettent d’avoir des performances en segmentation
supérieure aux CMCa-BI, ce qui provient d’'une meilleure modélisation de la dépendance, mais
aussi de la densité p(y,) par un mélange. Le modéle CMCa apparait alors comme un compromis
entre ces deux modéles qui devient proche de 'un ou ’autre en fonction de la présence ou non
de dépendance conditionnelle, et de la bonne adéquation de la loi marginale. Nous avons deux
difficultés auxquelles nous devons faire face dans le cas CMCo général, qui sont des conséquences
de la complexité des modéles, ce qui incite & I'utilisation de modéles CMCa utilisant de “bonnes”
lois d’émission. Nous abordons cet aspect dans la section suivante.

5.4.4 Discussion sur la complexité des modéles

Les modéles CMCo deviennent rapidement trés complexes, ce qui se traduit d’une part par des
difficultés d’interprétation du modéle (et des paramétres estimés), et d’autre part par des difficultés
d’estimation. En effet, les paramétres d’effet croisé 0y, et ng; avec k # [ sont souvent trés difficiles a
estimer en raison du type de données qui nous intéressent : lorsque nous segmentons une image ou
un signal 4 I’aide de modéles markoviens, I’information spatiale que nous exploitons est basée sur I’a
priori de ’existence de zones homogénes. Cela signifie que nous avons des taux de transitions faibles
entre états différents (ce que 'on peut constater souvent par 'obtention de matrice de transition
a diagonale “largement” dominante), ce qui implique que I’événement {(X,,, X,,+1) = (k,1)} avec
k # [ a une probabilité trés faible d’arriver. Par conséquent, nous avons peu d’observations pour
estimer 0y; et 7y, et ceux-ci ont une trés forte variance : il est méme possible d’observer dans des
versions stochastiques de 1’algorithme ECI une disparition compléte d’une transition (k,[) est de
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se retrouver donc dans I'impossibilité de pouvoir estimer les paramétres correspondants. De plus,
I’estimation séquentielle de IFM-ECI peut amplifier ce phénoméne parce qu’une erreur importante
sur l’estimation des paramétres des marges 6j; aura une influence sur celle des copules 7y, qui
seront nécessairement mal estimées. La recherche d’un estimateur est rendue délicate par une faible
taille d’échantillon ou un grand nombre de classes. Les CMCo entrainent une explosion du nombre
de paramétres, ce qui est une autre cause de ’augmentation de la variance des estimateurs. Nous
désignons |©| pour le nombre de paramétres estimés pour chaque densité modélisée (p(y1|x1)
pour les CMCa et p(yi|x1,z2) pour les CMCo) et |Y| pour le nombre de paramétres estimés
pour les copules. Le nombre global de paramétres estimés dans un modéle CMCa est |[Pomca| =
K x (K —1)+ K x |0] + K2 x |T]| (et en particulier |®cmcanr| = K x (K — 1) + K x |0)),
alors que celui d’'un modéle CMCo est |Pomco| = (K2 — 1) + K2 x |0 + K2 x |Y|. La complexité
du modéle varie donc en le carré du nombre de classes pour les modéles CMCo et CMCa, ce qui
montre que ’estimation de modéles avec de nombreuses classes nécessite énormément de données.
Si nous recherchons 5 classes avec les hypothéses de I'exemple précédent, nous avons |©] = 2 et
|T| =1 ce qui nous donne |Pcyca-Bi| = 30, |[Pomcal = 55 et |[Pomco] = 99 : cette augmentation
du nombre de paramétres pose bien évidemment le probléme de l'interprétation du modéle obtenu.
Pour lutter contre cette augmentation de la complexité, il est possible de rajouter des contraintes
telles Oy, = 0k et pxy = 0 si k # [. La premiére permet de passer du modéle CMCo au modéle
CMCa, la deuxiéme permet de limiter (dans le cas CMCo) ou d’éliminer (dans le cas CMCa) les
problémes d’estimation dus aux faibles nombres de changement d’états. Sous ces deux contraintes,
le modeéle CMCa a une complexité égale & K x (K — 1) + K x (|©| + |T]), qui reste du méme
ordre de grandeur que celle du modéle CMCa-BI. Ce modéle CMCa contraint est particuliérement
intéressant en raison de sa parcimonie et de sa capacité & capturer des caractéristiques essentielles

du processus observé.
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Chapitre 6

Segmentation Doppler et
polarimétrique de ’environnement
Radar

Un radar (actif) est un systéme qui émet une onde électromagnétique de forme connue et
qui recoit les échos renvoyés par les différents obstacles ou cibles du paysage. Comme son nom
lindique, le radar (Radio Detection And Ranging) a parmi ses objectifs la détection des cibles et
I’estimation de certaines de leur caractéristiques, comme leur position et leur vitesse. Les mesures
effectuées par ce systéme sont perturbées aléatoirement par des parasites d’origines diverses :

— le bruit des récepteurs;

— les parasites dus a 'environnement (brouilleurs, réflexions sur le paysage générant un fouillis) ;

— les distorsions dues & la propagation ;

la rotation d’antenne (lorsque celle-ci est en mouvement).

L’objectif des traitements effectués sur les signaux recgus est alors de diminuer, voire d’éliminer ces
perturbations afin de maximiser le rapport signal & bruit et les probabilités de détection, ainsi que
la précision des estimateurs des caractéristiques des cibles. Les progrés techniques réalisés depuis
une cinquantaine d’années ont permis le développement de radars capables de fournir une image
de lenvironnement, qui exploitent précisement le bruit issu du paysage (i.e. le fouillis) et donne
de multiples informations sur le sol, la végétation, I’atmosphére, la mer,. ..

Ainsi aux radars classiques de surface tels que les radars de champ de bataille, de défense
aérienne, cotier, météo, naval, se sont ajoutés les radars aéroportés ou satellite dits & synthése
d’ouverture (Synthetic Aperture Radar, SAR) qui permettent d’obtenir des images de ’environne-
ment terrestre, exploitant les nombreux avantages du signal radar [106] :

— sa richesse physique : intensité rétrodiffusée, effet Doppler, polarimétrie, interférométrie ;

— son insensibilité aux conditions atmosphériques;

— ses capacités de discrimination des matériaux.

Par des techniques de traitement d’image, ces images permettent de fournir des informations
exploitables dans les applications militaires, ou des domaines tels que la météorologie, I’océano-

graphie, 'agriculture, ou ’exploration pétroliére.

139
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Ces techniques, entre autres la segmentation bayésienne, ont été rarement appliquées pour les
radars classiques de surface qui donnent des images unidimensionnelles. Nous utilisons dans cette
partie les algorithmes de segmentation développés dans les chapitres précédents pour proposer une
méthodologie de cartographie de ’environnement de radars de surveillance exploitant les infor-
mations Doppler ou polarimétrique. Cependant, la méthodologie proposée pour la cartographie
de I'environnement Doppler n’est nullement spécifique au radar, et peut étre étendues aux traite-
ments des signaux porteurs de cette information comme ceux obtenues par échographie Doppler
(émission d’ultrasons), lidar (Light Detection and Ranging, laser pulsé) ou sonar (Sound Naviga-
tion and Ranging, émission d’ultrasons). Les procédures tiennent compte du format particulier des
signaux radar qui sont des images unidimensionnelles de signaux multidimensionnels.

Nous rappelons tout d’abord les principes physiques du radar et décrivons briévement la chaine
de traitement radar, et les opérations nécessaires & l'obtention des données sur lesquelles sont
appliquées les traitements de segmentation. Nous expliquons alors le probléme de la détection en
radar, et nous faisons le lien avec la segmentation et la détection qui constitue une application
potentielle des travaux de cette thése.

Nous développons alors une méthodologie pour la segmentation de I’environnement Doppler,
basée sur une modélisation autorégressive du signal radar. Nous présentons un nouveau modéle
CMCa pour la segmentation d’une rafale, et donnons quelques exemples d’applications.

De méme que pour l'information Doppler, nous rappelons les propriétés polarimétriques des
ondes électromagnétiques, et nous donnons différentes représentations de l'information polarimé-
trique en retenant la représentation sur la sphére de Poincaré. Nous utilisons alors un modéle
CMCa-BI pour la segmentation des données radar et la réalisation d’une cartographie polarimé-
trique de 'environnement.

L’essentiel de notre travail s’est porté sur le choix d’une “bonne” représentation et sépara-
tion des informations Doppler et polarimétriques, et sur leur modélisation probabiliste dans le
cadre de la segmentation bayésienne par CMCa. Nous proposons alors des méthodes originales de
segmentation Doppler ou polarimétrique, faisant usage des lois de Von Mises - Fisher [107].

6.1 Le signal radar

Nous décrivons dans cette section les principes physiques du radar et les moyens par lesquels les
informations de localisation en distance et en vitesse d’une cible sont obtenues. Nous donnons aussi
le fonctionnement de la chaine de traitement radar, le principe de la détection et finalement nous

formulons le probléme de la cartographie radar en termes de probléme de segmentation bayésienne.

6.1.1 Principes et objectifs du radar

Un radar émet une onde électromagnétique, dans une direction (correspondant 4 un azimut et
une élévation donnée, voir figure (6.1)), que I’on représente habituellement sous la forme complexe

suivante

s0(t) = u(t)e2ifot (6.1)
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ot u(t) est ’enveloppe complexe du signal émis, et fy est la fréquence de ’onde porteuse. Le signal
physiquement émis par le radar est la partie réelle de s, (t), soit R(u(t)e?™fot). Une cible située a
une distance D du radar (fixe) et possédant une vitesse radiale (par rapport au radar) égale a v,
réfléchit 'onde électromagnétique de telle sorte que le signal recu par le radar soit la partie réelle
de

2D e 2w
sr(t) = Au(t — —)emeOtezth (6.2)

C
A est un coefficient d’atténuation complexe (comportant un terme de phase), et ¢ représente la
vitesse de la lumiére. Le probléme de base du radar est donc de mesurer le temps de retour et
la fréquence d’un signal afin d’obtenir le retard AT et le décalage en fréquence Af (du a Deffet
Doppler) par rapport a 'onde émise, grace auxquels nous pouvons déduire position et vitesse de
la cible :

D cAT

v = —5

A= f_i est la longueur d’onde de ’onde émise.

Le signal émis est atténué par les phénoménes de propagation et de réflexion, et le lien entre
puissance émise P, et puissance recue P, dépend des propriétés du radar, de 'onde émise, de la

cible et de ’environnement :

G2A20'0
P.=P——— 6.3
= P, (6.3)
G est le gain (en émission et en réception) de I’antenne du radar et a représente les pertes liées
a D’absorption des milieux traversés. oo est la Surface Equivalente Radar (SER) de la cible et
représente ses propriétés de réflectivité électromagnétique, qui dépendent de ses dimensions, de
son orientation ainsi que de ses propriétés diélectriques (et notamment de la longeur d’onde émise

N).

Le radar permet d’acquérir les informations de position, de réflectivité électromagnétique et
de vitesse le long d’une portée (appelée radiale ou encore axe distance), et dans tout ’environne-
ment volumétrique en pointant différents sites (élévations) et gisements (azimuts). L’information
polarimétrique, faisant intervenir la structure vectorielle du champ électromagnétique, est décrite

dans la section 6.3.
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A

Y

Fi1G. 6.1 — Emission d’une onde électromagnétique & I’élévation ¢ et ’azimut 0 (h est la hauteur
de la cible A). Le cone rouge représente ’énergie envoyée dans la direction de la cible A.

6.1.2 Chaine de traitement d’un radar

Nous décrivons ici la chaine de traitement typique d’un radar Doppler & impulsions. L’onde
émise consiste en un train d’impulsions électromagnétiques qui forme une rafale, que ’on représente
habituellement par la figure (6.2). Ainsi, avec I’enveloppe complexe u(t), les grandeurs suivantes :

— la durée des impulsions T,

— la durée de la récurrence 7,

— la durée cohérente (ou de la rafale) T,,p,

le nombre d’impulsions n;,

la longeur d’onde A,

définissent la forme de 'onde.

Ainsi 'impulsion est d’abord synthétisée, puis elle est “montée” (a I’aide de filtres analogiques)
jusqu’a la fréquence fy du radar : c’est le mélange Fréquence Intermédiaire (mélange FI). L’onde
électromagnétique est émise et réfléchie par une cible (écho).

Le radar regoit durant sa phase d’écoute I’onde réfléchie et la fait redescendre en fréquence par
une série de filtres analogiques. Le signal recu est alors échantillonné pour pouvoir construire une
image de la radiale, constituée de N cases-distance. La case-distance numéro n correspond alors &
un échantillonnage du signal s, aux instants 7+ (n — 1)A7 4+ kT (ot nous avons A7 < 7) et pour
k variant de 1 & n;. Cet échantillonnage est effectué lors de la conversion analogique-numérique
en respectant le théoréme de Shannon, en exploitant le fait que la largeur de bande du signal recu
est égale & celle du signal émis, noté B par la suite . Par conséquent, la résolution (en métre)
des cases distances est alors égale a c%. Lors de la démodulation amplitude-phase, le signal
échantillonné est transformé en complexe : & chaque case-distance n (et pour une rafale) est donc

associé un vecteur complexe s, = (Sp.1,.-.,Snn;)- Ces mesures (s,)i1<n<n, appelées données IQ
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F1G. 6.2 — Rafale émise par un radar Doppler & impulsions

(In phase-Quadrature), sont alors utilisées pour faire la localisation en distance (via la compression

d’impulsion) et en vitesse (via filtrage Doppler) (voir le diagramme de la figure (6.3)).

Aprés ’écoute d’une rafale, nous récupérons un tableau de données complexes structuré selon
un axe distance et un axe récurrence. Afin d’augmenter le rapport signal & bruit qui est dégradé
par addition du bruit thermique du radar (souvent considéré comme une bruit blanc gaussien),
un filtrage adapté est réalisé, i.e. le signal recu est corrélé au signal émis. En effet, le signal effec-
tivement traité est s,.(t) = As(t — AT)e? 2/t £ b(t) et nous parlons de signal détecté (ou d’image
détectée pour les radar SAR) pour le signal filtré y(t) = [ s,(u)s}(u — ¢)du. Outre Pamélioration
du rapport signal & bruit, ce filtrage adapté (appelé aussi compression d’impulsion dans le cas
d’une impulsion modulée en fréquence) permet d’améliorer la résolution du radar (i.e. le pouvoir
discriminant en distance entre deux cibles). Pour améliorer I’efficacité la compression d’impulsion,
le signal émis est un chirp quadratique, c’est-a-dire un signal presque sinusoidal, centré sur la

fréquence porteuse fy et modulé en fréquence (voir figure (6.4)) :

Vi e] - ga %]a Se(t) = SOein(fUtJrKTt) (64)

La compression d’impulsion est suivie d’un filtrage doppler qui permet de séparer les échos
selon leur vitesse et de supprimer, par exemple, les échos fixes qui peuvent étre plus forts que
les cibles mouvantes d’intérét (avions, ...). Un banc de filtres (ou une Transformée de Fourier
Discréte, TFD) est utilisé, ou le filtre k est adapté a la vitesse radiale vy, de telle sorte que nous

obtenons une image distance-Doppler de la rafale (voir figure (6.5)).

Remarque 6.1.1. Les radars a impulsions sont soumis au probléme de la résolution d’ambiguité

en distance causé par le train régulier dimpulsions : la distance D n’est connue que modulo une
cT,
5=
possible que modulo la vitesse ambigue vomp = % (en raison de la connaissance modulo 27 de la

distance ambigue notée Dymp =

De méme, lestimation de la vitesse radiale des cibles n’est

phase entre les impulsions réguliérement espacées). Le produit D gpmp X Vamp = % étant constant, il
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Synthése
d’impulsion

Mélange FI

Echo

Filtrage analogique

Conversion
analogique -
numeérigue

Deémodulation
Amplitude - Phase

‘ Compression d umpulsion ‘

‘ Filtrage Doppler ‘

F1G. 6.3 — Chalne de traitement radar

Filtre
T ) 2T )
Filtre 1/B

B

Fi1c. 6.4 — Compression d’impulsion de signaux non-modulés en fréquence et modulés en fréquence.
En haut : & gauche, impulsion rectangulaire (une seule fréquence) émise de durée 7, et a droite le

signal détecté (signal triangulaire de durée double).
En bas : a gauche, chirp (modulation quadratique de la fréquence de largeur de bande B) émis,

et a droite le signal détecté (sinus cardinal dont la largeur du pic & 3dB vaut 1/B).
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F1G. 6.5 — Exemple de carte distance-Doppler (représentant 20 x log,,(S(f))) obtenue par un
radar en bande X (bande de fréquence 8-12 GHz, soit une longueur d’onde A de 'ordre de 3 cm),
en polarisation horizontale (émission et réception). Nous avons 256 cases distances en abscisse
(correspondant & une distance d’environ 9200 métres) et 128 filtres Doppler en ordonnée (FFT

réalisées sur 128 récurrences) échantillonnant l'intervalle des fréquences [—1, 3]).

y a donc un compromis entre l'ambiguité en distance et en vitesse. Malgré tout, ces incertitudes
peuvent étre levées en réemettant plusieurs rafales a des durées de récurrence T,. ou a des fréquences
A différentes.

La carte distance-Doppler de la figure (6.5) fait apparaitre clairement sur la premiére partie de
la radiale un fouillis Doppler possédant une vitesse négative. Cela correspond & un nuage de pluie
qui se rapproche du radar (de méme en fin de portée). Nous pouvons aussi constater la présence de
3 réponses supérieures & 10 dB au Doppler nul, i.e. des pics de la densité spectrale, correspondant
a des échos fixes (en 'occurence des batiments massifs).

Chaque pixel de cette carte contient un complexe ¢, , associé & une case distance n et au filtre
k, de sorte qu’une cible est détectée si ce complexe est tel que |ng17;€|2 > seuil, ou le seuil dépend
de n. Ce critére de détection correspond au test du rapport de vraisemblance (sous hypothése de
bruit b(t) gaussien) :

Ho: s:(t) =0b(t)
(6.5)
Hy: s,.(t) = As(t — AT)e? ™At 1 b(1)

La probabilité de détection d’une cible, sous ’hypothése H; est appelée la probabilité de détection
P,. Le risque de premiére espéce de ce test est appelé la probabilité de fausse alarme (Py,) et doit
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Fi1c. 6.6 — Détection par TFAC. Estimation de I’ambiance moyenne autour de la case testée
(les cases directement adjacentes ne sont pas considérées par robustesse aux cibles étendues ou
proches). Si les ambiances estimées sont les moyennes des cases droites et gauches, le TFAC utilise
(par exemple) le maximum des deux ambiances estimées.

étre impérativement fixé & une valeur trés faible!, le plus souvent 10~%. Comme I’environnement
radar est aléatoire, le seuil doit pouvoir s’adapter de maniére & maintenir la Py, & un niveau de
1075, Les traitements qui permettent ce controle de la fausse alarme sont appelés TFAC (pour
“Taux de Fausse Alarme Constant”). Ces méthodes de régulation de la fausse alarme reposent
essentiellement sur ’estimation du niveau moyen de ‘I’ambiance”, et la comparaison de la valeur
courante & ce niveau moyen. Le bruit aléatoire qui constitue ’ambiance dans laquelle la cible
est plongée est appelée le fouillis. Selon le type de fouillis (fouillis de sol, de mer, de pluie), les
méthodes d’estimation de I’ambiance peuvent varier, mais gardent comme principe général la

“moyennisation” sur les cases situées avant et aprés la case testée, voir figure (6.6).

Malgré 1’utilisation de procédures statistiques pour améliorer la robustesse de cette estimation
relativement aux valeurs atypiques (comme les statistiques de rang), l'estimation de ’ambiance
peut étre détérioriée par un fouillis inhomogéne (et augmenter ainsi la Py, ou diminuer la Fy),
avec la présence de changements abrupts. La segmentation bayésienne peut limiter ce probléme en
proposant une carte des différents fouillis et une localisation de ces changements. Deux pistes, non
explorées dans la suite, peuvent étre proposées : la carte des fouillis est utilisée pour déterminer,
a l'aide d’un critére de vote, le type de TFAC & utiliser (garantissant la meilleure probabilité de
fausse alarme possible, tout en maximisant la probabilité de fausse alarme [40]). Une autre optique
n’est plus de considérer la carte elle-méme, mais le modéle statistique ayant permis de la construire.
Le modéle estimé (par exemple une CMCa) est une modélisation du mélange de fouillis rencontré
sur la radiale, ainsi les cibles ponctuelles ayant des réflectivités particuliérement fortes ou avec des
profils vitesse significativement différents de leur environnement peuvent étre considérées comme
des points atypiques de ce modéle. Par conséquent, une procédure de détection des atypiques d’un
mélange, similaire & celles proposées par McLachlan (chapitre 7, dans [109]) peut étre adaptée.
Par exemple, dans le cas d’un mélange de lois SIRV, cela revient & utiliser un critére d’atypicité
des observations y; par rapport a la valeur moyenne définie par g (y;) = %(yz - mk)*Egl(yz- —my)
et & comparer la valeur Zszl ik qk(yi) (ou ming m; gk (y;)) & un seuil. Si celle-ci est grande, nous
considérons alors que I’observation y; est un point atypique du modéle de fouillis, et qu’il s’agit
donc d’une cible.

1En effet, les conséquences d’une fausse alarme peuvent étre trés grave dans le domaine militaire. De plus, cela
permet d’éviter de saturer le radar par des requétes de confirmation de détection, ou par la création de fausses
pistes pour le suivi de cibles.
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6.1.3 Segmentation des fouillis

La méthodologie de segmentation de fouillis que nous proposons se situe en amont de ’analyse
Doppler et de la phase de détection des cibles. Nous utilisons le signal recu aprés compression

d’impulsion, noté (yn), <, <y, €t nous le segmentons selon 3 types d’information :

1. Réflectivité
2. Doppler

3. Polarimétrie

Dans les parties suivantes, nous proposons une méthodologie pour extraire et séparer ces 3 in-
formations, de maniére & fournir des cartes différentes et complémentaires de l’environnement
radar. L’image que nous traitons n’est donc pas 'image distance-Doppler habituelle, mais est une
séquence d’observations appartenant & des espaces de représentation adéquat. La modélisation
statistique utilisée décrit donc le mélange des fouillis (Doppler ou polarimétrique) observé le long
d’une radiale, et intégre l'information de dépendance spatiale. Nous utilisons alors un modéle
CMCa, et la carte recherchée est 'estimateur MPM du processus caché.

Par la suite, nous décrivons les segmentations exploitant uniquement les informations Doppler
ou polarimétrique. Nous ne traitons donc pas la segmentation de ’environnement radar basée sur
la réflectivité, qui peut étre réalisée directement avec les modéles CMCa présentés dans le chapitre
5, voir 'exemple 5.3.3.3.

6.2 Segmentation Doppler

L’information Doppler correspond & la densité spectrale que ’on peut associer & chaque train
d’impulsion. Ainsi, elle est classiquement utilisée pour séparer une cible du fouillis de sol, possédant
une forte réflectivité mais une fréquence Doppler nulle, ou du bruit thermique, souvent assimilable
4 un bruit blanc, qui a une densité spectrale constante. Entre ces deux comportements extrémes,
les fouillis peuvent avoir des spectres aux formes variées, présentant des pics & différentes vitesses.
Ceci est le cas des fouillis de mer, des fouillis volumiques en présence d’hydrométéores (pluie,
nuage de gréles), ou de turbulences atmosphériques.

L’objectif de la segmentation Doppler décrite ici est d’obtenir une classification des fouillis selon
le profil de leur densité spectrale, i.e. sa forme (typiquement le nombre de pics et leur étalement).
Les radars Doppler & impulsion permettent de réaliser une analyse Doppler haute-résolution, qui
constitue une alternative & ’analyse Doppler classique par banc de filtre ou TFD (cette amé-
lioration de la représentation de l'information Doppler a déja été développé pour des données
échographiques Doppler [11]). Cette approche est basée sur une modélisation autorégressive de
chaque échantillon y,,, ce qui revient & ne considérer qu’une sous-famille de spectres possibles pour
le fouillis. La segmentation Doppler proposée consiste alors en la classification, par un modéle

CMCa, des paramétres indexant les spectres autorégressifs .

6.2.1 Information Doppler et modélisation autorégressive

La modélisation autorégressive des signaux radar est désignée dans le domaine radar par le

terme d’analyse haute-résolution. Elle permet d’avoir une expression paramétrique et analytique de
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la densité spectrale (que nous pouvons connaitre alors 4 n’importe quelle résolution, contrairement
au spectre obtenu par TFD) en chaque case distance n, correspondant aux données (yn. 1, - - -, Yn.n,; )-
Nous supposons que (Yn,1,---,Ynn;) €st la réalisation d’un processus autorégressif Y = (V;,)nez
d’ordre p, i.e. que Y vérifie

p
Vi, Yo =Y arYn x +en (6.6)
k=1

avec (€,) bruit blanc centré, de variance o7. Les coefficients complexes (ay)1<p<psont appelés

P _Larz"F ait toute ses

coefficients autorégressifs. S’ils sont tels que le polynome P(z) = 1 —
racines & l'intérieur du cercle unité (ce que nous supposons par la suite), il s’agit alors du filtre

4 minimum de phase et le bruit blanc (e,)necz est le processus d’innovation de Y. Dans ce cas,

R(0)
est entiérement déterminée par les coefficients autorégressifs. La densité spectrale de puissance

S(f) =Y ,cz R(n)e?™f définie sur T = | —3, 1], est égale &

la suite des autocovariances (R(n) = E'[X0X}]), o, (ou des autocorrélations (Pn - R(n)) z)
ne

_ o}
11— S0, ae=2imkf|?

La modélisation autorégressive s’avére étre une bonne description du fouillis de mer, parce qu’elle

S(f) (6.7)

permet de restituer assez fidélement sa dynamique au sein d’'une méme rafale [87]. De maniére
générale, les paramétres du modéle (6.6) sont considérés comme un bon résumé de la dynamique
des fouillis Doppler, et posséde 'avantage de découpler cette dynamique (représentée par le vecteur
(a1 ... ap),) de la propriété de réflectivité de I’environnement (qui est portée par 7).

Cependant, plusieurs paramétrisations d’un modéle autorégressif sont possibles et nous utili-
sons parmi celles-ci les coefficients de corrélation partielle ( Nk>1g k<p (que nous appellerons indiffé-
remment coefficients de réflexion) dont nous rappelons la définition dans ’annexe B, ainsi que les
relations de passage entre les différents paramétrisations d’un processus AR : coefficients d’auto-
covariance, coefficients AR et coefficients de réflexion (CR). Les coefficients de réflexion possédent
trois avantages :

— calcul direct et rapide des CR (pr), <<, (et de la puissance du bruit o?) par l'algorithme
de Burg a partir d’un échantillon (yi,...,yn,) avec n; > p;

— existence d’une version régularisée de I’algorithme de Burg qui permet 'estimation des CR
sur de faibles tailles d’échantillon (une dizaine d’observations), en rajoutant un critére de
douceur spectrale. Les coefficients p sont “forcés” a décroitre lorsque k& augmente, ce qui
permet de limiter la présence de pics parasites, voir annexe B.

— la seule contrainte que doit vérifier la suite des CR est

p=0 = VYn>p, p, =0 (6.8)

Le plus souvent, en raison de la rotation d’antenne (qui empéche de pointer longtemps dans la
méme direction), ou de la non-stationnarité des phénomeénes mesurés (lorsque ’antenne est fixe)
nous avons une dizaine de récurrences dans une rafale. Ainsi il est important d’avoir un algorithme
d’estimation des CR qui soit rapide et fiable. L’algorithme de Burg nous permet d’extraire trés
rapidement ’information Doppler des données 1Q, et d’obtenir une image de ’environnement dans

“I’espace Doppler”. Le troisiéme point implique que les CR constituent un systéme de coordon-
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nées indépendantes pour décrire 'espace des processus stationnaires & o7 fixé. En effet, pour tout
processus stationnaire au second ordre, nous pouvons associer la suite des coefficients de corréla-
tion partielle (u,,),~, dont la connaissance est équivalente & la connaissance des autocorrélations
(pn),,>1- Chaque coefficient ln OU p, appartient & D = {z € C| |z| < 1}, mais toute suite de para-
métre; de D ne correspond pas & une suite d’autocorrélations (p,),,~, en raison de la contrainte
de positivité. Ceci n’est pas le cas des corrélations partielles : toute su_ite de CR (pn), >, € D™ est
acceptable, pour peu que nous respections la contrainte (6.8). De plus, le fait de tronqlzer une suite
de CR a lordre p, revient & considérer une approximation par un processus autorégressif d’ordre
p. Cette faible contrainte sur les CR permet donc de proposer facilement des lois paramétriques
sur l’espace DP , et donc de proposer des procédures de segmentation bayésienne par CMCa.

6.2.2 Segmentation bayésienne et cartographie Doppler

Nous appelons cartographie Doppler la segmentation de ’environnement radar en utilisant
uniquement les CR calculées & partir de chaque échantillon (y1,...,y,,) disponible dans les cases-
distances. Ceci permet d’identifier des zones distinctes indépendamment de leur propriétés de
réfléxivité électromagnétique, parce que celle-ci est porté aprés analyse haute-résolution par le
scalaire o7. Notre objectif est donc de rassembler les vecteurs des “coordonnées spectrales” p =
(1, ..., p) € DP en utilisant une notion de similarité entre vecteurs u, ce que nous faisons dans
le cadre de la segmentation bayésienne en choisissant une famille paramétrique de lois d’émission.

Pour cela, nous utilisons une décomposition polaire du vecteur u :

=l x 7 (6.9)

N 2 — .
ot nous avons [|ul| = />0 |wil" et @ = W%H, que nous appelons respectivement la norme et la
direction de pu.

Remarque 6.2.1. La norme de u est reliée a la complexité du processus. En effet, si (Yn)nez
est un processus stationnaire au second ordre quelconque (non nécessairement autorégressif ), nous

avons

p
>1, 02 =[] = ul) x ot (6.10)
k=1

ot 0 = E[Y,,Y,] est la variance de Y et 05 est la variance de Uerreur de prédiction linéaire de Y,

2
p

et minorée par 0 : elle converge? donc, d’ou l'on déduit que le produit infini des modules des

par Yo_1,...,Yn_p, (cf. annexe B.1, équation (B.5)). La suite des puissances o, est décroissante

coefficients de réflexion [], (1 — |,uk|2) converge. Si pour tout k, |pi| # 1, ceci est équivalent a la

L 2 o . 2 .
convergence de la série ), |uk|” (vers une limite notée ||u||”_), et nous savons que dans ce cas-la,
la limite du produit infini vérifie les inégalités suivantes®

rwm_ﬂrwu<wvwb (6.11)

La borne inférieure n’est pas trés informative puisque le produit appartient a intervalle [0,1] et que

21a valeur de cette limite est donnée par la formule de Kolmogorov [24] : 02, = exp (fi{% log (S(f)) df) .
3Nous utilisons I’identité 1 — (a +b) < (1 — a)(1 — b) < e~ (a1D),
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. . 2 . .
dans beaucoup de situations, nous avons ||u||-, > 1, mais cela permet de montrer que la variance

2

de Uinnovation o5,

est controlée par la norme ||u||iO

Nous considérons alors que les classes que nous recherchons sont caractérisées par des valeurs
moyennes autour desquelles les observations sont réparties symétriquement. Dans le cas ou les
observations sont des points de RP, la similarité entre deux observations (ou une observation et
la valeur moyenne) est mesurée en terme de distance euclidienne, et la traduction probabiliste
classique de cet a priori est 'utilisation de lois d’émission gaussienne. Cependant, I’hypothése
gaussienne n’est pas satisfaisante pour les coefficients de réflexion parce qu’ils sont contraints a
appartenir au compact D? et que la non-linéarité des transformations nécessaires & leur calcul (et
le faible nombre des récurrences utilisées) ne permet pas d’avoir une approximation de cette loi.

L’utilisation de lois sur des espaces non-euclidiens pose rapidement des problémes complexes
pour la définition de la distance entre les observations et le profil moyen (par exemple lorsque )
posséde une structure géométrique comme une variété [119]), et aussi pour le calcul effectif des
densités (notamment les constantes de normalisation [107]). Celles-ci font intervenir des fonctions
spéciales ce qui implique le plus souvent I’absence de formule analytique pour l’estimation des
paramétres de ces lois. Pour contourner ces problémes, nous utilisons une approche utilisée en
classification consistant en 'utilisation partielle de 'information contenue dans les observations. Il
s’agit d’exploiter uniquement I'information de direction portée par le vecteur p, et de considérer que
deux vecteurs p; et uo sont similaires si le produit scalaire des grandeurs normalisées R((ji1, fi2))
est grand (lorsque les vecteurs sont complexes) ou le produit scalaire {(fiy, i) (lorsque les vecteurs
sont réels). Cette méthode a déja été appliquée & des données textuelles et d’expression de génes
dont la classification est difficile parce qu’elles appartiennent & des espaces de grandes dimensions
[8]- Dans notre cas, cela revient a considérer que l'information portée par la norme ||u|| est beaucoup
moins discrimante et utile que la direction i parce que tous les CR sont de norme inférieure &
1. Cela revient alors & utiliser comme indice de similarité le cosinus de l'angle formé par les
deux vecteurs 1 et po. Malgré tout, nous avons vu précédemment que ||u|| contenait une partie
de l'information sur la complexité du processus, qui peut améliorer les segmentations obtenues
avec les directions. Nous proposons alors deux méthodes de segmentation bayésienne utilisant soit

uniquement i, soit i et |||

6.2.3 Le modéle statistique paramétrique utilisé

Le modéle classique pour la classification de données directionnelles consiste en 'utilisation
de lois de Von Mises - Fisher pour la modélisation des lois d’émission. Ici, dans le traitement du
signal radar nous introduisons la dépendance spatiale par une modélisation CMCa-BI (McLachlan
dans [109] ou Banerjee et al. dans [8] traitent le cas i.i.d), et le modéle que nous utilisons pour la
loi d’émission est une loi de Von Mises-Fisher complexe.

Lorsque nous voulons exploiter & la fois ||| et 7z, nous supposons qu’il s’agit de deux gran-
deurs indépendantes, telles que la loi d’émission de ’observation (||u||, &) s’écrive p(||u||,7) =
p1(||e|)p2 (), ot p2 est une loi de Von Mises-Fisher complexe et p; est une loi gamma. Dans ce
cas, le paramétre 0, de la loi de la classe k est 0, = (04,0%) = (ay, by, ki, &) ol a et by, sont les
paramétres de la loi gamma, et xj et £ sont ceux de la loi de Von Mises-Fisher.

Cependant, comme nous ’avons montré dans ’exemple de la section 5.3.3.3 pour Iintensité,
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les signaux radar sont corrélés en distance, y compris dans des milieux homogénes. Nous rappelons
que cette dépendance existe physiquement (entre autres dans le fouillis mer, voir les travaux de
Watts [152, 153]), mais est aussi créé par la compression d’impulsion (qui réalise une convolution
sur une fenétre spatiale, voire section 6.1.2). Pour en tenir compte, nous supposons que nous
pouvons la modéliser en utilisant un modéle CMCa. De méme que pour les vecteurs aléatoires
(théoréme d’impossibilité de Genest et al. pour la généralisation des copules aux lois bivariées sur
RP x RY), il est difficile d’expliciter des lois sur (Rt x CSP~1) x (R* x CSP~!) dont les marges
appartiennent 4 un modéle prédéfini. Afin d’introduire une éventuelle dépendance entre deux

observations consécutives (||u1]|,71) et (||x2]|, Bz), nous introduisons la loi bivariée suivante :

FUlpall, 00 (Ul 02)e(F (L]l 00), F(llp2ll 02)) x f (71, 63) f (7, 62) (6.12)

ol ¢ est une copule (gaussienne dans les applications que nous traitons). Avec cette loi jointe, deux
vecteurs de CR sont liés par leur norme : si la copule utilisée induit une dépendance positive (i.e. les
deux variables ont tendance & varier dans le méme sens, comme pour une copule gaussienne avec un
coefficient de corrélation positif) nous aurons tendance & avoir des vecteurs voisins de méme longeur
(et des spectres possédant la méme richesse spectrale). Finalement, pour la segmentation Doppler,
nous pouvons utiliser les informations (||un]|, Tin) et nous avons deux densités de transition du

processus complet Z,, = (X,,, un,) est :

(6.13)

(directionnel)  p(zn41l2n) = p(@n+1 |20 )P(Fns1 [Tn+1)
(complet) P(znt1|2n) = P(@ns1 [T0)p(lpnsr | nll s Ty Tnpr )p(Fnrt [T041)

Nous donnons plusieurs exemples des segmentations obtenues sur données simulées, ainsi que sur

des données réelles.

6.2.4 Exemples

Nous montrons que le modéle paramétrique introduit dans la section précédente pour des
raisons essentiellement techniques (controle des lois marginales, possibilité d’écrire facilement la
densité des lois, existence de procédures d’estimation simples) est assez générale pour décrire
correctement, les fluctuations des observations simulées ou réelles. Dans les applications, nous
utilisons 5 coefficients de réflexion pour décrire et segmenter ’environnement : nous travaillons

donc avec des point de D?, soit des points de R x CS®.

6.2.4.1 Données simulées

Pour réaliser la segmentation, nous calculons un résumé des données - le vecteur p des co-
efficients de réflexion - dont la qualité dépend du nombre d’observations (et de leur loi). Si le
nombre de récurrences disponibles en chaque case-distance augmente, les fluctuations aléatoires
des coeflicients de réflexion seront essentiellement dues aux fluctuations de I'environnement. Si
les propriétés Doppler fluctuent peu au sein de chaque classe, nous aurons alors des nuages de
points trés concentrées. Nous illustrons cette situation (voir figure (6.7)) lorsque nous avons 128
récurrences pour une rafale de 500 cases-distance. Nous avons 3 classes correspondant & des proces-

sus autorégressifs distincts, de méme variance o2 mais avec des coefficients de réflexion différents
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0,1—-0,94 0,34+0,8i 0,1—-0,9:
U1 = 0,41 y M2 = 0,5 et us = 0 . Les données sont simulées
0 0,1+0,2¢ 0

en faisant I’hypothése que nous avons une CMCa-BI telle que le processus caché ait la matrice
0,9 0,05 0,05

de transition A = [ 0,05 0,9 0,05 |.Les normes des vecteurs sont égales a ||u1] = 0,98,
0,1 0,1 0,8

[22]] = 1,03 et ||us|| = 0,87, et le profil des normes estimées le long de la radiale est donné par la

figure (6.8).

(c) 3¢éme CR (d) 4éme CR

(e) 5éme CR

F1G. 6.7 — Nuage des coefficients de réflexion (p = 5).
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F1G. 6.8 — Normes des vecteurs (||u|]) calculés avec 128 récurrences, et répartition des classes le
long de la radiale.

Dans cette configuration, nous obtenons alors un taux d’erreur en segmentation non-supervisée
égal & 0% lorsque nous utilisons le modéle CMCa-BI en exploitant les informations (||u|, ) (nous
avons imposé ¢ = ¢t pour la copule gaussienne). Si nous utilisons une CMCa-BI pour la seg-
mentation des directions [ nous avons encore un taux d’erreur de 0% : la direction est donc une
statistique totalement discriminante dans cet exemple.

Si nous avons seulement 16 récurrences par case-distance, la dispersion des coefficients de
réflexion au sein de chaque classe est beaucoup plus grande. Nous montrons ci dessous les résultats
des segmentations obtenues & partir de deux types des coefficients de réflexion calculées par un
algorithme de Burg classique ou régularisé (voir section B.3 en annexe). Ceci permet d’évaluer
l'influence de la dispersion des CR (due & la surestimation des CR d’ordre élevé lorsque nous
avons peu d’observations pour les estimer). De plus, nous segmentons les données en exploitant
soit les directions fi, soit les directions et les moyennes i et ||u||. Les résultats de segmentation
sont rassemblés dans le tableau (6.1) et ont été obtenues sur 500 itérations Monte Carlo.

| | régularisé | non régularisé |
o 74 (23) 4,5 (1,7)
o] TA23) | 240D

TAB. 6.1 — Taux d’erreur de segmentation de processus AR en % (et écart-type entre parenthéses),
4 partir de 16 récurrences.

La premiére remarque est que ’ajout de l'information de la norme ||| n’améliore pas notre
capacité de discrimination pour la segmentation. Ceci est explicable par le faible écart entre les

An)?

normes |||, [|2]] et ||us|| et par le caractére trés “bruitée” de cette information avec seulement 16

récurrences. La deuxiéme remarque est que I'utilisation des CR régularisés a tendance & augmenter
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le taux d’erreur des segmentations (ainsi que son écart-type). Ceci est une conséquence de la
régularisation qui tend & faire converger les CR vers 0, ce qui diminue donc les différences entre

les classes.

(d) ler CR (e) 2éme CR (f) 3¢éme CR

F1G. 6.9 — Exemples de CR calculés (1 & 3) avec 16 récurrences et colorés selon les classes (avec
lissage - ligne du haut, et sans lissage - ligne du bas).
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(a) 4éme CR (b) 5éme CR

(c) 4éme CR (d) 5éme CR

FiG. 6.10 — Exemples de CR calculés (4 et 5) avec 16 récurrences et colorés selon les classes (avec
lissage - ligne du haut, et sans lissage - ligne du bas).

La segmentation que nous avons utilisé a partir des données (||u||, ) repose sur un modéle
CMCa, pour lequel nous estimons aussi une dépendance conditionnelle (par la copule gaussienne)
pour les normes. Les coefficients estimés pour la copule gaussienne dans les cas lissées et non-
lissées sont identiques et sont nuls (en moyenne) pour toutes les classes : nous sommes capables
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de détecter 'absence de dépendance conditionnelle. De plus les coefficients de concentration x des
lois de Von Mises-Fisher sont en moyennes égaux & 30 pour toutes les classes, indiquant des classes
trés homogénes avec des observations proches d’un méme profil moyen.

6.2.4.2 Données réelles

Les données que nous utilisons dans cette section sont issues du DLR (Deutschen Zentrum fir
Luft - Raumschaft'), et ont été obtenues avec le radar météorologique POLDIRAD [142], qui est
un radar en bande C (fréquence & 5,504 GHz, soit une longueur d’onde égale & 5,45 cm). Les radars
météorologiques utilisent ’effet Doppler pour estimer les propriétés cinétiques de ’atmosphére et
un des objectifs des radars météorologiques est de reconstruire le champ de vent en faisant de la
vélocimétrie Doppler. A partir de la densité spectrale et de ses moments, nous pouvons déterminer
la réflectivité (moment d’ordre 0), la vitesse radiale moyenne du vent dans la direction de pointage
(moment d’ordre 1) et avoir une mesure des turbulences au sein de I’élément d’atmospheére étudié
(avec le moment d’ordre 2, parfois appelé largeur spectrale). La vitesse moyenne du vent est estimée
avec une précision dépendant de la largeur spectrale, qui dépend elle méme de la forme de 'onde
émise par le radar et des propriétés de I’atmosphére.

Les mesures ont été faites dans le cadre du projet ATC-Wake (projet européen pour le controle
du trafic aérien), dont 'objectif est ’amélioration des techniques de vélocimétrie pour la détection
et le suivie des turbulences générées dans le sillage des avions. Dans le cas que nous traitons,
nous n’avons pas de vortex de ce type, et il s’agit uniquement d’un champ de vent “naturel”.
L’ensemble de la campagne de mesures a été réalisé & plusieurs élévations et plusieurs azimuts,
de telle sorte que nous ayions une couverture volumétrique de ’atmosphére. Une vélocimétrie de
I’élément de volume considéré permet de mettre en évidence un cisaillement de vent. Ce dernier
est un changement brusque du champ de vent entre différentes couches atmosphériques, illustré
par la figure (6.11). Ce graphique montre selon ’altitude des changements dans la vitesse radiale
du vent qui indique des modifications brusques de 'intensité et/ou de la direction du vent.

200 1
150

100

Atitude [m]

=

-5 " 3 2 -1
Cross wind [mis)

F1G. 6.11 — Estimation de la vitesse du vent en fonction de I’altitude pour un azimut donné.
— : Estimation de la vitesse; —— : Intervalle de précision de ’estimation

Nous utilisons la segmentation Doppler pour dresser une carte des turbulences & partir des

4Centre Allemand d’Aérospatiale, http ://www.dlr.de
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données acquises & une élévation donnée et pour différents azimuts. Nous traitons une image
constituée de 32 azimuts, chaque rafale étant constitué de 128 cases distances (résolution de 75
m), soit un ensemble de 4096 observations. Nous avons & notre disposition 64 récurrences ce qui
nous permet pas de ne pas régulariser I’algorithme de Burg pour I’analyse haute résolution (pour la
segmentation). Comme dans l’exemple précédent sur données simulées, nous utilisons 5 coefficients
de réflexion comme a priori pour décrire la complexité de la dynamique des turbulences. L’examen
des cartes distance-Doppler permet de mettre en évidence une fluctuation des vitesses & I’élévation

considérée (angle de pointage égale a 3,5°) pour différents azimuts, voir figure (6.12).
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(a) Radiale 1

(b) Radiale 16

(c) Radiale 32

F1G. 6.12 — Cartes distance-Doppler (20 x log;,(S(f))) pour 3 radiales pour une élévation de 3,5°
(radiales 1, 16 et 32), pour les cases distances entre 10 et 128.
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N

Pour la segmentation Doppler, nous transformons ’image Doppler & cette élévation en une
chaine par un parcours de Peano, que nous pouvons traiter par les algorithmes par chaine Markov
cachée, en utilisant uniquement ’information contenue dans les coefficiens de réflexion. L’informa-
tion de réflectivité portée par la puissance du bruit o7 n’est pas trés discrimante dans ce contexte,
parce que les densités spectrales ont sensiblement les mémes maxima et amplitudes en distance et
en azimut, comme le montre les spectres de la figure (6.12)). Malgré 'utilisation de deux modéles
différents et deux types d’information distinctes & savoir i et (||u], 1)), nous obtenons les mémes

segmentations (& quelques pixels prés) pour 6 classes voir figure (6.13).

Classe 1
Classe 2
Classe 3
Classe 4

Classe 5

Classe 6

(b) Cartographie a partir de (&, ||u]])

Fi1G. 6.13 — Cartographies Doppler des turbulences

Comme c’était déja le cas pour les données simulées, 'information directionnelle est déja trés
discriminante pour les profils Doppler, et I'information apportée par la norme ||u| ainsi que la
dépendance spatiale estimée par le modéle CMCa, (les 6 classes ont une dépendance conditionnelle
significative, puisque nous avons des coeflicients py; pour la copule gaussienne qui sont tous entre
0,5 et 0,7).
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(a) ler CR (b) 2éme CR

(d) 4éme CR

(e) 5éme CR

F1G. 6.14 — Les coefficients de réflexion classées par CMCa et MPM
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(e) Classe 5 (f) Classe 6

FIG. 6.15 — Graphes des spectres moyens (20 x log;((S(f))) sur lintervalle de fréquences [—1, 1].

Les nuages des observations classées en utilisant les informations (||u|, ) sont rassemblées
dans la figure (6.14). Nous pouvons caractériser les classes obtenues en calculant le vecteur u
moyen des observations classées selon l'estimateur MPM, et en représentant le spectre associé
(correspondant au modéle autorégressif d’ordre 5), pour lequel nous avons imposé o7 = 1. Les
6 “densités spectrales moyennes” ainsi obtenues sont représentées en figure (6.15). Comme nous
pouvons le voir dans la figure (6.14), ce sont essentiellement les deux premiers CR qui discriminent
les classes, ce qui est bien représentée dans les spectres moyens, qui se caractérisent par la présence

et la position de deux pics. Nous avons essentiellement 3 profils Doppler distincts & cette élévation :

— Classe 6 : un seul pic situé au doppler 0,

— Classe 1 et 4 : pic principal en fréquence positive et pic secondaire en fréquence négative,
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— Classe 2, 3 et 5 : pic principal en fréquence négative et pic secondaire en fréquence positive.
Les classes 1 et 5 apparaissent comme des classes de transition entre la classe 6 (au Doppler nul)
et les classes 4 et 3 respectivement. Cette remarque est bien en accord avec la variation continue
du spectre et la prise en compte d’'une dépendance spatiale autre que celles des états cachées.
Cependant notre maniére de l'intégrer au modéle de segmentation, n’est pas adéquate pour en
tenir compte. Elle ne permet pas entre autres de faire un “lissage des classes”, c’est-a-dire de
diminuer le nombre de transitions entre classes dans la carte segmentée par MPM, comme dans
le chapitre 4 dans le cas des intensités. La présence de ces comportements différents provient d’un
cisaillement du vent et du fait que le lobe d’énergie émis par le radar s’élargit avec ’élévation
ce qui fait que nous intégrons des signaux venant de plusieurs altitudes, et que nous mesurons
partiellement le champ des vitesses d’altitude supérieur, qui correspond ici au pic secondaire.

En conclusion, nous pouvons constater qu’a partir d’estimation relativement bruitées des CR,
nous pouvons séparer effectivement 3 profils distincts de fouillis Doppler. Sur cette exemple, nous
voyons que les densités spectrales varient continuement en distance, ce qui implique une dépen-
dance spatiale entre les formes de celles-ci et contredit donc I’hypothése d’indépendance condition-
nelle des CMCa-BI. Cependant la complexité des observations que nous manipulons ne permet
pas de bien décrire une dépendance conditionnelle et d’utiliser des modéles CMCa pertinents.
Une extension de ce modéle consisterait donc en 'utilisation de lois de Von Mises bivariées (pour
lesquelles il n’existe pas d’expression connue [107]) permettant de modéliser cette dépendance.
Ce probléme de la modification continue du spectre rend plus difficile la sélection du nombre de
classes : le critére BIC n’a pas permis de sélectionner automatiquement le nombre de classes, de
sorte que nous avons du déterminer nous méme le nombre de classes. Cependant, il est possible de
sélectionner le nombre de classes par BIC de maniére correcte lorsque nous n’avons pas une telle
déformation continue du spectre sur la distance (voir [25] pour la segmentation Doppler de fouillis
de pluie).

6.3 Segmentation polarimétrique

Avant d’introduire la procédure de segmentation polarimétrique, nous rappelons les propriétés
polarimétriques de 'onde électromagnétique, et nous donnons différentes représentations de cette

information.

6.3.1 Principe physique
6.3.1.1 Structure vectorielle

Une onde plane électromagnétique qui se propage dans l’espace est formée de 2 champs vecto-
riels (électrique et magnétique) couplés, mutuellement orthogonaux et variant dans le temps (nous
pouvons déduire le champ magnétique du champ électrique). Nous désignons par 7 un point de
R? et par E(7) le champ vectoriel électrique au point 7. Si * est la direction de propagation de
l'onde, 1’enveloppe complexe du champ électrique s’écrit alors E(7) = Eoeﬁ'? (le champ élec-
trique est perpendiculaire & la direction de propagation). A une position 7 et un instant ¢ donnés,

la direction et I’amplitude du champ électrique sont données par la partie réelle de Eoei(“’”?' k),
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Nous nous intéressons & ’expression du champ électrique dans un repére orthonormal (e, e, €,),
dans lequel e, = ¥ . Nous appelons alors polarisation la nature vectorielle de 'onde plane dans
le plan (en,e,) (en est I'axe horizontal et e, est 'axe vertical), perpendiculaire a la direction de
propagation ¥ . L'onde s’écrit en fonction de Pordonnée z, voir figure (6.16) :

E(z) = En(z)en + Ey(2)ey (6.14)

ot Ej(z) et E,(z) sont les coordonnées complexes de ’onde. Elles ont pour expression

En(2) = Epoet*zeion
E,(2) = Eyet#e®e

F1G. 6.16 — Propagation du champ électrique dans la direction * et ellipse de polarisation dans
—
le plan perpendiculaire & k

Nous pouvons voir alors par cette écriture que le lieu décrit par 'extrémité du vecteur champ
électrique est une ellipse dans le plan (e, e, ). En polarimétrie, cette ellipse est paramétrée par les

angles d’inclinaison ¢ et d’ellipticité x. Ces angles sont définis par les relations suivantes

2EnhoEw
tan(2¢) = ———5cos(dp)

EI%O_ESO
tan(yx) = 2

an

ol §g = 0, — 0y, est la différence de phase entre les 2 composantes, et 2a¢, 2a, sont les longeurs
(resp.) des grand et petit axes de ellipse. Leur interprétation géométrique est donnée par la figure
(6.17). L’angle x caractérise la forme de Dellipse, ainsi que son sens de parcours suivant son signe
(polarisation gauche si y < 0, polarisation droite sinon). Ces angles s’expriment en fonction des
caractéristiques de 1’onde :

sin(2y) = sin(2«)sin(do)
tan(2v)

tan(2a) cos(do)
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L’angle « est défini par tana = gzg

ment. Si la différence de phase ¢ est égale & =5 modulo 27, la polarisation est circulaire, et si do

. En général, nous disons que ’onde est polarisée elliptique-

est nulle, la polarisation est rectiligne.
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F1G. 6.17 — Paramétrisation de 'ellipse de polarisation par angle d’inclinaison ¢ et d’ellipticité x

6.3.1.2 Vecteur de Stokes

L’onde plane de I’eq. (6.14) peut aussi étre représentée par un vecteur g de R* appelé vecteur de
Stokes

9o |Eu|? + |En? |Evol? + [ Enol?
E,1?2 —|E,|? Eol? — |Epol?
N T B A B RN 6.15)
go 2R(ELE}) 2FE0Eno cos(0)
gs QQ(EUE;;) 2EU0E}L0 sin(&)

go est Iénergie totale de l'onde, g1 est la différence entre les énergies polarisées horizontalement
et verticalement, et les entrées go, g3 contiennent l'information de différences de phase entre les
composantes h et v. Dans le cas d’une onde complétement polarisée (ce qui est presque le cas
de l'onde émise par le radar, la dépolarisation étant due aux défauts de I’antenne), nous avons
g8 = g% + g3 + g3. Le vecteur de Stokes est relié au paramétre de ’ellipse de polarisation :

1
cos(21)) cos(2x)
sin(2y) cos(2x)

sin(2x)

g=9o (6.16)



164 CHAPITRE 6. SEGMENTATION DE L’ENVIRONNEMENT RADAR

ol ¢ et x sont les angles d’inclinaison et d’ellipticité. Nous pouvons donc associer & tout vecteur
de Stokes un point de la sphére de rayon go (appelée la sphére de Poincaré) voir figure (6.18). Les
points qui se situent sur I’équateur correspondent & une polarisation rectiligne (car y = 0), quant
& ceux qui sont aux poles, ils correspondent & une polarisation circulaire (x = §). Enfin, le point
(x,%) = (0,0) correspond & la polarisation rectiligne horizontale, et le point (x,%) = (0,%) a la
polarisation vecticale.

=]

0

F1G. 6.18 — Représentation d’un vecteur de Stokes sur la sphére de Poincaré

En revanche, ’onde rétrodiffusée est la somme cohérente des ondes rétrodiffusées par les cibles
élémentaires dans une méme case-distance, qui est donc une variable aléatoire variant au cours du
temps et vérifiant 'inégalité

9% =91 +95+93 (6.17)

Malgré le caractére aléatoire de 1’onde rétrodiffusée, la représentation (6.16) de son état de polari-
sation sur la sphére de Poincaré est toujours valide, car toute onde plane est la somme d’une onde

complétement polarisée et d’une onde dépolarisée (on dit que 'onde est partiellement polarisée).

i ; 4 ot \V9i+93+92
En introduisant le degré de polarisation d = ¥=—-=—=, nous avons :

]
1-d d
0 cos(21)) cos(2
= g0 g0 '(1/}) (2x)
0 sin(2v) cos(2x)
0 sin(2x)

L’ellipse de la partie polarisée est appelée état de polarisation de I’onde.
Le vecteur de Stokes moyen peut étre associé & un point de la sphére de Poincaré, correspondant
alors & une ellipse de polarisation moyenne. Les angles d’inclinaison et d’ellipticité sont égaux 4 :
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X = 1arcsin(g—g)
2 90

(4

1
= arctan(g—g)
2 92

6.3.2 La segmentation polarimétrique

La polarisation est une caractéristique de ’onde électromagnétique qui peut étre modifiée par
le milieu dans lequel 'onde se propage et sur lequel elle se réfléchit. Ces modifications permettent
d’acquérir des informations supplémentaires sur ’environnement radar, et particuliérement sur les
éléments fixes qui sont difficiles & caractériser par effet Doppler. Des exemples d’application de
I'imagerie polarimétrique SAR pour caractériser finement I’environnement (notamment la végéta-
tion, mais aussi la géométrie des réflecteurs) sont donnés dans [106]. Nous proposons dans cette
section deux procédures qui utilisent les données obtenues pour une seule voie d’émission, et nous
notons comme précédemment les réceptions Ej, et E,. L’objectif est de réaliser une classification
des fouillis polarimétriques uniquement selon leur ellipse de polarisation (indépendamment de la
réflectivité de la cible) a l’aide de méthode de segmentation bayésienne permettant d’intégrer

I'information spatiale.

Remarque 6.3.1. D’autres méthodes de segmentation utilisent la matrice de covariance entre
les réceptions Ey, et E,, voir par exemple [101, /3], mais les méthodes proposées n’utilisent pas
Uinformation spatiale par un modéle CMCa. Ces méthodes exploitent conjointement 3 types d’in-

formation : l’état de polarisation, le degré de polarisation et enfin la puissance rétrodiffusée.

Ainsi en chaque case distance n, nous calculons & partir des n; récurrences le vecteur de Stokes
g, sur la rafale, et nous en déduisons I’état de polarisation (xn,%,). A partir de la représentation
des états de polarisation sur la sphére de Poincaré, nous proposons un modéle CMCa-BI donc le

noyau de transition est

P(zn+1 |Zn) = p(ajn-i-l |$n )p((Xna wn) |xn+1 ) (6.18)

avec p((Xn,¥n) |Tny1) densité d’une loi de Von Mises-Fisher sur S?, de paramétre (x, & = (x,v)).
Chaque classe est ainsi caractérisée par un état de polarisation moyen et un paramétre de concen-

tration.

6.3.3 Exemple

Nous montrons sur données réelles une application de la segmentation basée sur ’état de polari-
sation. Nous reprenons les résultats présentées dans [25], illustrant les techniques de segmentation
Doppler et polarimétrique sur les données déja traitée dans la section 5.3.3.3.

Nous avons & notre disposition les réceptions sur les voies horizontale et verticale des signaux
radar (aprés émission horizontale), grace auxquelles nous pouvons calculer vecteur de Stokes et
état de polarisation. La rafale considérée comporte 256 cases-distances pour lesquelles nous avons
16 récurrences. Par utilisation du critére BIC, nous sélectionnons une CMCa-BI & 3 classes pour

réaliser la segmentation, dont nous donnons le résultat dans la figure (6.19).
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(a) Répartition des classes le long de la rafale
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(b) Etats de polarisation sur la sphére de Poincaré

F1G. 6.19 — Segmentation des états de polarisation. La sphére de Poincaré est projetée sur le plan
selon la projection de Aitoff-Hammer.

Classe Etats de Polar1§ ation Concentration Localisation
(x, %) en radians

3-12, 15-36, 39-63

1 (00) 80,1 67-71, 81-83, 102-120
12, 1314, 37-38

2 (0,03 -0,02) 3,3 64-66, 72-80, 84-101
121-219, 253-256

3 (-0,05 1,43) 1,7 220-244

TAB. 6.2 — Paramétres estimées.

Les paramétres du modéle permettent d’avoir une caractérisation des classes : la premiére
classe (rouge) est une classe dont la réponse polarimétrique est trés concentrée, et dont 1’état de
polarisation est rectiligne horizontale (i.e. similaire & ’émission). Elle est constituée essentiellement
de la zone de pluie située dans la premiére partie de la radiale (la pluie s’étend des cases 1 & 135,
et 241 & 256)°. Nous retrouvons ainsi que la pluie ré-émet de maniére trés polarisée, et c’est
sa réponse que nous mesurons essentiellement dans les zones ou elle se situe. La seconde classe
(verte) a aussi un état de polarisation moyen rectiligne uniforme, mais a une émission beaucoup
plus hétérogéne : le paramétre de concentration est beaucoup plus faible. Elle comprend la grande

zone de verdure et d’habitat dispersé (sans pluie) a la réponse moins homogene, ainsi que quelques

5T.a segmentation Doppler utilisant 'information  sépare la rafale en trois profils différents : une classe pluie et
deux classes correspondant & des fouillis de sol [25].
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constructions ou reliefs dans la premiére partie de la radiale qui ont des réponses polarimétriques
assez fortes pour “dépasser” la réponse de la pluie. Enfin la derniére classe (noire), qui contient peu
d’observations, est trés dépolarisée et I’état de polarisation moyen est difficilement interprétable.
Cette classe correspond & une zone de hauteur et de relief qui n’a pas de propriété polarimétrique
unique. Les degrés de polarisation moyen des 3 classes sont d; = 0,97, do = 0,87 et d3 = 0, 85, et
viennent confirmer les conclusions précédentes (ils sont une mesure de '’homogénéité temporelle
de la polarisation) de faible homogénéité polarimétrique des classes 2 et 3, et de la trés forte
polarisation de la classe 1.

La segmentation par CMCa-BI et loi de Von Mises-Fisher apparait comme un modéle parti-
culiérement simple qui permet néanmoins de retrouver des comportements trés différents (ainsi
que leur nombre par utilisation du critére BIC), et de les caractériser par une état moyen de
polarisation et une mesure d’homogénéité, tout en étant insensible aux fluctuations d’intensité
(puisque celle-ci n’est pas prise en compte). Comme pour la segmentation Doppler, 1'utilisation
de lois bivariées sur la sphére possédant des marges de type Von Mises - Fisher permettrait d’uti-
liser des CMCa au lieu de CMCa-BI, et donc de détecter et d’exploiter une dépendance spatiale

supplémentaire entre les observations.
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Chapitre 7

CONCLUSION

Bilan

Le travail que nous avons développé s’inscrit dans le cadre de la segmentation bayésienne non-
supervisée des signaux et des images. Nous avons apporté un certain nombre de contributions
A cette approche par l'utilisation d’un modéle original, ce dernier faisant partie de la famille
générale des chaines de Markov couples. Ce modéle permet une meilleure modélisation de la loi
du processus des observations, en prenant en compte la dépendance conditionnelle 4 D'aide des
copules, ce qui fournit entre autres une meilleure description de la fonction d’autocovariance du
processus observé. Malgré la complexité accrue du modéle proposé, les procédures de segmentation
non-supervisée restent rapides. En effet, d’une part nous restons dans le cadre des modéles couples
et d’autre part nous utilisons des méthodes originales d’estimation des paramétres, concues pour
simplifier les calculs, et basées sur la projection de fonctions estimantes.

Nous avons aussi généralisé I'usage des copules aux chaines de Markov cachées multivariées afin
de procéder 4 une meilleure modélisation des lois des bruits qui peuvent étre utiles en traitement
d’image ou du signal. Nous proposons un algorithme simple et rapide d’estimation, fondé encore
sur la projection de fonctions estimantes. Nous avons aussi introduit 1'utilisation des lois T et K
en segmentation d’image et du signal, et nous donnons les formules analytiques de 1’algorithme
EM qui permettent d’en faire ’estimation par maximum de vraisemblance.

Par ailleurs, nous avons utilisé des modes de représentation des informations Doppler et polari-
métrique qui permettent de cartographier ’environnement radar de telle sorte que ces informations
soient utilisées indépendamment de la réflectivité pour la segmentation. Les méthodes proposées
ont été testé sur des données simulées, ainsi que sur des données réelles. Concernant la segmenta-
tion utilisant I'information de réflectivité, nous montrons que la prise en compte de la dépendance
conditionnelle, rendue possibles par les nouveaux modéles proposés, peut constituer une réelle
amélioration. Enfin, nous apportons quelques précisions sur le travail informatique ayant permis
les simulations et expérimentations réalisées dans cette thése. Les programmes ont été développé
en langage MATLAB et C, et implémentent les méthodes d’estimation que nous avons présenté
dans ce mémoire (EM, SEM, IFM-ECI version déterministe et stochastique), les différentes lois
d’émission (SIRV, familles exponentielles, copules) et les modéles CMCa-BI, CMCa et CMCo. Ces
programmes seront intégrés 4 la plate-forme de simulation en cours de développement au sein du
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groupe THALES Air Defence.

Perspectives

Nous identifions essentiellement 3 axes de prolongements possibles qui concernent chacun un
des domaines abordés dans la thése : la statistique, la modélisation en traitement d’image et les
applications spécifiques au radar. Le premier axe est théorique et concerne ’étude des hypothéses
sous lesquelles nous pouvons assurer la consistance des estimateurs obtenus par projection des
fonctions estimantes. En suivant le raisonnement heuristique présenté dans la section 2.5.1, la
nécessité du bon comportement de I’estimateur sur données complétes apparait clairement. L’ob-
jectif est alors de déterminer des hypothéses en termes de propriétés du processus complet sous
lesquelles Dexistence et la consistance d’une racine de la fonction peut étre conservée, pour pou-
voir appliquer ce résultat aux chaines et aux champs de Markov cachés, ou plus généralement aux
processus markoviens partiellement observés. Pour résoudre les fonctions estimantes, nous avons
aussi proposé un algorithme intuitif qui se comporte "bien" dans les applications, mais pour lequel
il manque encore des hypothéses vérifiables pour garantir son existence et sa convergence dans
des situations pratiques. Un prolongement de notre travail est donc le développement de critéres
plus faciles & vérifier pour s’assurer de la convergence de la méthode proposée (ECI). Un autre
prolongement des aspects relatifs & D’estimation des modéles & données manquantes consiste en
le développement de variantes de ECI similaires & celles de I’algorithme EM, telles que l'algo-
rithme Expectation Conditional Mazimization de Meng et Rubin [110] ou l’algorithme Stochastic
Approzimation EM de Delyon, Lavielle et Moulines [51], afin d’accélérer la procédure d’estimation
ou de limiter I'influence de la valeur initiale.

Nous avons développé 1’utilisation des copules dans le cadre des chaines de Markov pour modé-
liser la dépendance conditionnelle, afin de pouvoir utiliser n’importe quelle loi paramétrique pour
les marginales. Nous avons vu dans le chapitre 1 que la modélisation couple pouvait aussi étre faite
dans les champs de Markov : il est donc possible d’étendre la méthode de classification des don-
nées dépendantes développées pour les chaines de Markov cachées (dans le chapitre 4) aux champs
de Markov cachés. La possibilité de prendre en compte d’une part des marginales particuliéres
et d’autre part de choisir des structures de dépendance de champ de Markov spécifiées par co-
pules doit permettre d’améliorer significativement les procédures de segmentation non-supervisée
(comme le montrent déja les travaux de D. Benboudjema dans lesquels la loi des observations
conditionnellement aux observations est un champ gaussien markovien [15]). Il est vraisemblable
que l'estimation par projection de fonctions estimantes et 1’algorithme ECI constitue un moyen
pratique de construire (et d’étudier) un estimateur simple de ces modéles.

Dans le cadre de la modélisation du signal radar, nous avons proposé dans la section 1.3 un
modéle permettant de tenir compte de la corrélation de la texture, tout en garantissant que la loi
marginale des observations appartiennent aux modéles SIRV. Ce modéle peut étre étendu pour la
modélisation d’un environnement hétérogéne, en introduisant une chaine de Markov représentant
les classes, de telle sorte que 1’on puisse utiliser un modéle validé sur les données pour représenter
le signal radar dans les procédures de segmentation. Nous avons proposé dans [27] une méthode
d’estimation des processus cachés (classe et texture) utilisant un algorithme de filtrage particu-

laire. Un prolongement consisterait alors en le développement de I’estimation des paramétres par
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ECI ou EM, reposant sur l'utilisation d’un filtrage particulaire pour calculer les probabilités a
posteriori nécessaires. Ceci permettrait, premiérement, le développement de procédures de seg-
mentation non-supervisée rapides, que ’on pourrait comparer avec la méthode présentée dans
[29] et qui néglige la corrélation de la texture. Deuxiémement, cela donnerait une caractérisation
simple de ’environnement physique sous forme d’une décomposition texture et speckle. Un autre
prolongement concerne 'application de la cartographie & ’amélioration de la détection. Pour cela,
nous avons donné dans la section 6.1.2 différentes exploitations de la carte qu’il serait intéressant
de tester et de comparer sur des données réelles.

Enfin, bien que les travaux de cette thése aient été développés dans le contexte du traite-
ment d’image et du signal, les modéles et méthodes d’estimation que nous proposons, ainsi que
les perspectives de recherche que nous envisageons sont susceptibles d’étre appliquées dans les
domaines ayant déja adopté la modélisation de modéles de Markov cachés et leurs extensions,
comme ’économétrie (avec les modéles a volatilité stochastique [143]) ou la génomique (avec les

modéles markoviens et semi-markoviens [64]).
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Annexe A

Vecteurs Gaussiens Complexes

Les signaux radar sont des variables aléatoires dans C ou C?. Nous rappelons les définitions de
vecteur aléatoire complexe, de circularité! et de vecteur gaussien complexe, utilisées communément
en traitement du signal (voir le chapitre 15 de [98], notamment sur ’adaptation des procédures
statistiques classiques des données réelles aux données complexes). Nous donnons aussi la généra-

lisation complexe des vecteurs sphériquement invariants.

A.1 Généralités

Définition A.1.1. Vecteur aléatoire Complexe
Soient X et Y deux vecteurs aléatoires dans R?, la variable aléatoire Z = X +iY € C? est
appelée vecteur alétoire compleze.
— Si les espérances mx = E[X] et my = E[Y] existent, lespérance de Z est définie par
E[X]|4+iE[Y], et est notée E [Z] ou my.
— Si les espérances E [XXl} , E [YY/} et £ {XY/} existent, nous définissons les matrices Cy
et Sz par

Sz = B|(Z-BlZ)(Z-EBl2)]
(A1)
Cz = E[(Z-E[2)(Z-E[Z)]

L. . " . . Y. Y. ’ .
* désigne lopérateur de transposition-conjugaison (transposition hermitienne), et lopéra-

teur de transposition.

La matrice Cz est toujours semi-définie positive (contrairement & Sz) et est appelée covariance
de Z. Les matrices Cz et Sz peuvent étre exprimées en fonction des matrices de covariance
Cx et Cy des vecteurs aléatoires réels X et Y, ainsi que de leur covariance croisée Cxy =
E [(X — E[X])(Y — E[Y])|. Nous avons

Lyoir [121] pour une discussion de la notion de circularité pour les signaux complexes.
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Cz Cx+Cy+i (C;(y — CXY)
(A.2)

Sy = CX—CY'i‘i(C;(Y"'CXY)

Nous pouvons aussi considérer que le vecteur complexe Z = X + ¢Y est un vecteur aléatoire réel

’

Z = (X / Y,) a valeurs dans R2¢, obtenu en concaténant parties réelle et imaginaire. La moyenne
E[X]

de Z est donc mz = ( BY]

) , et sa matrice de covariance se décompose en blocs

Cx Cxy
Cz =
Cyx Cy
Ainsi la connaissance des matrices C'z et Sz est équivalente & la connaissance de la matrice Cz

(qui contient plus d’informations que la seule matrice Cz en général).

Définition A.1.2. Circularité
Un vecteur aléatoire complexe Z est (fortement) circulaire si Z et ¢’®Z ont méme loi, pour
tout 0 € R.

Un vecteur aléatoire complere Z est circulaire d’ordre deux si nous avons Sz = 0.

Ainsi un vecteur aléatoire qui est circulaire d’ordre 2 est telle que

Cxy = —Cyx (A.3)
Cx= Cy '
soit
CZZQ(OXJriny) (A4)

Nous avons donc équivalence de la connaissance de C'z et de la connaissance de C'. La circularité
forte implique la circularité d’ordre 2.

A.2 Vecteurs gaussiens et sphériquement invariants

Définition A.2.1. Vecteur gaussien complexe

Soit Z = X +iY un vecteur aléatoire complexe dans C%. Il est dit normal ou gaussien si Z=

(X, Y/) est un vecteur gaussien de loi N (mZ, CZ)' Nous dirons que Z suit une loi CN(myz,Cy).

Pour un vecteur gaussien, les propriétés de circularité forte et circularité a I'ordre 2 sont
équivalentes. Dans ce cas, sa densité relativement & la mesure de Lebesgue sur R? x R? s’écrit

alors :

1

m exp (— (z—mz)" Cgl (z — mz))

fz(Zl, .. .,Zd) =

Nous pouvons aussi écrire sa densité comme un vecteur de R??, en notant Vk, 2, = xp + iy :
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L 1 ’ / T —mx
Z\Z1y...,2d) = —5 €X —— Tr—mx —my O:l
f2( ) PRV p< 5 (¢ ) (y—my)) C5 (y_my ))

Définition A.2.2. Vecteur complexe sphériquement invariant
Soit Z = X +iY un vecteur aléatoire complexe dans C?. Il est dit sphériqguement invariant si
nous pouvons l’écrire
Z =myz+Ue
avec ¢ ~ CN(0,%), U variable aléatoire réelle telle que U > 0, mz € C?.

Les SIRV complexes sont donc une généralisation des SIRV réels (voir section 4.2). Si nous

adoptons Pécriture Z = my + U~'/2¢, alors la densité de Z est :
2] Y e
fz(a) = [ wlem 9 g(u)du (A.5)
0

qui est la version complexe de I’équation (4.12). Nous avons noté ¢(z) = (z — mz) X7 (z — mz) et
g pour la densité de la texture U. Nous avons C; = E [(Z — E[Z]) (Z — E[Z))*] = E [U~'/?] &.
La loi K complexe a pour densité

a —1 Z %d
fica (mz.3.0) = 250 (M) T, (2t (A.6)
La loi T complexe a pour densité
290 (% + d)[s| z)\ Y
fr(atmz Zo) = DR (14202 (A7)
2
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Annexe B

Processus stationnaires et

coeflicients de réflexion

Les propriétés au second ordre d’un processus stationnaire complexe centré X = (X, )nez
sont décrites par la fonction d’autocovariance définie pour tout n € Z par R(n) = E[XoX;]. Il
est équivalent de connaitre sa densité spectrale S(f) = >, .5 R(n)e*™/ (définie sur le segment
] — 1, 1]). Nous rappelons ici la définition des coefficients de réflexion 1,, que nous utilisons pour
la segmentation Doppler (section 6.2), ainsi que leur lien avec le probléme de prédiction linéaire.
Nous donnons les relations de passage entre ces paramétrages en termes de décomposition de la
matrice de covariance du processus. Finalement, nous rappelons ’algorithme de Burg et sa version

régularisée (développée par Barbaresco [10]).

B.1 Prédiction linéaire

Le probléme de prédiction linéaire du processus X & ’ordre p est la recherche de la meilleure
approximation de X,, (au sens de L?) par X,,_1,..., X,,—p, ce qui revient & chercher le vecteur de
CP atteignant

min
(an,...,ap)ECP

(B.1)

Xn - i aan—k
k=1

! 2
La solution (unique) & (B.1) est notée A, = (a§p> . .a,()p)) eCletol = HX" — 3P a,(cp)Xn_k‘

est la variance de l’erreur de prédiction. Nous notons par extension o = R(0), et les coefficients agcp )

sont appelés coefficients autorégressifs (AR). La prédiction linéaire est équivalente & la recherche
de la projection orthogonale de X, sur I’espace vectoriel engendré par X,,_1,..., X,,—p.

Soient n,m € Z (n < m) et P, », la projection orthogonale sur ’espace vectoriel engendré par
{Xy,..., X} Nous avons donc P,y —1(Xy) = > 04 agcp)Xn,k. Par définition, le coefficient
a](gp ) est le p-iéme coefficient de réflexion, noté p,. Il est aussi appelé coefficient de corrélation
partielle parce qu’il est égal au coefficient de corrélation entre les variables e; = X1 —Pgp(Xy) et

e = Xp11 — P2p(Xpy1) (correspondant aux erreurs de prédiction rétrograde et directe).
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Nous donnons les liens entre les premiers termes de la fonction d’autocovariance (R(n))n>0,
les vecteurs (Ap)p>1 et les coefficients de réflexions (uy,)n>1 sous forme matriciel. Ceux-ci mettent
en évidence les propriétés algébriques des matrices Toeplitz et de la décomposition de Choleski.

B.2 Relations de Passage

Nous renvoyons & [88, 86] pour une présentation détaillée et des applications des algorithmes
permettant de faire le lien entre la matrice de covariance R, (de taille p + 1), les paramétres

autorégressifs A, et les coefficients de réflexion 1 = (p1, ..., fip)-

B.2.1 Prédiction linéaire et autocovariance : R, — A,

Nous pouvons exprimer A, & partir de la fonction d’autocovariance. Pour cela, nous notons
R, la matrice (li’autocovariance (e SDP(p + 1)) du vecteur (Xo,...,X,), et C, pour le vecteur
(R(1) ...R(p)) € CP, pour tout p > 1. Nous supposons que pour tout p, la matrice R, est

inversible. Le vecteur A, est déterminé alors par les équations de Yule-Walker :

R,_14, = G,
(B.2)
R(0)—Cy4, = o2

La relation inverse de (B.2), i.e. le passage des coefficients AR & la matrice R, est donnée par la

formule de Gohberg-Semencul :

_ 1 .
Rt = = (K1K} — K2K3) (B.3)
p
ol nous avons :

o - o _

—af? 1 (0) —a) 0 (0)

Kl = : et K2 = :

: 1 : 0

_—a](gp) —agp) 1_ _—agp) —agp) —aép) O_

B.2.2 Prédiction linéaire et coefficients de réflexion : A, < p

Les coeflicients AR jouent un roéle de pivot entre fonction d’autocovariance et coefficients de
réflexion. Les algorithmes de Levinson direct et inverse sont des algorithmes récursifs permettant

de lier prédiction linéaire avec coefficients de réflexion.

B.2.2.1 Algorithme de Levinson

L’algorithme de Levinson permet de résoudre itérativement les équations de Yule-Walker (B.2)

a partir des CR (1, . . ., tp). Pour tout vecteur z = (z; ... x,)’ € C?, nous désignons par =(~) =
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(xp ... x1)*, le vecteur “renversé” et transconjugué, et Ag est le vecteur vide. Nous avons alors

Ay A
VO<k<p—1, Agp1 = 0 + [kt ) (B.4)
Les puissances d’erreur sont obtenues elles aussi récursivement :
VO<k<p—1, 044 =0p(l = |pril?) (B.5)

B.2.2.2 Algorithme de Levinson inverse

A partir de la seule connaissance du vecteur A, et de aﬁ,

vecteurs Ay pour k < p — 1, et par conséquent tous les coefficients de réflexion (ux)i<r<p—1

nous pouvons retrouver tous les

correspondants. Cette procédure récursive est possible si tous les coefficients de réflexion ont un
module inférieur & 1. Dans ce cas-14, le passage de A, & A,_; se fait de la maniére suivante :

1 1
V1 S k S p— 17 al(cp ) = m(aép) — upa;{)k) (B6)
p

En particulier, le coefficient de réflexion d’ordre inférieur s’écrit :

1 (») »))

Hp—1 = 1— |,Up|2 (ap—l — HpQy

Remarque B.2.1. Siles CR (ug)i1<k<p sont tous de module strictement inférieur a 1, alors le

P (p)

polyndome autorégressif 1 -5, _, ay 27k est & minimum de phase, i.e. toutes ses racines sont dans

le disque unité.

B.2.3 Factorisation de Choleski de R,' : u < R,

Les coeflicients de réflexion sont liés & 1a matrice de covariance, par la décomposition de Choleski

de Iinverse de R,. Nous avons

-1 —1 A%
Ry' =A% 1A

avec

A, = ' et Y, =

a” 1 (0) ot

I ORI o3

La décomposition de Choleski de R, ! est alors R; L=TT* avec T = A3, 12 Nous remarquons

que la derniére ligne de A, est constituée de la suite des coefficients de réflexion.

Remarque B.2.2. Processus autorégressifs
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Lorsque nous supposons que X est un processus autorégressif d’ordre p, le vecteur A, est alors
le paramétre du modéle autorégressif proprement dit. Nous avons alors l’expression de linverse
de la matrice de covariance pour tout n en fonction de ces parameétres, en exploitant le fait que
Vk > p+1, ux = 0. Nous pouvons écrire la décomposition de Choleski de R;,' pour tout n > p :

Vn>p, RP =A%, AX (B.7)
[ 1 1 _ i}
0.2
4, 1 (0) p
.1 (0)
avec A,, = ] ' ety, = o’
. 0 Ap .
(0)
1 g,
L0 0 A1 - °-

B.3 Estimation des Coeflicients de Réflexion

Burg a proposé un algorithme direct d’estimation des coefficients de réflexion qui permet d’avoir
des CR de module inférieur & 1. Cet algorithme a de plus ’avantage d’étre récursif, et de pouvoir
étre modifié pour intégrer une contrainte de douceur spectrale (et diminuer ainsi le nombre de pics

d’interférence dans le spectre).

B.3.1 Algorithme de Burg

Les CR sont déterminés récursivement par minimisation de la somme des puissances des erreurs
JET . ) . . R 2 2

de prédiction directes o'? et rétrogades 02", égales (respectivement) & He;H = || X1 — P2 (X))
d||? _ 2

et ||ed]|” = [1Xp+1 — Po,p(Xps1)l
expression empirique (& partir d’un échantillon x4, ..., zy), lalgorithme de Burg est initialisée

. Si nous remplagons les erreurs rétrogrades et directes par leur

par

d _ d T
ep,n - epfl,n + Nnepfl,nfl
pourp > 1,
T _ T * ,d
ep,n - ep—l,n + Mnep—l,n

2,d

La minimisation de la version empirique des puissances d’erreur o,¢ et aﬁvrdonne Iestimateur

suivant de u,, :

N
N 2 e pi1 Ep 1 1n1
Vp =2, ip = —5 PR
Zn:erl ‘ep—l,n’ + ’ep—lm—l

_ (B.8)
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d
p—1,n

p—1de z, et x,_1. Cela correspond aussi & une version empirique du coefficient de corrélation

ol e et €, 1 ,_1 sont respectivement les erreurs de prédiction directe et rétrograde a I'ordre

partiel entre erreur de prédiction directe et erreur de prédiction rétrograde.

B.3.2 Algorithme de Burg régularisé

Pour chaque entier p, l'algorithme de Burg cherche le coefficient qui minimise l'erreur du
“modéle autorégressif” d’ordre p approchant le vrai processus X. Nous savons que lorsqu’un
processus est effectivement autorégressif, sa densité spectrale est égal & m, ou A,(f) =

P

-7, a,(cp )e=2imkf g régularité de la densité spectrale de X peut étre mesurée alors par
2 2
.y 2 |oa
Vintégrale J2 = f:{/Q ‘%‘ df =Y %_,(27k)? ‘aép)

Pour déterminer des CR correspondants & un spectre autorégressif qui soit lisse, on remplace

la quantité & minimiser dans ’algorithme de Burg

min {U;’d + 0’12)’T} (B.9)
Hp
par la fonctionnelle régularisée [10]
min {ai’d + GIQJ’T + )\JE} (B.10)
Hp

ou A est un hyperparamétre. Cette minimisation a une solution analytique permettant de plus une

estimation récursive :

N ” r 1 —1) (p—1
2 Zn:p-{-l egfl,nepfl,nfl + A(27)? Zi:l k2a1(cp )a;()p—k :

N 2 2 —1 —1 —1
Zn:p+1 ’eg—l,n’ + ‘e;—l,n—ly + )\(27T)2 22:1 k2a§cp )a}(f:k )
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Annexe C

Chaines de Markov

Nous rappelons ici les concepts importants de la théorie des chaines de Markov, et des résultats
connus de convergence. Ces rappels sont basés essentiellement sur les ouvrage de Brémaud [23] et
Particle introductif & la théorie des chaines de Markov de Tierney [105].

C.1 Quelques notations

Soit X = (X,,)n>0 une chaine de Markov & valeurs dans (E, £) espace mesuré. Elle est homogéne
si les probabilités de transition P(X,1|X, ) sont toutes les mémes pour tout n. Le noyau de
transition P(x, A) est la fonction telle que Vo € E,VA € £, P(X,41 € A|X,, =2) = P(x, A).
Trois opérations peuvent étre définies & partir du noyau P

— Opération sur les mesures : si v est une mesure sur (F,£), alors nous notons vP la mesure
définie par vP(A) = [ P(z, A)v(dzx);

— Opération sur les fonctions : si i est une fonction h : F — R, nous définissons la fonction
Ph(z) = [ P(z,dy)h(y) = E[h(X,) | Xo = z];

— Opération sur les noyaux de transition : si () est un autre noyau de transition, nous définis-
sons le noyau de transition PQ(xz, A) = [ P(z,dy)Q(y, A). Si nous itérons 'opération, nous
obtenons P(X,, € A|Xg=x2)=P...P(z,A) = P"(x,A).

La distance en variation totale entre 2 mesures v, et v, utile pour ’étude de la convergence des

chaines de Markov est définie par :

1 —vallpy =2 sup  [11(A4) — va(A)]
ACE

Enfin, si x € E, P, désigne la probabilité du processus X lorsque Px, = ¢,.

C.2 Définitions et propriétés

Nous donnons maintenant les premiéres définitions importantes pour ’étude de la stabilité des

chaines de Markov stationnaires.

Définition C.2.1. Premier temps de retour
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Soit A € £, le premier temps de retour en A est la variable aléatoire T4 = inf {n > 1 : X,, € A}.

Nowus notons 74 = oo lorsque la chaine ne retourne jamais en A.

Définition C.2.2. Irréductibilité
Soit ¢ une mesure de probabilité sur (E,E), une chaine de Markov X est -irréductible (ou
irréductible) si
P(A) >0 = Ve €FE, Py(ta<00)>0

La probabilité ¢ est appelée distribution d’irréductibilité de la chaine.

Une définition équivalente de la p-irréductibilité, utilisant les noyaux de transition et ne faisant

plus intervenir le temps de retour est la suivante

In > 1,V € B, YA tq p(A) >0, P"(z,A) >0

Une condition suffisante d’irréductibilité d’un noyau P est existence d’une densité f relativement

4 ¢ qui soit strictement positive et telle que pour n > 1 :

In>1,Vee E,VAe&, P*(z,A) = / f(z,y)e(dy)
A
11 suffit alors de prouver que le noyau P" admet une densité relativement & .

Remarque C.2.1. Irréductibilité des chaines a espace d’état discret

Pour les chaines de Markov a état discrets, une chaine est dite irréductible si nous avons :
Vz,x', In P*(x,2') > 0

Nous avons alors équivalence entre l’existence d’une probabilité stationnaire qui charge tous les
points de Uespace et Uirréductibilité de la matrice de transition P. Lorsque n est uniforme en
les états, i.e. si In, Vo, o', P"(x,2') > 0, la matrice de transition est dite primitive. Nous avons
alors A primitive si et seulement si la chaine de Markov est ergodique, avec une unique probabilité

stationnaire positive chargeant tous les états.

Parmi toutes les distributions d’irréductibilité que posséde une chaine irréductible, il est pos-
sible de montrer qu’il existe une distribution irréductible maximale, par rapport & laquelle toutes
les autres distributions d’irréductibilité admettent une densité. Les distributions maximales sont
alors toutes équivalentes, i.e. possédent les mémes ensembles négligeables.

L’irréductibilité signifie que tout ensemble de @-mesure non nulle peut étre atteint depuis
n’importe quel point x € E. Il est intéressant de savoir si ces ensembles peuvent étre atteints un
nombre fini ou infini de fois. Cette propriété, qui entraine la définition du concept de récurrence,
s’intéresse aux probabilités des ensembles {X,, € Ais.} = Np>0 Up>n {Xk € A}, ol i.s. signifie

“infiniment souvent”.

Définition C.2.3. Récurrence
Une chaine irréductible (avec distribution d’irreductibilité mazximale 1) est récurrente si pour

tout ensemble A tel que (A) > 0, les deux conditions suivantes sont vérifiées

(i) Yz € E, Py (X, € Ai.s.) > 0.
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(ii) P, (X, € Ai.s.) =1, ¢ — ps.

De plus, une chaine irréductible récurrente est dite positive récurrente si elle posséde une probabilité

inwariante. Dans le cas contraire, elle est dite nulle-récurrente.

Remarque C.2.2. Récurrence des chaines discrétes

Pour les chaines discrétes, la récurrence est définie pour les états. La définition de la récurrence
pour un espace quelconque est alors une conséquence de lirréductibilité de la chaine. Pour une
chaine discréte récurrente, il est équivalent d’étre positive récurrente et de posséder une probabilité

invariante.
Le résultat suivant permet de faire le lien entre irréductibilité et récurrence :

Proposition C.2.1. Soit X une chaine de Markov est irréductible, possédant une distribution
stationnaire w. Alors X est m — irréductible, m est une distribution mazimale et est l'unique dis-

tribution invariante de la chaine. De plus, X est positive récurrente.

La propriété de récurrence positive est suffisante pour avoir I’existence d’une loi forte des grands

nombres :

Théoréme C.2.1. Soit X est une chaine de Markov irréductible de distribution invariante 7, et
[ (E.E) — R telle que Ex(|f]) = [ |f(z)|n(dz) < co. Alors

P, <{%Zf(Xk) — m(f)})) — 17— ps (C.1)
k=1

Pour avoir des résultats de convergence plus fort, il est nécessaire de controler les phénoménes
de périodicité. Nous disons qu’une chaine est cyclique si il existe (E1, ..., E,) partition finie de E,

telle que

VZSP_17 vxEEi—la P(m’EZ):l

La période est le plus grand cycle que la chaine peut décrire. Si la période est égale & 1, la chaine
est dite apériodique. En pratique, il est plus facile de montrer la propriété d’apériodicité forte qui

implique alors 'apérodicité.
Définition C.2.4. Apériodicité forte
La chaine irréductible X, de distribution stationnaire 7w est dite fortement apériodique si
v probabilité sur E, 3> 0,C C Et.q.v(C) > 0etVx € C, VA, P(z,A) > fv(A)
Nous avons alors pour une chaine de Markov X irréductible, avec noyau de transition P et une
distribution invariante 7 un théoréme ergodique pour la chaine X.

Théoréme C.2.2. Convergence en Variation d’une chaine de Markov
Si X est une chaine de Markov irréductible, apériodique, de noyau de transition P et de dis-

tribution stationnaire m, alors
|1P"(z,) = 7()py — 0 (C.2)

pour m — ps tout x.
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Une faiblesse de ce résultat est que la convergence n’est pas assurée sur un ensemble de
m—mesure nulle. Ceci est du au fait que la condition (ii) d’irréductibilité est vraie seulement
presque-sirement. Pour pallier ce défaut, la propriété d’Harris-récurrence a été introduite :

Définition C.2.5. Harris-récurrence
Une chaine irréductible avec une distribution d’irréductibilité maximale v est dite Harris-
récurrente si
VACE,¢Y(A) >0,Ve e E, P, (X, € Ai.o.)=1

En remplacant la condition de récurrence par celle d’Harris-récurrence, les convergences (C.1)

et (C.2) sont vraies pour tout « € E, et plus seulement presque stirement.

C.3 Propriétés de mélanges des chaines de Markov

Lorsqu’une chaine de Markov est irréductible, apériodique et Harris-récurrente, alors nous
avons des lois fortes des grands nombres, pour cette raison elles sont dites ergodiques. Cependant,
cela ne suffit pas pour avoir un théoréme central limite, et il est nécessaire de faire des hypothéses
plus fortes, sur la vitesse de convergence de ||P"(x,-) — 7(-)||;y . Cette derniére est reliée aux
propriétés de mélange des processus stationnaires (section 5.2.2). Une condition de convergence

souvent utilisée est la propriété d’ergodicité géométrique :

Définition C.3.1. Ergodicité géométrique
Une chaine de Markov ergodique, de distribution invariante m est géométriquement ergodique
st il existe une fonction & valeurs réelles M, m — intégrable et une constante 0 < r < 1 tel que

Va, Vn, ||Pn($, ) - 7T(')HTV < M(Q’J)’rn (03)

Une chaine de Markov géometriquement ergodique ayant pour distribution initiale sa distribu-

tion stationnaire 7 est & — mélangeante & une vitesse géométrique :

ay = sup |Pr(Xo€ A, X, €B)—n(A)n(B)|=00"), r<1
ABCE

Le majorant de (C.3) dépend de la valeur initiale, et il est alors souvent intéressant de supposer
que cette vitesse de convergence est vérifiée uniformément sur l’espace des états, ce qui aboutit &

la notion d’ergodicité géométrique uniforme, appelée directement ergodicité uniforme.

Définition C.3.2. Ergodicité uniforme

Une chaine ergodique de distribution invariante m est uniformément ergodique si
dM >0 etr <1tel queve,Vn, ||P"(z, ) —7()|py < Mr"

L’uniforme ergodicité est alors équivalente & la condition de Doeblin' et 4 la ¢ — mélangeance

exponentielle, i.e.

lcondition de Doeblin globale : Jumesure de probabilité,36 > 0, 3¢ < 1,3m,VB C E, u(B) > ¢ =
infaex P(z,B) >§
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On = sup |Pr (X € B|Xo€e A)—n(B)|=00"), r<1
A BCFE

Elle est le type de convergence le plus fort le plus communément utilisé pour les chaines de Markov.
Dans ce cas, la chaine “mélange suffisament rapidement” pour garantir un théoréme central limite :

Théoréme C.3.1. Théoréme Central Limite
Soit f une fonction & valeurs réelles et soit X une chaine ergodique de distribution invariante
w vérifiant 'une des deux conditions suivantes :

1 a chaine est geomeiriquement ergoaique €t i exrisie € > el que $011 TT-1niegraole
i) la chat t géométri t di t il exist 0 tel f27¢ soit m-intégrabl

(ii) la chaine est uniformément ergodique et f est carré m-intégrable

Alors la variance de (f(Xn)),>, est finie et vaut
0} = Br | (f(X0) = 7f)’] +2ZE J(Xo) = = f) (f(Xe) = 7))

De plus, /n(L Y7, f(X,) — nf) converge en loi vers une variable aléatoire normale N(0, o).
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