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Résumé — On considere le probléme de filtrage optimal dans les systémes linéaires gaussiens a sauts markoviens.
Ce probléeme étant NP-complet, différentes approximations ont été proposées, en particulier des algorithmes de
filtrage de Kalman mixte qui utilisent partiellement le filtrage particulaire. Nous proposons deux méthodes
alternatives d’approximation du filtre optimal, qui présentent des formules analytiques et une complexité linéaire en
N, N étant le nombre d’observations. Les résultats de simulations montrent I’existence de situations dans lesquelles
ces méthodes sont compétitives par rapport a certaines solutions classiques fondées partiellement sur le filtrage
particulaire.

Abstract — We consider the optimal filtering problem in Gaussian Markov switching linear systems. This problem is
NP-hard, so a number of approximate methods have been proposed, in particular mixture Kalman filters which are
based partially on particle filtering. We propose two methods for approximating the optimal filter, which are based
on closed-form formulas and have a computational cost linear in N, where N is the number of observations. Some
simulation results provided in the paper show the existence of situations in which the proposed methods prove more
efficient than some of the classical solutions partially based on particle filtering.

1 Introduction

. R est une chaine de Markov ; 1
On considére X' =(X,,..X,), ¥ =(¥,..Y,) ! ’ (1)
: X,=F(R)X, +HR W, ; )
deux processus stochastiques, chaque X, et chaque Y, !
),n = G(Rn )Xn + K(Rn )I/n > (3)

prenant leurs valeurs dans 1’ensemble des nombres réels

R" =(R,,....R 1 h R
SR’Zt : 1( v (’1 v) un proce;susfte. ?;ez aque/l }" ou (W) et (V,) sont des variables indépendantes
rend ses valeurs dans un ensemble fini Q =14,,...,4 ;. , . . ,
P vared ) u ] N A " gaussiennes. Conditionnellement & R", la loi du couple
On suppose que les réalisations de Y," sont observables (X ¥y N) est celle du modéle classique auquel le
N N 1 >71
alors que ceux de Ret X" ne le sont pas. Nous filtrage de Kalman est applicable [2, 6, 7]. Il s’agit donc

la d’une extension « naturelle» au modele a sauts.
Cependant, lorsque R dans le modéle (1)-(3) n’est pas

considérons le probléme de filtrage optimal, au sens de
I’erreur quadratique moyenne, avec complexité linéaire

en N . Dans cet article, nous considérerons que ce o . -
observé, il n’est plus possible de calculer les quantités

bl¢ ist Icul ! t )

Probietiic  comsisie —en - cath P (r”” N ) © p(r" yl”) et E[Xn r, yl”] avec une complexité
n+l A : n n

Ele Fas1s M1 J a partir dep(rﬂ |y, ) et E[Xn s Vi J linéaire(ou méme polynomiale) en N [1,2, 3,5, 10]. 11

existe alors un certain nombre de techniques
d’approximation de la solution exacte, qui peuvent étre
déterministes [3] ou stochastiques [1, 2, 5].

L’objet de D’article est de proposer deux nouvelles
méthodes d’approximation du filtrage exact dans le
modele (1)-(3) et d’évaluer leur intérét en les comparant
a la méthode fondée partiellement sur le filtrage
particulaire [1, 5].

La premicre consiste en remplacement de la loi de
(RIN YN ), dont la forme dans le modele (1)-(3), non

explicite, est a I’origine des difficultés, par la loi d’une

En Dabsence du processus des sauts R on est

confronté a un probléme de filtrage classique qui est
résolu dans le cas des systémes linéaires et gaussiens

par le filtre de Kalman. L’introduction de R, qui peut

s’interpréter comme modélisant les “changements de
régime” du modele classique, présente au moins deux
types d’intéréts :

(1) modélisation des situations dans lesquelles il existe
un nombre fini de stationnarité différentes dans le
modele linéaire gaussien classique ;

(i1) ’approximation des modeéles non gaussiens et non

linéaires par un mélange de modéles linéaires gaussiens.
Le modele probabiliste classique simple définissant la

loi du triplet (X MoRY, YN ) est le suivant:

chaine de Markov cachée classique. Le filtrage exact
dans un tel modele approché devient alors possible et,

les paramétres de la loi p(r,",y,") du couple (RIN YN )
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étant estimés par la méthode ICE [4], nous aboutissons a
une méthode partiellement non-supervisée.

La deuxiéme méthode consiste en remplacement de
p(r",yY) dans le modéle (1)-(3) par la loi d’une
chaine couple « partiellement » de Markov (CCPM [8]).
Comme dans la premiére méthode, le filtrage exact dans
un tel modele approché devient alors possible.

Nous menons une série de simulations visant a
comparer les trois méthodes en présence. Il s’avere que
la premiére méthode améliore 1égérement les résultats
du filtrage partiellement particulaire classique, alors que
la deuxieme peut les améliorer sensiblement.

2 Estimation de la trajectoire cachée

Considérons le systeme (1)-(3). Nous cherchons a
p (rn+l E[X

n+l

yl)et

n+l

rn+1 7y1

de p(rn|yl”) et E[Xn|rn, v, ] Nous pouvons écrire

calculer a partir

n+l

classiquement

p(‘an xn s rn+1 )p(xn rn+1 s yln )dxn (4)

rn+1 H yl” ) = J.p(xnﬂ
R

n+l p(xn+l’yn+l rn+1’y1n)
PX |l Vi )= n =
PO a|ls V1)
n (5)
p(‘xn+1 rrH—l 4 yl )p(yrH-l r/H—l ’xn+l)
Pyt ¥1)

Le calcul de (4) ne pose pas de probléme et I’on obtient
une solution explicite. Le probléme vient du fait que le

dénominateur p(y,.|7,.,,», ) figurant dans (5) n’est pas

calculable avec une complexité linéaire en N.
Cependant,  cette  quantit¢é  serait  calculable
récursivement si le couple (R/,Y,") était une chaine de
Markov cachée classique, dont le graphe de dépendance
est présenté en Figure 1, (b). En effet, on aurait

o PO PO P )
Vo> Vi ) = N = N >
p(rn+1 yl ) p(rn+1 yl )

avec les quantités p(y, .,

PV,

n+l

Vi) P(ra v s et p(r, (v
calculable classiquement. Notre premiére méthode

rn+1’y 1")
calculé comme dans la chaine de Markov cachée
classique. Afin d’effectuer ces calculs on doit disposer
des parametres de la chaine cachée en question ; nous
les estimons par la méthode « Iterative Conditional
Estimation » (ICE [4]), qui est ici modifiée pour
correspondre au caractére adaptatif du filtrage. Nous
obtenons ainsi une méthode de filtrage « partiellement »
non supervisée dans la mesure ou une partie des
parametres nécessaires est estimée uniquement a partir

de la chaine observée Y," .

consiste en utilisation de (5) avec p(y

n+l

Cette démarche peut étre étendue aux modeles plus
généraux, comme les chaines de Markov couples [4], ou
chaines couples partiellement de Markov (CCPM [8]),
dont le graphe de dépendance orienté est présenté a la
Figure 1, (c¢) (on notera que la fléche reliant les y va

directement de y, a y,). Ce dernier modele admet pour
loi

iy )=pli, )ﬁp(m] Doalrovr), ()

n=1

I’appellation « partiellement » de Markov venant du fait

que le couple (R),Y,") est markovien par rapport a
R, mais ne ’est pas nécessairement par rapport a ¥," .
Dans un tel modéle RY est markovien
conditionnellement a Y," et dans le cas gaussien

considéré ici la loi p(y,.,

r..»¥!), qui est gaussienne,

est calculable par des formules analogues a celles
utilisées dans le cas des chaines de Markov cachées

classiques [8]. En calculant p(y,,,|r,.,,»,) dans (5) par

cette démarche définit notre deuxiéme méthode de
calcul approximative de (5).

Notons que d’autres modéles, comme les chaines
semi-markoviennes, pourraient étre utilisées de maniere
analogue en permettant de concevoirautant de méthodes
de filtrage approximatif originales.

N Y YN hz) N bl iz V3
? 7 /L RE i R K i RE RE
X X X3
(@) (b) (©)

Figure 1 : graphes orientés de dépendance. (a) modéle
classique, (b) CMC classique, (¢) CCPM.

Nous comparons nos deux méthodes avec la
méthode approchée utilisant partiellement le filtrage
particulaire  décrite dans [3, 6], Présenté ici
succinctement, son principe est le suivant. Considérons

vi )= plot i ol ) )

n
p(xn’rl

Le probléme est alors de calculer p(xﬂ|rl”,yl” ) et

yl”). Le filtrage de Kalman permet de calculer les

P(rl”

n

n n
"Ly ),eton

parametres des densités gaussiennes p(x
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utilise le filtrage particulaire pour approximer la

probabilité jointe a posteriori p rl"‘ v )
3 Simulations

Soit R une chaine de Markov stationnaire a deux
états (m=2), avec Q= {/11,/12}, on considére qu’elle
est stationnaire au sens strict, avec pour loi initiale
p = (0.5,0.5) pour matrice des transitions symétrique :
p(r2|rl =r, )= 1-p, p(r2 |r1 #, )= p. Le parametre
p définit ainsi la « fréquence moyenne des sauts »
dans un intervalle de temps donné.

Les fonctions F,G ,H et K sont définies par F(4,)=-a,
F(4)=a, G4)=-b, G(4,)=b, et, pour i=12,
H(A)=A,, K(1)=S,. Nous considérons b>0, a >0,
A=A et S #S,.

Nous présentons ci-apres les résultats des simulations
correspondant aux parameétres b =2, a=0.25,
A =01, A,=05,¢et § =05, 5, =1. Le parametres
p prend plusieurs valeurs possibles, et la différence

entre le vrai signal caché x=x et le signal estimé

A , U .
X=x" est mesurée par les quantités — > (x, —%,)°,

n=1
présentées dans le Tableau 1. Nous avons utilisé le
tirage de 250 particules dans 1’algorithme FP, leur
augmentation ~ n’apportant  pas d’amélioration
significative des résultats.

Nous constatons que les résultats obtenus avec les
nouvelles méthodes sont presque toujours de meilleure
qualité que ceux obtenus avec la méthode FP. Cette

derniére donne des résultats comparables lorsque o est

petit, ce qui signifie que les sauts sont rares. Dans
les situations contraires, lorsque les sauts
deviennent plus fréquents la différence des résultats
au profit des nouvelles méthodes devient plus
significative. Certains résultats significatifs sont
présentés dans le Tableau 1 et a la Figure 2,
d’autres simulations effectuées confirment ces
tendances générales. Ces différents résultats
tendent a montrer que la méthode FP éprouve plus
de difficultés a gérer les sauts que les méthodes
proposées.

Tab 1 : les écarts entre le signal simulé et les restaurations
par le filtrage particulaire (FP), la méthode utilisant les chaines
couples partiellement de Markov (CCPM), et celle utilisant les
chaines de Markov cachées (CMC)

P 0.02 0.40 0.80

FP 0.0836 0.1647 0.1873
CCPM 0.0784 0.0874 0.1055
CMC 0.0966 0.1237 0.1263
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Figure 2 : lignes 1-4 correspondent 2 p = 0.02, et les lignes 5-8 correspondent a p = 0.80. (a) : trajectoires simulées des trois
processus ; (b) : restauration par le filtrage particulaire (FP), (c) : restauration par la méthode utilisant les chaines couples
partiellement de Markov (CCPM), et (d) : restauration par la méthode utilisant les chaines de Markov cachées (CMC). La vraie
trajectoire est en continu et les restaurations en pointillés

4 Conclusions

Nous avons proposé deux méthodes originales -
dont une partiellement non supervisée - de filtrage
approché, présentant des formules analytiques et une
complexité linéaire en nombre d’observations, dans
les systémes linéaires gaussiens a sauts markoviens.
Les résultats de simulations présentés montrent
I’existence de situations dans lesquelles ces méthodes
sont compétitives par rapport a celles utilisant
partiellement le filtrage particulaire.
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