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Résumé — Les modeles de variance stochastique (MVS) traitent la variance de la variable observée comme un processus aléatoire
caché. L’estimation de ce processus est un défi car ces modeles ne sont pas linéaires. Notre étude porte sur I'estimation de la
variance stochastique en grande dimension avec une nouvelle approche basée sur la méthode de Laplace. Nous considérons un
MVS et nous comparons, en termes de temps de calcul et de qualité d’estimation, la méthode proposée avec le filtrage particulaire
(FP), qui est une méthode de référence. Nous trouvons qu’en grande dimension, la nouvelle approche fournit un meilleur ratio
qualité/durée de traitement que celui du FP. Cette méthode peut donc constituer une alternative au FP pour des problémes de
filtrage statistique en grande dimension dans les modéles non linéaires.

Abstract — In the stochastic variance models, the variance of the observed variable is assumed to be a hidden stochastic
process. Estimation of the state process in these models is challenging due to their nonlinearity. Our study is about estimating
the stochastic variance in high dimension by using a new filtering technique based on the Laplace approximation. We compare
the new method with the particle filter (PF) in terms of the estimation accuracy and processing time in the framework of a
stochastic variance model. We find that in high dimension, the new method has a better ratio of accuracy per processing time
than the PF. We conclude that this method can be preferred to the PF in the case of high-dimensional filtering in non-linear
models.

1 Introduction la méthode de Laplace, connu comme Laplace-Kalman Fil-
ter, récemment introduit dans [5]. Les filtres gaussiens ap-

Dans les modeles de variance stochastique [1, 2] on consi- pliqués aux problémes non linéaires sont exposés dans [6].
deére que les matrices de covariance d’un processus observé L’originalité de notre étude est de traiter le probléme
sont des réalisations d’un autre processus non observé. de Destimation de la variance stochastique en grande di-
Considérons I'équation générale suivante : mension par les filtres gaussiens fondés sur la méthode
E [YnY;lr X, ] —E[Y.|[X.]E[Y, |Xn]T =3, (X,), de Laplace. Nous trouvons que de tels filtres permettent

d’avoir un meilleur ratio qualité/temps de calcul que celui
du filtre particulaire. La méthode proposée est donc inté-
ressante dans le cadre de son application au probleme de
la gestion du risque d’un portefeuille composé d’un grand
nombre d’actifs.

Ce document est organisé en quatre parties. Dans la
partie 2 nous rappelons les méthodes statistiques que nous
avons utilisées. La partie 3 contient la présentation de ’al-
gorithme de filtrage par la méthode de Laplace dans le
contexte d’un modele de variance stochastique a corréla-
tion constante. La derniere partie est réservée aux expé-
riences.

ou n € IN* est 'indice de temps, X,, € R? et Y,, € R?
sont des variables cachées et observées respectivement et
3, est une fonction qui associe a X, une matrice de co-
variance. On se place souvent dans le cas des modeles de
Markov cachés, c’est-a-dire que (X,,), >0 est une chaine de
Markov, les variables (Y, )n>0 sont indépendantes condi-
tionnellement & (X, ), >0 et chaque variable de (Y, )n>0 ne
dépend que de la seule variable de (X,,),0 ayant Uindice
correspondant.

En général, ces modeles ne sont pas linéaires et 'es-
timation de (X, ),>0 peut se faire soit par linéarisation
du systéme si ¢ = 1 comme dans [3] soit en utilisant des
méthodes de Monte-Carlo séquentielles cf. [4].

Néanmoins, malgré le fait que les méthodes de Monte- 2 Méthodes
Carlo soient asymptotiquement optimales, en pratique elles
peuvent ne pas étre les plus efficaces du point de vue du 2.1 Notations
rapport qualité/temps de calcul. Parmi les alternatives
possibles, on trouve le concept du filtre gaussien basé sur — X ~ p(x) : variable aléatoire X suit p (x);



— Xj.n : variables aléatoire X1, Xo,..., XN ;

— W (m, ) : distribution gaussienne de moyenne m et
de covariance X;

— VJi] : i-éme composante du vecteur V;

— MJi, j] : (4, j)-éme composante de la matrice M

— 1 : vecteur colonne vérifiant Vi, 1[i] = 1;

— ||x = y||p : la distance de Mahalanobis entre x et
y induite par une matrice réelle symétrique définie
positive P, [[x —y|lp & /(x—y) T P(x—y);

— det M : le déterminant d’une matrice M ;

— (V) : matrice diagonale qui vérifie Vi, D(V)[i,i] =
VIil;

— Vf(x) gradient d’une fonction vectorielle f en x;

— V2f(x) hessienne d’une fonction vectorielle f en x;

— A o B : produit de Hadamard des deux matrices de

mémes dimensions : Y(7, ), AoB[i, j] "< A[i, j1Bl[i, j].

2.2 Filtre particulaire

Considérons un modele de Markov caché général sui-
vant :

Xont1 ~ P (Xnt1[%n);
Yn Np(Yn |Xn)7

oun € N*, X,, € RP et Y,, € R? sont des variables ca-
chées et observées respectivement, les distributions dans (1)
sont données.

Nous considérons les méthodes de filtrage particulaire
qui sont des méthodes d’échantillonnage d’importance sé-
quentielles avec rééchantillonage (Sampling Importance
Resampling). Ces méthodes sont couramment utilisées en
pratique et consistent a répéter la procédure suivante,
pour tout n >0 :

X%m)) ;

iffﬂ) ;

3. Obtenir {ngrz)l}ISmSM en tirant M particules de

(m)
n+1 ~ P Xn+1

2. Pour m =1: M, calculer wgﬂ =p <Yn+1

1. Pour m =1: M, tirer X

{islm+)1}1§m§ M avec les probabilités proportionnelles

A {w( men
15 (m)
4. Approcher E [X,, 41 [Yimy1] par 57 >0 X,
m=1

Dans l’algorithme présenté, M > 0 est le nombre de
particules utilisées par le filtre particulaire.

2.3 Filtre gaussien

Nous remarquons que le FP approche la densité de fil-

(m)

M
trage p (X, [y1:n ) Par 27 > 8(x, =xn ). Un filtre gaus-
m=1

sien approche p (x,, |y1.n ) par une distribution gaussienne

p(Xn |Y1:n) ~ '/V(ﬁnan)a (2)

oll X, et P,, sont calculés récursivement pour tout n > 0.

L’approximation (2) est exacte dans le cas ou le sys-
téme (1) est linéaire gaussien et le filtre de Kalman permet
de calculer la densité de filtrage.

2.4 Méthode de Laplace

Soit f une fonction R* — R deux fois dérivable, convexe,
qui admet un minimum en xg. Le principe de la méthode
de Laplace est d’admettre que seuls les points du voisinage
de x( contribuent de facon significative a l'intégrale

I= /exp ( - f(x))dx. (3)

Par application du théoréme de Taylor, f(x) — f(xo)
s’écrit au voisinage xg comme suit :

1
V£ (x0)(x = x0) + 311 = Xol[2 ) + 0 I1x = X013 s0x0 )

ot [[x =032 (xp) = (x—x0) " V2f(x0)(x—x%0). Sachant
que X est le minimum de f, V f(xq) = 0, donc

1
) =~ f(x0) + 511% = %0[[32 5 x,): (4)

et 'approximation de (3) correspondante est

1
~oxp (= £00)) [ oxw (= I olfasia ix =

(27‘(‘)d/2

exp ( — f(x0)) 7 )
(det VQf(xo))
En combinant (4) et (5), nous remarquons que
1/2
det V2 f(x0)
1 1
7o (—100) = ( e (gl

donc la méthode de Laplace peut étre interprétée comme

approximation de la densité proportionnelle & exp (— f (x))

par /V(xo, (VQf(xo))_l).

3 Filtrage dans un modele de va-
riance stochastique

3.1 Modele de variance stochastique

Soit d € IN* la dimension de I'espace d’états, S € R*4¢
une matrice de corrélation, c¢’est-a-dire une matrice réelle
symétrique définie positive dont les coefficients diagonaux
sont égaux a 1. Soit (X, ),>0 un processus gaussien mar-
kovien dans R? défini par :

Xy ~ N (mg, 3o);
X1 ~ N (FX, +a,Q).



Définissons, pour tout n > 0, le vecteur v(X,,) et la ma-
trice 3(X,,) par :

v(X,)[i] = exp (%Xn M) V1 <i<d; (Ta)

2(X,) = 9(y(xn)) Sz (u(xn)). (7h)
Le processus (Y,,)n>0 est défini par :
Y, ~ /V(O, z(xn)) (8)

Le modele (6)-(8) de (X, Yy )n>0 est considéré comme
étant un modele de Markov caché.

Pour tout n > 0 et pour tout 7,1 < ¢ < d, la variance
de Y, [¢] conditionnellement & X,, est exp(X,[¢]) et la ma-
trice de corrélation de Y,, conditionnellement a X,, est S.
C’est donc un modele de variance stochastique a corréla-
tion constante.

3.2 Filtrage basé sur la méthode de La-
place

Nous considérons I'approximation (2). Alors, la den-
Sité p (Xn+1 |Y1:n ) est gaussienne, car la densité de transi-
tion (6b) est gaussienne. Nous avons donc :

exp ( — Hlxn+1 — )A(;’Llﬂiriu )

(9)

P (Xnt1 [y1m) = 1/2
(27r)d/2(det Pn+1|n)

avec

~—

X1 = FXp + &
Pn+1|n = FPnFT +Q.

De maniére équivalente, (9) s’écrit :

1 S— 2
logp (Xp41 Y1) = —§\|Xn+1 - X”+1HP11 + const.

In

La distribution p (yn+1 |Xn+1) du modele (6)-(8) est :

exp ( - %y;'l—+12(xn+1)_1yn+1)

P (Ynt1[Xnt1) = 172
(2m)d/2 ( det E(Xn+1))

Nous avons, d’apres (7b) :

S(xpp1) "L = 9(V(xn+1)>_1S_1@(V(xn+1))_1.

Soit le vecteur colonne t,,41(X, 1) dans R¢ défini par :
. 1 . . .
tn-i—l(xn—i-l)[z] = exXp ( - §X7L+1[Z})Yn+1[z] VI S 1 S d7

alors nous avons :
T -1 Tq-1
yn+12(xn+1) Yot+1 = tnp1(Xnt1) ST tnp1(Xnt1)-
Ensuite, nous avons & une constante additive pres,

logp (Ynt1 [Xnt1) =

1/2 1 _
_ 10g (det E(XnJrl)) — §tn+1(xn+1)TS ltn+1(Xn+1).

Nous pouvons simplifier davantage 1’équation précédente
en remarquant que :

(det E(xn+1))1/2 _

Nous avons alors :

(det S)/2 det @ (u(xn+1)).

/2 1
log (det Z(xn+1)) = §1Txn+1 + log(det S)'/2,
et finalement :

logp (Yn+1 [%nt1) =

1 1 _
- §1Txn+1 - itn+1(xn+1)TS 1tn+1(xn+1) + const.

Nous considérons une approximation de p (Xp+1 |Y1:n+1)
par une distribution gaussienne en utilisant la méthode de
Laplace. Sachant que :

p (X7z+1 |y1:n+1 ) xXp (xn-i-l |y1:n )p (Yn+1 |Xn+1 ) s

nous avons :

logp (Xn41 [Y1mt1) =
logp (Xn+1[Y1:n) + 108 P (Ynt1 [Xnt1) + const =
— fa+1(Xn41) + const,
avec la fonction fy,41(X,41) définie par :

1 1 _
frt1(Xnt1) = §1TXn+1 + itn—&-l(xn—&-l)—rs Y1 (Xng1)+

o= (2
— | X, 1 — X 1 .
2” n+ n+1HPn+1\n
Le gradient et ’hessienne de f,11(xp+1) sont respective-
ment

1 1 _
Vfat1(xnt1) = 51 - 59(tn+1(xn+1))s Y1 (K1) +

-1 ~
Pn+1\n (x"+1 - xn+1>
et

1 _
V? fri1(Xnt1) = 19<tn+1(xn+1)) o (S 1tn+1(xn+1)1T)+

1 _ _
Z@(tn+1(xn+1))s 1@<tn+1(xn+1)) =+ Pn}kl\n'

Par application de la méthode de Laplace, nous définis-
sons X,4+1 par une solution de V f,,11(Xn+1) = 0 et nous

avons P, 11 = (VanH(ﬁnH))

4 Expériences

Soit p et ¢ deux réels, nous considérons le MVS (6)-(8),
ol pour tout n > 0 :

P (%Xn; Xp41) = H(0,T);

1 ¢ - ¢ 1 p p

$ 1 - 9 p 1 p
r=|. ER* et S =

: ¢ : P

¢ ¢ 1 p P 1



Les matrices I et S sont définies positives lorsque |¢| < 1
et |p| < 1. La matrice I' peut étre présentée par blocs de
taille d x d :

r— {Fm

' Top

1_‘1,2]
d’ott nous avons g =T 1, my =a =0et F, Q de (6)
sont donnés par les formules classiques du conditionne-
ment gaussien F = I‘gﬁJ‘f& et Q =T2 — FI'; 5. Nous
considérons le cas ou ¢ = 0.5 et p = 0.5.

Nous appliquons la démarche suivante. Nous simulons
une réalisation du MVS de taille N = 1000, puis nous es-
timons la trajectoire cachée Xi.ny par le filtre basé sur la
méthode de Laplace (noté FML) décrit dans la section 3.2
et par le filtrage particulaire FP(M) détaillé dans la sec-
tion 2.2. Les critéres de comparaison entre FML et FP(M)
sont, d’une part, l'erreur quadratique moyenne (EQM) :

N
EQM — Jb;(xn %) (%, — %), (10)

SR

et d’autre part, le temps de calcul moyen (noté Temps)
nécessaire pour traiter une trajectoire Y1.. Ce temps est
mesuré entre I'instant ou le filtre en question recoit toute
la trajectoire Yi.n en entrée et I'instant ou il retourne la
séquence filtrée x1. .

La Figure 1 montre I’évolution de 'EQM des filtres
considérés en fonction de la dimension d pour différentes
valeurs de M.

On introduit le gain en (performance)/(temps de calcul)
du FML par rapport au FP(M) :

G PV [FP )] = ST o] (1)

Sachant que lorsque le nombre de particules M augmente,
le temps de calcul du FP(M) augmente et son EQM di-
minue, nous considérons deux stratégies de choix de M :

M, = min{M € N*|EQM[FP(M)] < EQM[FML]};  (12)
My = max{M € N*|Temps[FP(M)] < Temps[FML]}. (13)

Les résultats sont donnés dans le Tableau 1. Ils indiquent
qu’en dimension d > 25, le FML est plus efficace que le
FP(M) du point de vue du rapport (performance)/(temps
de calcul). La Figure 1 illustre que 'EQM du FP(M) croit
avec la dimension pour tout M fixé, tandis que 1'utilisation
du FML permet une décroissance monotone de 'EQM.
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FIGURE 1 — EQM (10) des estimateurs FML et FP(M) en
fonction de la dimension d pour différents M.

——FP(200)
——FP(500) ~
0.75 FP(1000) ~
——FP(2000) -
——FML /

TABLE 1 - G, [FML//FP(M)] (11) en fonction de la dimension
d, pour M, et Mo.

[ [d=10]d=25]d=50]d=99
M, — choisi cf. (12) 75 500 10t [ 2-10°
M — choisi ¢f. (13) || 350 385 400 700
EQM[FP(M;)] 0.53 0.49 0.48 0.47
EQM[FP(M>)] 0.49 0.50 0.59 0.70
EQM[FML)] 0.53 0.49 0.48 0.47
Temps[FP(M))] 0.08s. | 0.70s. | 20.3s. | 600 s.
Temps[FP(Ms)] 0.20s. | 0.50s. | 0.90s. | 2.70 s.
Temps[FML] 020s. | 0.50s. | 0.90s. | 2.70 s.
G,[FML//FP(My)] || 0.60 1.40 22.6 222
G,[FML//FP(M>)] || 0.92 1.02 1.04 1.49
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