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Résumé – Nous considérons un système linéaire markovien gaussien (X,R,Y), où X un processus réel caché, R une chaı̂ne de Markov
cachée, Y un processus réel observé, et (X,Y) est gaussien conditionnellement à R. Dans le modèle classique “Conditionally Gaussian Linear
State-Space Model” (CGLSSM), le filtrage optimal n’est pas réalisable avec une complexité raisonnable. L’objet de ce papier est de proposer un
modèle, proche du CGLSSM et appartenant à la famille de modèles dits “Conditionally Markov Switching Hidden Linear Models” (CMSHLMs),
pour lesquels le filtrage exact optimal est réalisable avec un complexité linéaire du nombre d’observations. Le nouveau modèle et les algorithmes
de filtrage proposés sont applicables dans toutes les situations où le filtrage approché pour le modèle CGLSSM est utilisé. Des résultats de
simulation sont proposés, permettant de comparer, en termes d’EQM et de temps de calcul, les algorithmes avec des techniques de filtrage
particulaire.

Abstract – We consider triplet Markov Gaussian linear systems (X,R,Y), where X is hidden continuous random sequence, R hidden discrete
Markov chain, Y observed continuous random sequence, and (X,Y) is Gaussian conditionally on R. In the classical “Conditionally Gaussian
Linear State-Space Model” (CGLSSM), optimal filter is not workable with a reasonable complexity. The aim of the paper is to propose a
model, quite close to the CGLSSM and belonging to the general family of models “Conditionally Markov Switching Hidden Linear Models”
(CMSHLMs), in which the computation of optimal filter with complexity linear in the number of observations is feasible. The new model and
related filtering are immediately applicable in all situations where the classical CGLSSM is used via approximated filtering. Simulations results
allow to compare, by means of MSE and computation time, the proposed algorithms with respect to particle filter ones.

1 Intoduction
Considérons trois processus XN

1 = (X1, . . . ,XN ), RN
1 =

(R1, . . . , RN ) et YN
1 = (Y1, . . . ,YN ), où XN

1 et YN
1 sont

à valeurs respectivement dans Rm et Rq , alors que RN
1 est

à valeurs dans Ω = {1, . . . ,K}. Les processus XN
1 et RN

1

sont cachés, alors que YN
1 est observé. Le problème de � fil-

trage optimal � que nous abordons dans cet article consiste en
l’estimation séquentielle de (RN

1 ,XN
1 ) à partir de YN

1 . Plus
précisément, en utilisant les notations usuelles pour les proba-
bilités conditionnelles et les moyennes et variances condition-
nelles, nous cherchons p

(
rn+1

∣∣yn+1
1

)
, E
[
Xn+1

∣∣rn+1,y
n+1
1

]
et Var

[
Xn+1

∣∣rn+1,y
n+1
1

]
à partir de p (rn |yn

1 ), E [Xn |rn,yn
1 ],

Var [Xn |rn,yn
1 ] et yn+1 ; le filtre est alors donné par

E
[
Xn+1

∣∣yn+1
1

]
=
∑
rn+1

p
(
rn+1

∣∣yn+1
1

)
E
[
Xn+1

∣∣rn+1,y
n+1
1

]
.

Ce type de problème est très important en pratique et des
centaines d’articles [1, 2, 3, 4] ou livres [5, 6, 7, 8, 9] traitent
du sujet depuis plusieurs décennies. Dans les modèles linéaires
conditionnellement gaussiens (dits CGLSSM pour �Conditio-
nally Gaussian Linear State-Space Models�), la distribution de
TN

1 = (XN
1 ,RN

1 ,YN
1 ) est obtenue en spécifiant que le couple

(XN
1 ,RN

1 ) a la structure d’une chaı̂ne de Markov cachée et,
conditionnellement à RN

1 , (XN
1 ,YN

1 ) est un système linéaire
gaussien. Ainsi lorsque RN

1 est connu, le problème est résolu

par le filtre de Kalman classique. Cependant, lorsque ce n’est
pas le cas, le problème n’a pas de solution connue avec une
complexité raisonnable et différentes approximations, dont cel-
les utilisant des filtres particulaires [2, 5, 6] ont été proposées.
L’objectif de ce papier est d’introduire un modèle alternatif,
appartenant à la famille des modèles linéaires à saut condition-
nellement markoviens (dits CMSHLM pour
� Conditionally Markov Switching Hidden Linear Models �

[10], et pour lequel il est possible de proposer des algorithmes
de filtrage optimal qui soit rapide et exact. Il est important
de noter que le modèle alternatif proposé est très proche du
modèle classique CGLSSM et peut être utilisé dans des situa-
tions identiques.

Plus précisément, un CGLSSM TN
1 = (XN

1 ,RN
1 ,YN

1 ) est
donné par la distribution p (x1, r1,y1) de (X1, R1,Y1) et par
les transitions p (tn+1 |tn ) vérifiant

RN
1 markovien avec p (rn+1 |xn

1 , r
n
1 ,y

n
1 ) = p (rn+1 |rn ) ; (1)

Xn+1 = An+1(Rn+1) Xn + Cn+1(Rn+1) Un+1; (2)
Yn+1 = Bn+1(Rn+1) Xn+1 + Dn+1(Rn+1) Vn+1, (3)

avec An+1(Rn+1), Bn+1(Rn+1), Cn+1(Rn+1), Dn+1(Rn+1)
des matrices de tailles adéquates dépendant des sauts, et Un+1,
Vn+1 des bruits blancs gaussians indépendants entre eux et tels
que pour tout n = 1, . . . , N−1, (Un+1,Vn+1) est indépendant
de Tn

1 = (Xn
1 ,R

n
1 ,Y

n
1 ). Dans un tel modèle, les distribu-
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tions marginales p (xn, rn,yn) sont, dans le cas général, des
mélanges de distributions gaussiennes avec un nombre de com-
posantes croissant de manière exponentielle avec n.

Nous proposons deux contributions :
1. Nous modifions le modèle CGLSSM en remplaçant

Cn+1(Rn+1) par Cn+1(Rn+1
n ) de manière à ce que,

dans le modèle modifié, les lois marginales p (xn, rn,yn)
soient telles que p (xn,yn |rn ) sont gaussiennes. Alors
la forme générale des lois marginales p (xn, rn,yn) ne
varie pas avec n. Notons cependant que les paramètres
peuvent varier avec n, il ne s’agit donc pas de la sta-
tionnarité. De tels modèles nous semblent mieux adaptés
aux applications ; en effet, dans le modèle ci-dessus ces
mélanges deviennent de plus en plus riches, et donc la
forme des marginales dépend du début de l’observation ;

2. Nous associons avec le modèle modifié, appelé Modèle
¬, un nouveau modèle, appelé Modèle ­, qui est très
� proche � (dans un sens qui sera précisé) du Modèle
¬ et qui permet un filtrage optimal rapide (complexité
linéaire en temps). Cette dernière propriété est due au
fait que le Modèle ­ fait partie de la famille des modèles
dits � Conditionally Markov Switching Hidden Linear
Models � (CMSHLMs) récemment proposée dans [10].

Dans la suite, nous explicitons le filtre et proposons des si-
mulations illustrant la � proximité � des deux modèles.

2 CGLSSM et CMSHLM associé
Considérons un CGLSSM défini par (1)-(3). Soit ΓX1(r1),

. . ., ΓXN
(rN ) une suite de matrices de covariance donnée. Con-

sidérons le Modèle ¬ défini par

RN
1 vérifie (1); (4)

Xn+1 = An+1(Rn+1) Xn + Cn+1(Rn+1
n ) Un+1 (5)

avec Cn+1(Rn+1
n ) CT

n+1(Rn+1
n ) = ΓXn+1

(Rn+1)

−An+1(Rn+1) ΓXn
(Rn) AT

n+1(Rn+1); (6)
Yn+1 = Bn+1(Rn+1) Xn+1 + Dn+1(Rn+1) Vn+1. (7)

Sachant que (5) implique

ΓXn+1
(Rn+1) = An+1(Rn+1) ΓXn

(Rn) AT
n+1(Rn+1)

+Cn+1(Rn+1
n ) CT

n+1(Rn+1
n ),

nous notons, grâce à (6), que la suite ΓX1
(r1), . . ., ΓXN

(rN )
est la suite des matrices de covariance des lois p (x1 |r1 ), . . .,
p (xN |rN ).

Posons Zn = (Xn,Yn)T et Wn = (Un,Vn)T . En repor-
tant Xn+1 donné par (5) dans (7), (5)-(7) s’écrivent

Zn+1 = A¬
n+1(Rn+1) Zn + B¬

n+1(Rn+1
n ) Wn+1, (8)

avec A¬
n+1(Rn+1) et B¬

n+1(Rn+1
n ) données par

A¬
n+1(Rn+1) =

[
An+1(Rn+1) 0

Bn+1(Rn+1)An+1(Rn+1) 0

]
(9)

B¬
n+1(R

n+1
n ) =

[
Cn+1(R

n+1
n ) 0

Bn+1(Rn+1)Cn+1(R
n+1
n ) Dn+1(Rn+1)

]
(10)

Nous définissons comme Modèle ­ associé au Modèle ¬, le
modèle défini par

Zn+1 = A­
n+1(Rn+1

n ) Zn + B­
n+1(Rn+1

n ) Wn+1, (11)

avec
— Les matrices A­

n+1(Rn+1
n ) données par

A­
n+1(Rn+1

n ) =

[
An+1(Rn+1) 0

0 En+1(Rn+1
n )

]
(12)

et En+1(Rn+1
n ) = Bn+1(Rn+1) An+1(Rn+1)

ΓXnYn
(Rn) (ΓYn

(Rn))−1 ;
— Les matrices B­

n+1(Rn+1
n ) définies de manière à ce que

les matrices de covariance ΓZn+1
(Rn+1) soient iden-

tiques dans les deux modèles, ce qui s’écrit

ΓZn+1(Rn+1) = B­
n+1(R

n+1
n ) (B­

n+1(R
n+1
n ))T

+A­
n+1(R

n+1
n ) ΓZ¬

n
(Rn)(A

­
n+1(R

n+1
n ))T .(13)

Ainsi B­
n+1(Rn+1

n ) est donné récursivement par
ΓZ¬

n+1
(Rn+1) et A­

n+1(Rn+1
n ).

La proximité des deux modèles se traduit par le fait que les
lois gaussiennes p (xn |rn ), p

(
yn+1 |rn+1

)
, p
(
xn+1
n

∣∣rn+1
n

)
,

p
(
xn+1,yn

∣∣rn+1
n

)
, p
(
yn+1
n

∣∣rn+1
n

)
, p (xn,yn |rn ) et

p
(
xn+1,yn+1 |rn+1

)
sont identiques pour tout n = 1, . . . , N ,

et seules les lois p
(
xn,yn+1

∣∣rn+1
n

)
sont différentes. Cette

propriété vient du fait que, en posant

ΓZn
(Rn) =

[
ΓXn

(Rn) ΓXnYn
(Rn)

ΓYnXn
(Rn) ΓYn

(Rn)

]
,

la matrice de covariances Γ1
Zn+1Zn

(Rn+1
n ) vaut

Γ1
Zn+1Zn

(Rn+1
n ) = A¬

n+1(Rn+1)ΓZn
(Rn) =

[
α β
χ1 δ

]
Γ2
Zn+1Zn

(Rn+1
n ) = A­

n+1(Rn+1
n )ΓZn

(Rn) =

[
α β
χ2 δ

]
avecα = An+1(Rn+1)ΓXn(Rn), δ = Bn+1(Rn+1) β,χ1 =
Bn+1(Rn+1) α, β = An+1(Rn+1)ΓXnYn

(Rn) et

χ2 = δ ΓYn
(Rn)−1ΓYnXn

(Rn)

Aussi, par construction, la loi markovienne de RN
1 est la

même dans les deux modèles.

Montrons maintenant que le Modèle ­ fait partie de la fa-
mille de modèle CMSHLM proposée dans [10], ce qui rend le
filtrage rapide, avec une complexité linéaire en temps, possible.
Commençons par rappeler la définition de cette famille :

TN
1 = (XN

1 ,RN
1 ,YN

1 ) est markovien avec
p
(
rn+1,yn+1 |xn, rn,yn

)
= p

(
rn+1,yn+1 |rn,yn

)
((RN

1 ,YN
1 ) est alors markovien); (14)

Xn+1 = Fn+1(Rn+1
n ,Yn+1

n ) Xn

+Gn+1(Rn+1
n ,Yn+1

n ) Wn+1

+Hn+1(Rn+1
n ,Yn+1

n ). (15)
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avec Fn+1(Rn+1
n ,Yn+1

n ), Gn+1(Rn+1
n ,Yn+1

n ) et
Hn+1(Rn+1

n ,Yn+1
n ) des matrices et vecteurs aux dimensions

appropriées, et Wn+1 un bruit blanc. p
(
rn+1

∣∣yn+1
1

)
et

E
[
Xn+1

∣∣rn+1,y
n+1
1

]
peuvent être calculées à partir de

p
(
rn+1,yn+1 |rn,yn

)
, Fn+1(rn+1

n ,yn+1
n ), Hn+1(rn+1

n ,yn+1
n ),

p (rn |yn
1 ) et E [Xn |rn,yn

1 ] avec une complexité indépendante
de n selon :

p
(
rn+1

∣∣yn+1
1

)
=

∑
rn

p
(
rn+1,yn+1 |rn,yn

)
p (rn |yn

1 )∑
rn,r∗n+1

p
(
r∗n+1,yn+1 |rn,yn

)
p (rn |yn

1 )
,

E
[
Xn+1

∣∣rn+1,y
n+1
1

]
=
∑
rn

p
(
rn
∣∣rn+1,y

n+1
1

)
(
Fn+1(r

n+1
n ,yn+1

n ) E [Xn |rn,yn
1 ] + Hn+1(r

n+1
n ,yn+1

n )
)
,

(16)
avec p

(
rn+1,yn+1 |rn,yn

)
= p (rn+1 |rn ) p

(
yn+1

∣∣rn+1
n ,yn

)
et

p
(
rn
∣∣rn+1,y

n+1
1

)
=

p
(
rn+1,yn+1 |rn,yn

)
p (rn |yn

1 )∑
r∗n

p
(
rn+1,yn+1 |r∗n,yn

)
p (r∗n |yn

1 )
,

sachant que la distribution p
(
yn+1

∣∣rn+1
n ,yn

)
est gaussienne

de moyenne En+1(rn+1
n )yn et de matrice de covariance

Q4
n+1(rn+1

n ), avec

Qn+1(rn+1
n ) = B­

n+1(rn+1
n )(B­

n+1(rn+1
n ))T

=

[
Q1

n+1(rn+1
n ) Q2

n+1(rn+1
n )

Q3
n+1(rn+1

n ) Q4
n+1(rn+1

n )

]
Le Modèle ­ défini par (1) et (11)-(13) est un CMSHLM

(14)-(15) avec Fn+1(Rn+1
n ,Yn+1

n ), Gn+1(Rn+1
n ,Yn+1

n ) et
Hn+1(Rn+1

n ,Yn+1
n ) définis respectivement par (17)-(19).

Finalement, le filtre optimal dans le système à sauts (5)-(7)
est, pour ΓZn

(rn), p (rn |yn
1 ), E [Xn |rn,yn

1 ] et yn+1 donnés :

1. soit ΓXn+1
(rn+1) et Cn+1(Rn+1

n ) vérifiant (6), calculer
ΓZn

(rn+1) avec (7) et A­
n+1(Rn+1

n ) avec (12) ;

2. calculer Qn+1(rn+1
n ) = B­

n+1(rn+1
n )(B­

n+1(rn+1
n ))T

avec (13) ;

3. calculer Fn+1(rn+1
n ,yn+1

n ), Hn+1(rn+1
n ,yn+1

n ) et
Gn+1(rn+1

n ,yn+1
n )(Gn+1(rn+1

n ,yn+1
n ))T avec (17)-(19) ;

4. calculer p
(
rn+1,yn+1 |rn,yn

)
= p (rn+1 |rn )

p
(
yn+1

∣∣rn+1
n ,yn

)
;

5. calculer p
(
rn+1

∣∣yn+1
1

)
, E
[
Xn+1

∣∣rn+1,y
n+1
1

]
et

E
[
Xn+1X

T
n+1

∣∣rn+1,y
n+1
1

]
avec (16).

3 Résultats expérimentaux
Dans cette section, nous illustrons la � proximité numérique �

des deux modèles grâce à la restauration de données simulées

selon un scénario de poursuite de cible où Rn = {1, 2} repré-
sente le changement des paramètres donnant les lois de proba-
biblité qui décrivent le comportement de la cible. Nous consi-
dérons le cas où XN

1 et YN
1 sont vectoriels (m = q = 2), et

le cas stationnaire pour lequel les distributions de (Zn,Zn+1)
sont indépendantes de 1, . . . , N − 1 dans les deux modèles.
Ainsi An+1 = A, Bn+1 = B, Cn+1 = C et Dn+1 = D,
avec pour Rn+1 = 1

A(1) =

[
0.30 0.05
0.10 0.40

]
,C(1, 1)CT (1, 1) =

[
0.90 0.21
0.21 0.72

]
,

C(2, 1)CT (2, 1) =

[
0.80 0.15
0.15 0.60

]
,B(1) =

[
0.30 0.40
0.40 0.30

]
,

D(1)DT (1) =

[
0.69 −0.10
−0.10 0.69

]
,

et pour Rn+1 = 2

A(2) =

[
0.60 0.20
0.01 0.50

]
,C(1, 2)CT (1, 2) =

[
1.10 0.19
0.19 1.12

]
,

C(2, 2)CT (2, 2) =

[
1.53 0.31
0.31 1.27

]
,B(2) =

[
0.20 0.40
0.40 0.30

]
,

D(2)DT (2) =

[
1.60 0.05
0.05 0.93

]
.

Finalement, la matrice de transition de la chaı̂ne de Markov
RN

1 est donnée par [ 0.98 0.02
0.02 0.98 ].

Chaque expérience consiste en la simulation de N = 1000
données observées (yN

1 ) et de N couples de données cachées
(xN

1 , rN1 ), selon le Modèle ¬ d’une part (série 1), et selon le
Modèle ­ d’autre part (série 2). Les données yN

1 sont alors
restaurées grâce

1. au filtre optimal selon le Modèle ¬, en considérant les
sauts rN1 connus (le filtre est appelé F1-SC 1) ;

2. au filtre optimal selon le Modèle ­, en considérant rN1
connus (le filtre est appelé F2-SC) ;

3. au filtre optimal selon le Modèle ­, en considérant rN1
inconnus (le filtre est appelé F2-SI) ;

4. au filtre particulaire selon le Modèle ¬, en considérant
rN1 inconnus (le filtre est appelé FP1-SI) ;

5. au filtre particulaire selon le Modèle ­, en considérant
rN1 inconnus (le filtre est appelé FP2-SI).

Conditionnellement à rN1 , F1-SC est obtenu par un filtre de
Kalman classique alors que F2-SC est obtenu par un filtre plus
général (modèle de Markov couple), mais pour lequel des é-
quations explicites existent [11, 12]. Enfin, les filtres particu-
laires FP1-SI et FP2-SI [2] ont été mis en oeuvre avec P =
300 particules et un ré-échantillonnage SIR de ces particules
lorsque Neff/P < 0.3 avec Neff la somme des carrés des
poids des particules. Notons que le filtre FP2-SI est une exten-
sion de la technique de filtrage particulaires au cas de modèles
couple [13]. Pour les filtres SI, les sauts sont estimés � en-
ligne �, en maximisant p (rn |yn

1 ) à chaque instant n.
La proximité des modèles et l’efficacité des filtres sont éva-

luées par la moyenne des Erreurs Quadratiques Moyennes (EQM)
de 300 expériences (cf. Table 1).

1. SC signifiant � Sauts Connus � et SI � Sauts Inconnus �.
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Fn+1(Rn+1
n ,Yn+1

n ) = An+1(Rn+1), (17)
Hn+1(Rn+1

n ,Yn+1
n ) = Q2

n+1(Rn+1
n ) (Q4

n+1(Rn+1
n ))−1 (Yn+1 −En+1(Rn+1

n ) Yn), (18)

Gn+1(Rn+1
n ,Yn+1

n ) (Gn+1(Rn+1
n ,Yn+1

n ))T = Q1
n+1(Rn+1

n )−Q2
n+1(Rn+1

n ) (Q4
n+1(Rn+1

n ))−1 Q3
n+1(Rn+1

n ).(19)

TABLE 1 – EQM, taux d’erreur moyens pour les filtres à sauts
inconnus et temps de restauration pour les différents filtres
considérés.

Série 1 Série 2 Temps
F1-SC 0.8097 0.8038 0.0012
F2-SC 0.8138 0.8006 0.0098
F2-SI 0.8192 (21.1%) 0.8072 (20.7%) 0.0282

FP1-SI 0.8153 (26.3%) 0.8097 (26.1%) 2.50
FP2-SI 0.8192 (26.5%) 0.8072 (26.0%) 2.45

4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposé un modèle alternatif
au modèle CGLSSM (1)-(3) permettant un filtrage statistique
optimal, exacte et rapide car faisant partie de la famille CM-
SHLM [10].

Le point important à noter est que le modèle CGLSSM est
généralement bâti à partir de la connaissance des lois
p (xn+1 |xn, rn, rn+1 ) et des lois d’� attache aux données �

p (yn |xn, rn ). Sachant qu’elles sont identiques dans les deux
modèles la justification de l’utilisation d’un Modèle ¬ est im-
médiatement transposable à l’utilisation du Modèle ­ associé.

Comme perspectives, on peut noter l’utilisation des nouveaux
modèles à des fins de lissage [14] ou prédiction [15]. L’intro-
duction des copules dans le nouveau modèle, très utiles dans
les modèles cachés discrets [16], constitue une autre perspec-
tive intéressante.
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