GRETSI 2011, 5-8 septembre 2011, Bordeaux, France, 2011

Filtrage optimal dans les systemes lin€aires gaussiens markoviens a sauts
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Résumé — Nous proposons une extension du modéle linéaire conditionnellement Gaussien markovien et a sauts
markoviens classique, et étendons le filtre particulaire au nouveau modele. Par ailleurs, nous considérons une sous
famille de modéles appartenant a cette extension dans laquelle un filtrage optimal est possible, malgré la présence
des sauts, avec une complexité linéaire en temps. Des simulations montrent 1’intérét de cette sous famille de par sa

rapidité.

Abstract — We propose an extension of the classical conditionally Gaussian Linear State-Space Model (CGLSSM)
and adapt particle filtering to this new model. We consider a subset of this family in which exact optimal filtering is
workable with complexity linear in time, in spite of the presence of switches. Computer experiments show the
interest of this family of models, especially in terms of computational cost.

1 Modéle conditionnellement de Markov
couple gaussien (MCMCG).

On  considére  trois  processus  stochastiques

XY =(X,, X)), R =(R,,...R,), et

Y =(Y,,...7,).

valeurs respectivement dans R™ et R, alors que le

Les processus X' et Y" sont a

processus R est a valeurs dans un espace fini des
«sauts » S={1,..,K}. Les processus X" et ¥ sont
cachés et le processus Y," est observé. On supposera
tout au long de cet article que le couple (X',¥,") est
gaussien conditionnellement a R'. Le probléme est
d’estimer séquentiellement (X',R") a partir de Y,".

Plus précisément, on souhaite calculer — ou estimer —
p(ra|y™) et E[X )
E[X

n+l

rn+l’yl

] a partir de p(r,

n+l

r,,y' ], et y . . D’une part, cela donne le filtrage

n

optimal au sens de I’erreur quadratique moyenne et,
d’autre part, cela permet d’estimer, par une démarche

bayésienne, la réalisation de R, ce qui donne une

estimation de I’emplacement des sauts.
Dans ’approche classique on considére que R, est une

chaine de Markov et la loi du couple (X/,Y¥")

conditionnelle & R =" est celle d’un systéme linéaire

classique :
XrH—l = a(rn+l )Xn + O-l (rn+l)Un+l; (1)
Yn+1 = 7/'(”n+1 )Xn+1 + 62 (r;1+1 )I//Hl 4 (2)

avec a(r,,,), o,(r,.,), y'(r,,,),et o,(r,,) des matrices
LUV,
vérifiant les hypothéses précisées ci-apres dans un cadre
plus général.

En reportant X

de taille adéquate et U, , . ., V,, une suite

donnée par (1) dans (2) on obtient

n+l

Yn+1 = }/'(rn-#l )a(r)Hl)Xn + y'(rn+l)o-l(rn+l)Un+l +
o,(r,, )V, ; il en résulte que (1) implique I’écriture

n+l?2

forme  matricielle  suivante,

7/(7;1+1) = 7'(rn+1)a(rn+l) et pz (rn+1) = 7"(’”,1+1)0'1(’”n+1) :
Xn+1 _ a(rnﬂ) 0 Xn
Yn+1 - 7/(}:”1) 0 Yn "
|:O-1 (rn+1) 0 :||:Un+1:|
p2 (rVH-l) O-Z(rn+l) I/n+1

Considérons la généralisation suivante de (3). R est

sous la avec

3)

une chaine de Markov et la loi du couple (X',Y")
conditionnelle & R est celle d’un couple vérifiant le

systéme linéaire suivant :

X | a(™y) B | X, N

Y., y(ry s LY,
[al(rf') pl(r,:’“)}{v,,ﬂ}
2, o, (Y |V

avec "' =(r,r.), UV, ...,(U,,V,)" suite des

vecteurs gaussiens indépendant entre eux, centrés, de

“4)



matrices de covariance unité et telle que pour tout

n=1..,N-1, (U,,.V,,)" est indépendant de
(X!,Y,"). Enfin, on suppose que pour tout
n=1,..,N-1 les variables R 6 et (X,6Y,) sont

indépendantes conditionnellement a R .

Un tel modeéle sera dit « Modéle conditionnellement de
Markov couple gaussien » (MCMCQG).

La loi de (X',Y,") conditionnellement & R est alors

celle d’un modele de Markov couple gaussien dans
lequel le couple (X',Y,") est markovien. Dans ce

dernier cas la loi de X' conditionnelle a Y," est
markovienne et ¢’est également le cas de la loi de Y,"
conditionnelle & X" ; cependant, ni la loi de X' ni

celle de ¥," ne sont nécessairement markoviennes.

Cependant, comme montré dans [8], le filtrage de
Kalman exact classique peut étre étendu, en conservant

les mémes avantages en terme de complexité
algorithmique, aux modeles de Markov couples
gaussiens.

Finalement, considérons le cas particulier du modeéle (3)
suivant :

X |_[a@™) G| X, N

Yo 0 3(rJLY,
|:O-1 (l/;:Hl ) /01 (},-n'”'l ):||:Un+li|
XA ER-ACAS] K|

qui sera appelé « Modele (5)», et le cas particulier

®)

symétrique suivant
Xn+1 _ a(’/;;H-l) 0 Xn +
Yool L™ 60 ]LY,
{oz(r:“) pl(r,,"“)}[vm}
PG ER-AGAD] R
qui sera appelé « Modele (6) ». Notons que le degré de
généralité du Modéle (6) se situe entre celle du modele

classique (3) et le modéle MCMCG général vérifiant
4). A R" =r" donné le filtre de Kalman (FK) est

faisable dans les modeles (4), (5), et (6); il est alors
intéressant de se poser la question suivante. Supposons

(6)

que les données sont simulées selon le modele général
(4). On peut alors les filtrer selon trois FKs: celui
utilisant le modele (4), qui donne une erreur quadratique
moyenne (EQM) minimale, celui utilisant le modéele (5)
obtenu & partir du modéle (4) en remplagant y(r""') par

0, qui donne une EQMS, et celui utilisant le modéle (6)

n+l

obtenu a partir du modele (4) en remplacant (") par
0, qui donne une EQM6. Les premicres simulations
présentées dans [3] indiquent que, d’une part, EQMS5 et
EQM6 d’autre part,
augmentations par rapport a EQM semblent acceptables.

sont comparables et, leurs

En revenant au cas ou le processus des sauts R n’est

pas observable, nous avons les propriétés suivantes:

(i) Le filtrage optimal exact avec une complexité
raisonnable est impossible dans le modéle classique (3)
et des approximations, comme celles utilisant le filtrage
particulaire, sont indispensables [2, 4, 5, 6, 7, 10];

(i1) Bien entendu, le modéle MCMCG (4) étant plus
général que le Modele (3), le filtrage optimal exact n’est
pas non plus possible dans le MCMCG ;

(ii1) Le filtrage optimal exact avec complexité lin¢aire
en temps est possible dans le modele (4) [1, 9] ; nous en
rappelons dans la section
suivante ;

(iv) Dans le modg¢le classique (3) et dans le Modéle (6)
le couple (X",R")

(RY,Y™) ne I’est pas ; dans le Modele (5) la situation

la formule principale

est markovien et le couple

est inverse : le couple (R",Y,") est markovien et le

N

couple (X",R") ne Iest pas ;

(v) Dans le modele général MCMCG (4) aucun des
couples (X,R"), (R",Y") n’est nécessairement
markovien.

Dans ce contexte, nous précisons deux contributions.
Nous étendons le filtrage particulaire, couramment
utilisé dans le modele (2), au modele général (4) et
étudions son comportement dans ce nouveau contexte ;
Nous considérons des données générées par le modele
général (4) et étudions deux méthodes de filtrage
« approximatif ». La premicre est le filtrage particulaire
mentionn¢ dans le point (1) ci-dessus. La deuxiéme
consiste a considérer un mod¢le (5) obtenu a partir du
modele (4), qui a servi pour générer les données, en
mettant y("")=0.

2 Filtrage particulaire dans le MCMCG

Considérons le modele MCMCG vérifiant (4). Nous
présentons briévement dans cette section une extension
du filtrage particulaire utilis¢é dans les modeles

classique (3) au modele MCMCG. Le probléme vient

du fait que la loi p(r,,|y!"") ne peut pas étre calculée

+1

récursivement et doit étre approchée. La méthode

brievement décrite ci-dessous est une extension
relativement directe de celles proposées dans les

modeles classiques dans les références [1, 5].



est donné. La loi de (X',Y,")
est alors celle d’une chaine de

Supposons que R =r"

N

conditionnelle & R" =1,

Markov gaussienne couple; il en résulte que
ntl | ontl ntl o on
POx, ) D)

et y,, en utilisant le FK généralisé a modéles couples,

) est calculable a partir de p(x,

comme proposé dans [8]. Par ailleurs, nous avons la

n+l

y'") a partir de

n+l

formule suivante, qui donne p(r

pe |y et 3.,

n+ n+ p(yrz+ r’”l,y”)p(rn+ rn) n n
p(r |y = e (R ) =
P(Y,aly)
n+l n (7)
p(yn+lrl ’yl )p(rn+lrn) n n
l p(r|y))
E Py P r) P )

"1" +1

L’égalité (7) est alors utilisée séquentiellement pour

approcher p(r,,|y/"") par un ensemble de masses de

+1

Dirac pondérées, selon la technique classique du filtrage
particulaire. Pour commencer, p(rl"| y') est approché

avece

Py =py (1

yf)=Nip Zé{r;“'} ®)

ou N, est le nombre de trajectoires

, simulées.

Connaissant p(rl”| v, p(x, | y,') est donné par

pee =Y pG PGl )

rl]\

Reportant (8) dans (9) on obtient

Np

n ~ n 1 n,i n
PO by, ey == Y ps . (10)

Pin

n

S
7Lyl , pour ie{l,.. N },

1V,

Précisons que les parametres des lois p(y,.,

Ul

dans (7) ceux des lois p(x,

dans (10) sont calculés séquentiellement par le FK
classique [8].

3 Filtrage exact dans le mode¢le approché

) et
r,yi ], et

calculer

p (rn+1

Le probleme est de
o w), ELX,

E[Xn+1 rn+1’y1
yn+l . La 101 p(rn

] a partir de p(r,

n+l

¥I™) est obtenue a partir de p(r, | i)

+1
et y,, classiquement, en utilisant le fait que (R",Y,")

est une chaine de Markov cachée. Par ailleurs, 1’égalité
(5) implique la possibilité de I’écriture suivante :

X, =ARX, +BRY, +AR™Y, , + DR, (11)

avec AR"™),B(R™),C(R"™), et D(R"") des matrices de

n+l

taille adéquate dépendant de 7 (calculées

classiquement, en utilisant le conditionnement dans le
cas gaussien, a partir de (4)) et W,, ...,W, suite des

vecteurs gaussiens indépendant entre eux, centrés, de
matrices de covariance unité et telle que pour tout
n=1.,N-1, W, _, est indépendant de (X ,R/",Y").
En prenant I’espérance de (11) conditionnelle a
(R,..,Y"")=(r,,,»/"") nous avons, en utilisant le fait que
dans le Modele (5)on a E[X,|r,r .y ]1=E[X,
(Rn+l ’ Yn+l ) et Xn

conditionnellement a (R,Y))):

E[‘X:1+1 rn+1 ’y{ﬁl] = E E[Xn+1

A(rnn-ﬂ )[

+19

,;1,))1"]

(car sont  indépendantes

vy Fs (vt =

E[X, |1, v/ 1p(r, |y ™)1+

rﬂ

B(r"y, +C(r")y, . =

ZE[Xn

A(rnnH) n
E PO yPG,.,

n

B(r,™)y, +C(;™) Y,
ce qui donne le filtre (voir aussi [1, 9]).
Notons

Varl X,

s PP VP, v,)

+
rn’yn)

que le calcul séquentiel de la variance

r,,y;], non précis¢ ici faute de place, est

n+l

analogue a celui de E[X |1,

n+l

] ci-dessus.

4 Exemples de résultats

La méthode de référence (MR), optimale, utilise le 7"
simulé. FP est la méthode utilisant le filtrage
particulaire (500 particules), et NM est la « nouvelle
méthode » utilisant le Modé¢le (4). L’erreur, calculée
sur les 50 derniers points, est donnée par

%Jg(xn &)

s 1 N N N
On considére une (X, R, Y")

homogene avec deux sauts possibles. La chaine de

chaine triplet

Markov R/, supposée stationnaireet & deux états,
vérifie p(r, =r,)=0.8 et p(ry,#r,)=02. La loi
p(x,y) ‘rIN ) est alors donnée par les lois de

(X,,Y,,X,,Y,) conditionnelle a (R,R,). On suppose



ces lois de moyennes nulles et de matrice de covariance
r A avee ['= 1 b A= a(r,) e(r) ‘
Ar) T b 1 d(r,) c(r,)

a(ry)  pr)

On montre alors que [
y(r) 6(r)

}z AT A", ce qui

donne, en particulier :

d(rz) —bC(I’Z)

s (12

7/(r2):

On considére alors cinq matrices A', ..., A

correspondant aux cinq cas du Tableau 1. Dans tous les
casona a(l)=0.1, a(2)=0.5, ¢(1)=0.4, ¢(2)=0.9,
e(1)=0.75,

aux cinq d,(n,), ...

e(2)=0.33. Les cinq cas correspondent
, di(r,) tels que les y,(ry), ...,
7s(r,) donnés par (12) variant de 0.1 & 0.4 avec un pas
de 0.1.

Tab 1 : comparaisons entre le filter de Kalman utilisant les vrais
sauts (MR, le filtre particulaire (FP), et la nouvelle méthode

(NM)
Cas 1 Cas 2 Cas3 Cas 4 Cas 5
7 10.0 0.1 0.2 0.3 0.4
Erreur quadratique moyenne entre xlN et fclN
MR | 0.0580 | 0.0574 | 0.0539 | 0.0570 | 0.0619
FP | 0.0595 | 0.0596 | 0.0542 | 0.0562 | 0.0642
NM | 0.0588 | 0.0590 | 0.0537 | 0.0554 | 0.0648
Taux d’erreur entre 7" et 7"
MR | 0% 0% 0% 0% 0%
FP | 22.0% | 24.0% | 23.0% | 22.0% 25.5%
NM| 21.5% | 22.5% | 22.5% | 22.5% 24.5%
Temps d’exécution informatique en secondes
MR 0.15 0.14 0.15 0.16 0.12
FP | 123,58 | 113.17 | 156.28 | 152.19 | 113.56
NM 0.49 0.48 0.75 0.66 0.47

On note la bonne robustesse, dans le cadre des
expérimentations présentées, de la nouvelle méthode par
rapport aux parameétres y(r,) : le cas 5 est « extréme »

dans la mesure ou au dela le modele servant a générer
les données n’est plus défini.
On note également le bon comportement des méthodes
FP et MN par rapport & MR, avec un fort avantage de
MN en rapidité d’exécution.

5 Conclusion et perspectives

On note que, dans le cadre de nos simulations, le tres
bon comportement du filtrage particulaire, avéré dans

les modeles classiques (3), est préservé dans le modele
général (4). Par ailleurs la qualité du filtrage, ainsi que
celle de I’estimation des sauts, par la nouvelle méthode
est comparable a celle obtenue avec le filtrage
particulaire. L’intérét de la nouvelle méthode réside
dans la complexité calculatoire, environ deux cent fois
plus rapide que celle utilisant le filtrage particulaire
(pour 500 particules).

D’autres expérimentations sont nécessaires pour
valider I’intérét de la nouvelle méthode, en particulier
dans les cas des données observées et cachées
vectorielles.
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