Original version appeared in Proc. GRETSI, 5-8 Sept. 2011, Bordeaux, France 1

Une extension avec variables latentes du modéle
d’analyse en composantes independantes

Selwa RAFI, Marc CASTELLA, Wojciech PTECZYNSKI

Institut Télécom; Télécom SudParis; Département, CITI; UMR-CNRS 5157
9 rue Charles Fourier, 91011 Evry Cedex, France

selwa.rafi@it-sudparis.eu, marc.castella@it-sudparis.eu
wojciech.pieczynski@Qit-sudparis.eu

Résumé — Cet article traite du probléme de séparation aveugle de sources (SAS) dans le cas d’un mélange linéaire instantané.
Nous étendons le modéle d’analyse en composantes indépendantes (ACI) en un nouveau modeéle ol les sources peuvent étre
dépendantes. Conditionnellement & un processus latent, I'indépendance ou non des composantes des sources est controlée. Nous
proposons une méthode de séparation qui combine: (i) une séparation par ACI classique réalisée sur ’ensemble des échantillons
dont les composantes sont conditionnellement indépendantes, et (ii) une méthode d’estimation du processus latent qui repose sur
une procédure d’estimation conditionnelle itérative (ECI). Des simulations confirment la plus grande généralité de notre modéle
et montrent que notre méthode permet la prise en compte d’'une dépendance partielle des sources.

Abstract — This paper deals with the problem of blind source separation of instantaneous linear mixtures. The Independent
Component Analysis (ICA) model is extended to a new model where the sources can be dependent. Depending on the value
of a latent process, the unknown sources are assumed either mutually independent or dependent. We propose a separation
method which combines: (i) a classical ICA separation performed using the set of samples whose components are conditionally
independent, and (ii) a method for estimation of the latent process using the Iterative Conditional Estimation (ICE) method.
Simulations confirm the great generality of our model and show that our method takes into account a partial dependence between
the sources.

1 Introduction lui ’ACT avec un modéle probabiliste sur les sources. De
maniére stochastique, elles sont ainsi dépendantes ou in-
dépendantes & différents instants. Notre méthode exploite
les sous-échantillons ot les sources sont générées de fagon
«indépendantes. Un processus caché définit les instants ou
les sources sont indépendantes et nous l'estimons grace a
un algorithme d’estimation conditionnelle itérative (ECT).
Enfin, le processus caché est ou bien une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, ou
bien une chaine de Markov.

Dans I’ensemble de article AM(0,X) désignera la loi
gaussienne de moyenne nulle et de matrice de covariance
3, L()) est la distribution scalaire de Laplace définie par le
paramétre A. Nous utiliserons le signe ~ pour indiquer la
distribution suivie par une variable aléatoire et P(r | X; 6)
représente la loi de r conditionnellement & X sous la valeur
0 du paramétre.

La séparation aveugle de sources (SAS) est un domaine
de recherche actif en raison d’un large spectre d’applica-
tions potentielles (audio, télécommunications, biologie,. . .).

Dans le cas des systémes linéaires instantanés multi-
entrées/multi-sorties, la SAS correspond a la technique
d’analyse en composantes indépendantes (ACI), qui est
désormais bien connue [5]. L’hypothése de base de I’ACI
consiste en l'indépendance mutuelle des sources. Toute-
fois, cette hypothése n’est pas toujours nécessaire pour
la SAS et peut étre remplacée par d’autres hypothéses.
A titre d’exemple, dans le cas des mélanges statiques,
les sources peuvent étre séparées si elles sont décorrélées
seulement, & condition que leur non-stationnarité ou leur
couleur puisse étre exploitée. D’autres propriétés telles que
I’appartenance a un alphabet fini peuvent aussi étre utili-
sées [4]. Nous considérons dans ce travail des sources dé-
pendantes mais ne ferons aucune hypothése, ni sur la non- 2 Extension du modéle ACI
stationarité, ni sur la couleur. A notre connaissance, peu
de références ont abordé la SAS dans un tel contexte [1,3], 9 1 Meélange linéaire
bien que l'intérét des sources dépendantes ait été mis en
évidence dans certaines applications. Nous considérons un vecteur observé de taille N, x(t) £

Notre apport est de proposer un modéle qui combine ce- (1(t), ... ,acN(t))T, qui résulte d’un mélange linéaire de
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N signaux inconnus et non observés appelés sources. En
d’autres termes, il existe une matrice A € RY*YN et un

processus & valeurs vectorielles, s(t) 2 (sy(t),...,sn(t))
tel que pour chacun des T échantillons ¢t € {1,...,T} nous
avons :

x(t) = As(t). (1)

Soit X £ (x(1),...,x(T)) la matrice N x T contenant
les observations et S = (s(1),...,s(T)) la matrice N x T
des sources. La matrice A est inconnue, et ’objectif de
la SAS consiste a restaurer S & partir de X. Nous sup-
posons A inversible et le probléme revient donc & estimer
A ou son inverse B, dite matrice de séparation. Une so-
lution connue et appelée ACI [5], nécessite généralement
deux hypothéses : les composantes des sources sont non
gaussiennes —sauf éventuellement une— et sont indépen-
dantes. Avec ces hypothéses, on peut estimer une matrice
B € RV*H telle que y(t) = Bx(t) restaure les sources
4 des ambiguités de permutation et de facteur d’échelle
prés.

2.2 Variables latentes

Dans ce travail, nous proposons un modéle et une mé-
thode qui étendent ACI afin d’affaiblir I'hypothése d’in-
dépendance. L’idée consiste & introduire un processus ca-
ché r(t) qui selon sa valeur & l'instant ¢, controle 'indé-
pendance ou la dépendance des composantes de s(t). Soit

r = (r(1),...,7(T)). On suppose :
Al. Conditionnellement & r, les variables aléatoires vec-
torielles s(1),...,s(T) a différents instants sont in-
dépendantes.

A2. Le processus caché r(t) prend ses valeurs dans {0, 1}
et, conditionnellement & r(t) :

(i) si 7(t) = 0, les composantes de s(¢) sont mu-
tuellement indépendantes et non gaussiennes, sauf
éventuellement une au plus;

(ii) si r(t) =1, les composantes de s(t) sont dépen-
dantes.

Dans un contexte SAS, si le processus r était connu,
on pourrait appliquer les techniques d’ACI en ignorant les
échantillons a des instants ot les sources sont dépendantes.
Plus précisément, soit Zop = {t € {1,...,T} | r(t) = 0}
Pensemble des instants ou les composantes de s(¢) sont
indépendantes. Alors, le sous-ensemble Xo 2 (x(t))¢ez,
de 'ensemble des observations X satisfait les hypothéses
habituellement exigées par les techniques d’ACI. L’idée
de notre travail consiste a effectuer alternativement et de
maniére itérative une estimation de B (correspondant &
A1) et des données cachées r.

2.3 Modéle des sources

Notre méthode est valide quel que soit le nombre N
de sources. Cependant, nous considérons le cas simple de

N = 2 sources, qui correspond également aux données
considérées dans nos simulations. Dans 'hypothése A2(ii),
les composantes dépendantes de S sont générées avec deux
caractéristiques différentes selon les cas étudiés :

— Cas 1 :Soit u le vecteur aléatoire défini par :

a 1 (s1(t) +s2(t)
U= <s1<t> - s2<t>) ' @)

Le vecteur u est alors distribué selon une loi N'(0, o) X
L(A). Les composantes de u sont indépendantes, u; ~
N(0,0) et ug ~ L(A). Un exemple illustratif est donné
figure 1;

(a) (b)

FiG. 1 - (a) Realisation des sources s = (s1, s2) correspondant
au Cas 1 avec A = 9 et 0 = 0.7. (b) Observations x = As
correspondantes.

— Cas 2 : Pour tout t € {1,...,T} : s1(t) = s2(t).
Intuitivement, notre méthode consiste & éliminer ’ensem-
ble du nuage des points dépendants dans les distributions
de la figure 1 et utiliser les données restantes pour une
séparation basée sur ’ACI classique.

3 Estimation des paramétres et seg-
mentation du processus latent

Notons 6 les paramétres & estimer, c’est-a-dire la ma-
trice B et les paramétres qui définissent la distribution de
r. L’ensemble (r,X) est appelé données complétes, tan-
dis que X constitue les données incomplétes. Le modéle
de la partie 2 correspond au cas ol nous ne disposons
que des données incomplétes pour estimer 6. Il est & noter
que 'adjectif aveugle est utilisé pour indiquer que S n’est
pas disponible, tandis que incompléte indique que r est
inconnu.

Estimation Conditionnelle Itérative (ECI)

ECI est une méthode d’estimation utilisée dans le con-
texte de données incomplétes [7,8] et qui consiste & définir
de facon itérative une séquence (é[‘ﬂ)qzlvg,m de valeurs des
paramétres en partant d’une valeur initiale. A chaque ité-
ration [g], les paramétres 60l sont obtenus a partir des
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observations et des valeurs a l'itération précédente [¢ —1].
L’estimation par la méthode ECI nécessite :
— lexistence d’un estimateur & partir des données com-
plétes O(r, X);
~ la possibilité de calculer E{A(r,X) | X;0l7=1} ou de
simuler des réalisations de variables aléatoires selon
la loi P(r|X; gla—1).
La méthode ECI se déroule de la maniére suivante :
— Pour les estimateurs 6; dont on peut calculer I’espé-
rance conditionnelle, I'estimation est donnée par :

A A > la—1]
0l = E{0;(r,X) | X; 6, ) (3)

— Pour les estimateurs éj dont on ne peut pas calculer
I’espérance conditionnelle, un nombre fixé K € N*
de réalisations de r sont tirées selon la loi a posteriori
P(r|X; 6la=1. En notant r®) ces réalisations, I’expres-
sion de l'estimation est donnée par :

1 K

o = =36, X) (4)

k=1
4 Modélisation de (r,S)

Notre modéle est un modéle original qui combine un mo-
deéle statistique de (r, S) avec un modeéle ACT sur (S, X).
Cette combinaison nous place dans un contexte plus géné-
ral que le contexte de la séparation ou de la segmentation :

— dans le cas de la séparation, ’hypothése d’indépen-

dance des sources s(t) du modéle ACI est plus res-
trictive que ’hypothése A2.

— dans le cas de la segmentation, le modéle probabiliste

de (r,X) est posé sans aucune relation particuliére,
c’est-a-dire, sans ’équation (1).

4.1 Modéle pour le calcul de la loi P(r | X; 0)

Le modéle supposé sur (r,S) pour le calcul de la loi
P(r|X;0) est distinct de celui indiqué en 2.3 et remplacé
par une distribution moins informative mais plus robuste
que celle vérifiée par les données.

Dans ’algorithme d’estimation, on suppose que la loi de
probabilité P(r, S) s’écrit de la maniére suivante :

T
P(r,S) = B(r) [[ Ps()|r(1))

Ou P(s(t)|r(t) = 1) est telle que les deux composantes
u;, 4 = 1,2 du vecteur u dans (2) sont distribuées selon
u; ~ $L(N)+1N(0,0). En d’autres termes, lorsque r(t) =
1, chaque composante de u est modélisée par un mélange
de densités de probabilité gaussiennes et de Laplace. La
distribution choisie pour u permet de remédier aux am-
biguités de permutations du modéle d’ACI. Finalement,
lorsque r(t) =0, P(s(¢)|r(t) = 0) est modélisée par une
distribution gaussienne.

4.2 Modéle du processus caché r

Dans la version la plus simplifiée de notre méthode,
r est modélisé par un modéle de Bernoulli i.i.d. Nous
avons donc P(r) = Hthl P(r(t)) avec P(r(t) = 0) = p
et P(r(t) = 1) = 1 — p. Notre méthode peut étre étendue
au cas ou r est modélisée par une chaine de Markov sta-
tionnaire. Dans ce cas, la distribution de probabilité de r
est donnée par : P(r) = P(r(1)) iig P(r(t)|r(t —1)) on
P(r(t)|r(t — 1)) est donnée par une matrice de transition
indépendante de t. Un intérét de la modélisation par une
chaine de Markov réside dans sa plus grande généralité,
tout en ayant la possibilité de calculer P(r | X;6) grace a
Palgorithme forward-backward [6], permettant ainsi ’ap-
plication de la méthode ECI [7].

5 Expérimentations

Notre méthode est une combinaison des deux algori-
thmes ACI et ECI. L’estimateur en données complétes
é(r, X) repose sur I'une des méthodes ACI classiques ap-
pliquée & un sous ensemble des échantillons et que l'on
note ACI dans la description de notre algorithme donnée

ci-dessous.

Initialisation des parametres 01 = (B, pl0]).

Pour ¢ = 1,2, ..., Gmax, répéter :

— caleuler P(r|X;01) et tirer !9 selon cette distribu-
tion,

— définir : f([f] = {t|rld(t) =0} et X([)q] = (‘r(t))tei—([)q]

— Blo+t1l = acr (X9
— mettre A jour les paramétres du processus r.

Dans le cas le plus simple ou r est i.i.d la derniére étape
de l'algorithme décrit ci-dessus consiste a mettre a jour la
valeur estimée de p donnée par pletll = L ST P(r(t) =
0|x(t),0'). On précise donc que nous estimons p par
Pequation (3) tandis que B est estimée par 'equation (4)
avec K = 1.

5.1 Les paramétres des données

Dans nos simulations, le processus r est soit une suite
iid avec P(r(t) = 0) = pet P(r(t) = 1) = 1 — p, soit
une chaine de Markov. Les sources sont générées suivant
le modéle décrit dans le paragraphe 2.3 sur les données
dépendantes et mélangées selon ’équation (1). La ma-
trice de mélange est tirée aléatoirement. Nous compa-
rons la qualité de séparation obtenue par notre méthode
(ACI+ECI) avec celle obtenue par une meéthode classique
d’ACI qui ignore la dépendance des sources. Pour N = 2,
nous présentons les valeurs moyennes sur 1000 réalisations
de Monte-Carlo de I'erreur quadratique moyenne (EQM)
en fonction du paramétre p correspondant i la probabi-
lité d’indépendance des sources. Nous avons choisi ’algo-
rithme Jade [2] comme méthode de séparation classique,



Original version appeared in Proc. GRETSI, 5-8 Sept. 2011, Bordeaux, France 4

et le nombre d’itérations de algorithme ECI a été fixé
empiriquement & ¢q: = 20.

5.2 Variable latente i.i.d.

Dans un premier temps, nous avons testé notre méthode
dans le cas ot le processus r est i.i.d. Sur la figure 2 sont
tracées les valeurs de TEQM en fonction des valeurs de la
probabilité p d’indépendance des sources, sur des données
dont les composantes dépendantes sont générées selon le
Cas 1 du paragraphe 2.3 avec A = v/2 et ¢ = 1. Nous
comparons les différentes méthodes : Jade appliquée sur
X, notre méthode (ECI+ACI) et Jade appliquée sur Xq
noté (Jade+r). Le dernier cas est un cas idéal que nous ne
pouvons appliquer que si nous disposons des données com-
plétes. La figure 2 montre clairement 'efficacité de notre
méthode de séparation pour des valeurs de p supérieures
4 0.3. L’amélioration de la qualité de séparation est net-
tement observée pour des valeurs de p comprises entre 0.4
et 0.9.

Jade

Jada + ICE

Jade+ r

0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1a. 2 — Pour T = 5000 échantillons, comparaison en fonction
de p des méthodes de séparation : Jade seul / Jade+ estima-
tion de r par ECI / Jade + r connu (données complétes). En
abscisse, p = P(r(t) = 0) (sources indépendantes pour p = 1).

Dans un deuxiéme temps, nous avons étudié le cas ot
la distribution a posteriori considérée pour (r, S) est diffé-
rente de celle vérifiée effectivement par les données. L’étude
a été effectuée pour différentes tailles d’échantillon et, pour
une valeur de p égale & 0.5. Les données considérées sont
telles que les composantes dépendantes sont générées selon
le Cas 2. Les distributions supposées pour (r,S) sont les
mémes que pour ’expérience précédente, avec cette fois
A = 5. Les résultats sont présentés dans le tableau 1 et
montrent efficacité et la robustesse de notre méthode vis
a vis d’une erreur de modélisation de (r, S).

5.3 Variable latente de Markov

Nous avons testé notre méthode dans le cas ou le pro-

cessus r est une chaine de Markov stationnaire avec la

matrice de transition (-9 8:3). Nous avons comparé les va-

T Jade Jade + ECI | Jade +r
1000 | 6.0 107 T 5.4 1072 1.310°3
2000 | 6.2 107! 3.0 1072 0.6 103
5000 | 6.4 1071 2.710°2 021073
10000 | 6.3 107! 2.71072 0.110°3

TAB. 1 — Valeurs moyennes de 'EQM pour différentes
tailles de 1’échantillon et pour p = 0.5.

leurs de 'EQM obtenues avec notre méthode “Jade+ECI¢
basée sur le modéle de chaine de Markov cachée pour le
processus r et “Jade+ECI* basée sur un modéle i.i.d pour
r. Les résultats du tableau 2 montrent que la qualité de
séparation est améliorée lorsque ’on prend en compte la
dépendance markovienne du processus r.

T modéle de Markov
1000 1.2 107!
5000 1.1 102

modéle i.i.d.
1.4 107!
2.6 1072

TAB. 2 — Cas ot r est généré selon une chaine de Markov :
EQM pour un modéle i.i.d. et un modéle de Markov de r
dans l'algorithme.
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