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RESUME. Les modéles de mélanges fournissent un moyen pratique mais formel pour la classi-
fication statistique de données. Ce travail introduit des modéles de mélange vectoriels para-
métriques pour lesquels les densités conditionnelles aux classes sont construites a l’aide de
copules. Apres avoir détaillé le principe de la décision bayésienne dans ce contexte, nous abor-
dons les problemes d’estimation non supervisée des paramétres (méthodes EM, SEM et ECI),
en y incluant une méthode de sélection des « meilleurs copules » dans un ensemble fini de co-
pules candidates. Nous traitons enfin des modéles de mélanges multi-échelles, pour lesquels
nous explicitons les algorithmes de simulation, restauration et estimation. Les algorithmes sont
finalement illustrés par quelques résultats de segmentation d’images vectorielles.

ABSTRACT. Probabilistic mixture models provide a convenient yet formal framework for data clas-
sification. In this work, we introduce vectorial parametric mixture models for which the class
conditionnal densities are built upon copulas. After giving details about Bayesian decision in
this context, we turn to unsupervised parameters estimation (EM, SEM and ICE methods), in-
cluding a method for selecting the “best copulas” within a finite set of possible copulas. We next
deal with multi-scale mixture models, for which we furnish algorithms for simulation, restora-
tion and estimation. Algorithms are finally illustrated through the segmentation of images.
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1. Introduction

Notons ¥, ¥, - .-, Y, un échantillon de NV observations a M dimensions, indé-
pendantes et issues d’une méme distribution de densité de probabilité définie par

K
flyim) = m fuly), [1]
k=1

ou 7y, représente la k¢ proportion du mélange, ou encore la probabilité pour que 1’ob-
servation y appartienne a la k¢ sous-population de densité correspondante f, ap-
pelée ke densité du mélange. Ici, K représente le nombre total de composantes et

Eszl T = 1.

Habituellement, les densités du mélange ont une forme paramétrique fi(y) =
fx(y; 0y) connue, excepté le vecteur de parametres 0. Ainsi, [1] s’écrit

K
Fy;0) = i fr(y; 0k). (2]
k=1

Dans la suite, le modele f(y; 0) sera appelé Modele de Mélange (MM) fini paramétré
par @ = (m,01,...,0x). Nous ferrons I’hypothése que le nombre de composantes
K est connu, de telle maniere que seul le vecteur @ doit étre estimé. Aussi, lorsque
nous emploierons le terme de « sélection de modele », il faudra comprendre la sélec-
tion de la forme des composantes, et non la sélection du nombre de composantes du
mélange qui ne sera pas abordé dans ce papier ; le lecteur intéressé pourra par exemple
consulter (Oliveira-Brochado et Martins, 2005).

C’est en 1874 (Pearson, 1894) qu’apparait I’un des premiers modeles de mélange
gaussien dans le cadre d’une étude concernant la théorie de 1’évolution et portant sur
des mesures biométriques réalisées sur un échantillon de 1000 crabes. Plus récem-
ment, des mélanges de distributions de Poisson ont été utilisés pour la tomographie
par émission de positrons (Vardi ef al., 1985), et pour la classification de documents
et la recherche d’informations textuelles (Li et Zha, 2006). On peut également ci-
ter le mélange de distributions de von Mises-Fisher pour I’analyse de données sur la
sphere avec applications a la description de textes et I’expression de génes (Banerjee
et al., 2005). Le lecteur intéressé pourra se référer a (McLachlan et Peel, 2000 ; Titte-
rington et al., 1985) pour un état de 1’art complet sur I’histoire et les applications des
modeles de mélange finis. On consultera aussi avec intérét les textes (FrAl4hwirth-
Schnatter, 1985 ; Bohning et al., 1998 ; Melnykov et Maitra, 2010) portant sur la théo-
rie, les applications et les développements de ces modeles.

Lorsque 1’on considere les MM comme des classifieurs de données, on cherche a
attribuer chaque observation de 1’échantillon a 1'une des K classes. En accord avec
la théorie bayésienne de la décision, cela peut se faire selon le critere du maximum
a posteriori. C’est a dire qu’une observation y,, est associée a la classe qui donne
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la plus grande probabilité a posteriori d’étre issue de ce groupe. Cela est équivalent
a rechercher I’index de la classe correspondant au plus grand 7 fx(y,,), k € Q =
(1, K].

Dans le domaine de la reconnaissance de formes et du traitement d’images, les
MM sont exploités dans différents contextes : ils sont appliqués soit directement sur
les intensités des pixels (mono- ou multi-spectral), soit sur des descripteurs extraits
des images tels des coefficients d’ondelettes pour la segmentation des images textu-
rées (Permuter et al., 2006). On peut également citer 1’utilisation de MM (gaussien
ou plus récemment gaussien généralisé) pour I’estimation du fond dans une séquence
vidéo (Stauffer, 1999), ou bien encore pour la poursuite d’objets d’intérét avec mise
a jour adaptative des informations du mélange au fur et & mesure de 1’évolution de la
scene (mélange gaussien (McKenna et al., 1999), mélange dans le systeme de Pear-
son (Ketchantang et al., 2008)).

Ces modeles donnent parfois des résultats tres intéressants, méme si 1’hypothese
d’observations indépendantes est parfois difficile a justifier en traitement d’images
ou le contexte spatial ou temporel apporte une information primordiale pour la clas-
sification. Récemment, pour pallier a ce probleme sans entrer dans la complexité
des modeles par champs de Markov cachés, des MM spatiallement adaptés ou
contraints ont été proposés dans la littérature (Sanjay-Gopal et Hebert, 1998 ; Sfikas
et al., 2008 ; Nguyen et al., 2012 ; Nguyen et Wu, 2012) ; modeles pour lesquels les
poids du mélange dépendent de la position du pixel dans I'image 7, = 7y, 5.

Le modele de mélange le plus populaire reste celui composé de distributions gaus-
siennes. Outre la fréquence des données gaussiennes observées, le succes du Modele
de Mélange Gaussien (MMG) s’explique par sa simplicité de mise a oeuvre grice a
la possibilité d’écrire des formules explicites de ré-estimation des parametres dans le
cadre de I’estimation de parametres par maximum de vraisemblance et de I’algorithme
Expectation-Maximization (EM) (Dempster et al., 1977 ; Wu, 1983 ; McLachlan et
Khrishnan, 2008). La maximisation est locale et 1’estimation initiale des parametres
est donc primordiale. D’autre part, en dehors du cadre gaussien, il est souvent difficile
de déterminer des formules de ré-estimation explicite des parametres dans la phase
de maximisation. Pour pallier a ces difficultés, d’autres algorithmes d’inférence ont
été proposés qui reposent en partie sur la possibilité de simuler les données cachées
conditionnellement aux données observées :

— l’algorithme SEM (Stochastic EM) (Celeux et Diebolt, 1985) qui remplace la
phase « Espérance » par une phase « Espérance Stochastique ». Cette phase consiste
a simuler des réalisations a posteriori sur la base de la valeur courante du parametre
pour approcher I’espérance conditionnelle de la vraisemblance complétée ;

— I’algorithme ECI (Estimation Conditionnelle Itérative) (Pieczynski, 1992) qui
ne repose plus sur la recherche du maximum de vraisemblance mais sur le calcul de
I’espérance d’un estimateur de chaque parametre, défini sur les données completes
conditionnellement aux données observées.
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Dans un MM, chaque groupe de données k a sa propre distribution f(y; 0y) et
sa propre probabilité d’apparition dans 1’échantillon 7. De nombreux travaux consi-
derent les MM homogenes, i.e. pour lesquels toutes les distributions sont issues d’un
méme modele paramétrique, e.g. modele gaussien, gamma, Student’t... ; ce qui les
differe étant la valeur des parametres 6. Pour prendre en compte des classes de dis-
tribution variées au sein de méme mélange, des « MM généralisés » ont été proposés
dans lequel les formes des densités sont choisies de maniere automatique dans un
ensemble fini

— soit en minimisant la distance de Kolmogorov entre la fonction de répartition
empirique de 1’échantillon et les fonctions de répartition de toutes les distributions
candidates,

— soit en sélectionnant la « meilleur » famille dans un systeéme de distributions
comme celui de Pearson (Delignon et al., 1997 ; Bougarradh et al., 2009).

Dans le cas d’observations vectorielles, le probleme est encore accru car I’utili-
sation de distributions paramétriques multi-variées non gaussiennes est généralement
problématique'. Récemment, la théorie des copules a suscité un intérét grandissant
dans le domaine du traitement du signal et des images, avec les travaux précurseurs
de N. Brunel (Brunel et Pieczynski, 2005) et ceux de P. Varshney (Sundaresan et
Varshney, 2011 ; Iyengar et al., 2011), alors qu’elle est utilisée depuis de nombreuses
années dans le domaine de la finance. Les copules accroissent les possibilités de modé-
lisations multi-variées en séparant le probleme de la recherche d’une forme adéquate
pour les marginales du probleme de la recherche d’une structure de dépendance pour
le vecteur aléatoire (Nelsen, 2006 ; Balakrishnan et Lai, 2009). 11 est ainsi possible
de croiser différentes marginales classiques et différents modeles de dépendance pour
obtenir une large gamme de modeles multi-variés originaux. Ces copules permettent
théoriquement de représenter n’importe quelle distribution multi-variée (théoréme de
Sklar).

Dans ce travail, nous présentons les résultats d’une étude portant sur la possibilité
de simuler et de restaurer de maniere non supervisée des modeles de mélanges généra-
lisés a base de copules (MMC), c’est-a-dire pour lesquels les ensembles de parametres
6. comprennent les parametres des marges (gaussienne, gamma. . . ) et les paramétres
spécifiques de la copule (Gaussienne, Student’t, Gumbel, Clayton. .. ). Nous étudions
en particulier la capacité des algorithmes d’estimation a retrouver la forme de toutes
les copules du mélange en sélectionnant les plus adéquates (selon un certain critere
proposé par D. Huard (Huard ef al., 2006)) dans un ensemble fini de copules candi-
dates. Nous aborderons également le cas des « mélanges de mélanges », encore appelés
«mélanges multi-échelles », pour lesquels la distribution de chaque classe f;(y; 0)

1.1l existe par exemple de nombreuses formes différentes de lois gamma multi-
dimensionnelles (Kotz et al., 2008), toutes d’ailleurs ne donnant pas des marginales gamma !
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est considérée comme un mélange de distributions, permettant en cela de considérer
des groupes de formes complexes dont les classes multi-modales.

La suite du papier se décline de la facon suivante. Dans le chapitre 2, nous com-
mencons par effectuer une bréve présentation de la théorie des copules, et par dé-
crire un algorithme permettant de simuler un échantillon de données selon une loi
bi-dimensionnelle spécifiée par copule. Dans le chapitre 3, nous décrivons le modele
de mélange a copules : restauration bayésienne, estimation de parametres (EM, SEM
et ECI) et sélection de copules. Dans le chapitre 4, nous présentons une extension du
MM -les modeles de mélange multi-échelles ou MMM-—, pour lesquels deux criteres
de décision bayésienne et trois algorithmes d’estimation de parametres adaptés au
modele sont décrits. Enfin, le chapitre 5 illustre les méthodes de classification en seg-
mentation non supervisée d’images vectorielles. Nous terminons en proposant dans la
conclusion plusieurs perspectives d’enrichissement et d’approfondissement.

2. Copules et lois multi-variées : définition et simulation

Nous commencgons par faire une breve synthese sur la théorie des copules, puis
nous exposons un algorithme d’acceptation-rejet pour simuler des données selon une
loi bidimensionnelle spécifiée par copule.

2.1. Synthese sur les copules

Les fonctions copules sont des distributions multi-variées C' définie sur 1’hyper-
cube unité [0, 1] avec des distributions marginales uniformes sur I’intervalle [0, 1].
Plus précisément,

C(u17...7uM)=Pr(U1Sul,...,UMguM), [3]

avec Uy, ~» Ujg y) pour m = 1,2,... M. De plus, si le vecteur (Y1...,Yyr) € RM
a une distribution multi-variée continue F(y1,...,yn) = Pr(Y1 < y1,..., Yy <
yar) alors, étant donné le théoreme de Sklar, ¢f. (Nelsen, 2006), il existe une unique
fonction copule C : [0, 1]™ — [0, 1] de F telle que

F(y,--,ym) = C(Fi(y1), -+ Fu(yar)), (4]

pour tout (yi,...,yar) € RM et pour toutes distributions marginales continues
F(ym) = Pr(Ys < ym), ym €R.

En plus si C' est une copule sur [0, 1]™ et Fy (y1), ..., Fas(yar) sont des fonctions
de répartition continues sur R, alors F'(y1,...,ya) = C(Fi(y1), ..., Fam(yar)) est
une fonction de répartition sur R™ avec comme distributions marginales uni-variées

Fi(yi),-.., Fu(ym)-

Ainsi, il est possible de construire des distributions multi-variées avec des dis-
tributions marginales pré-spécifiées et une fonction copule qui représente la struc-
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Tableau 1 — Parametres des marges utilisées dans la figure 2 et dans la partie expéri-

mentale.
: 2
Marges gausilennesfy( EA_L; ();2) 1~ N (0.00,1.00)
= e 2\ ~ N (1.00,2.00
p(y) Vora? f2 ( )
Marges gamma G (n, o, 9)( | 5 G150,800,013)
- _ a—1 _—0(y—p 1
p(y) (o) (y—p)* e f2~» G (2.00,2.67,1.12)
ture de dépendance désirée. En dérivant [4] par rapport & y1, ..., yas €t en notant
C(u _ c’)C(ul,...,uM)
TyeeosUpg) = a5, nous obtenons
s ym) = filyn) - far(yn) e(Fi(y), - - Fa(yan)- (5]

Le lecteur intéressé par de plus amples détails sur les copules trouvera dans les notes
de cours de T. Roncalli (Roncalli, 2002) une synthese pédagogique et complete.

Dans la partie expérimentale, nous nous intéresserons aux copules bi-
dimensionnelle cg, ..., cg décrites dans I’annexe A. Le tableau donne des détails
concernant leur fonction de répartition, leur densité de probabilité, I’intervalle de va-
lidité de leur paramétre @ et celui du tau de Kendall 72 d’expression

1 .1
T = 4/ / C(uy,u2)dC(uy,uz) — 1. [6]
o Jo

Ces fonctions copules ont été choisies car elles sont toutes 2 un seul parameétre 63
et que celui-ci peut s’exprimer simplement en fonction de 7. Ainsi les deux écritures
cp (u1,us2; 8) et ¢, (u1, ug; 7) seront interchangeables. Il est important de noter que les
valeurs admissibles pour 7 ne sont pas les mémes pour toutes les copules : certaines
d’entre-elles n’admettent pas la valeur 7 = 0, alors que d’autres n’admettent pas de
corrélations négatives. Dans cet ensemble, seules la copule gaussienne et la copule de
Student permettent de couvrir I’ensemble des valeurs admissibles pour 7 € [—1, 1].

Dans la figure 1 sont représentées les densités 2D d’une copule gaussienne (c;)
et d’une copule Al12 (c;7) avec le méme tau de Kendall (7 = 0.5). La figure 2 re-
présente des densités de lois 2D construites a partir de ces deux copules et de deux

2. Le tau de Kendall est aussi appelé corrélation de rang. D’autres mesures de dépendance
existent comme le p de Spearman ou I’indice de Gini ou encore, la corrélation médiane de
Blomquist, ¢f (Mercier, 2005).

3. exceptés (i) c2 la copule de Student pour laquelle le degré de liberté v est supposé connu, et
(ii) co la copule produit qui ne possede pas de parametre et qui permet de modéliser I’'indépen-
dance.
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Figure 1 — Densité d’une copule gaussienne (a) et d’une copule A12 (b) avec 7 = 0.5.

marges gaussiennes ou de deux marges gamma. Ces marges ont, deux a deux, mémes
moyennes et mémes variances, cf. tableau 1.

2.2. Simulation de données 2D selon une méthode d’acceptation-rejet

Soient Y7 et Y, deux variables réelles ayant pour densité de probabilité f(1)(.)
et £(2)(.), et pour fonction de répartition F1)(.) and F(?(.). En considérant une
représentation par copule pour f (y1,y2) selon [5], le tirage de couples de données
(y1,y2) se fait d’abord en tirant y; avec la loi donnée par f (14 puis en tirant y avec
la loi donnée par

P2 =yalyr) = FP (1) ¢ (FO@). FOUp)) = £, ). 7]

Pour cela, nous proposons d’appliquer le principe de la méthode d’acceptation-
rejet (Devroye, 1986), qui a I’avantage d’étre indépendante de la forme de la copule,
méme si elle procure généralement un taux de rejet important.

Soit un nombre réel R et une densité de probabilité g telle que Vz € R, f,, (z) <
R g (z), la simulation de Y3 conditionnellement & Y7 = y; peut étre réalisé par 1’al-
gorithme suivant :

1) Echantillonne Y, = Y2 selon g ;

2) Echantillonne V' = v selon ¢ ([0, 1]), 1a loi uniforme sur [0, 1] ;

3) Accepte yo comme échantillon si

fyl (yQ)
~ Ryg(y)

4. ce qui se fait aisément pour des marges classiques telles les lois Gaussienne, Gamma, Beta. . .

(8]
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() d

Figure 2 — Exemple de densités construites a ’aide d’une copule gaussienne (colonne
de gauche) et d’une copule A12 (colonne de droite), pour des marges gaussiennes
(premiere ligne) et des marges gamma (deuxieme ligne). Les parametres des marges
sont donnés dans le tableau 1.

4) Sinon, retourne a 1’étape 1.
En choisissant R = max,,¢[o,1) ¢ (u1,u2) et g = @ le test de I'eq. [8] s écrit
maintenant
c (Ul, F(Q) (yQ))

v <
maXy,e[o,1] € (u1,uz)

ol Uy = F(l)(y1>.

Ainsi, il est possible de générer des échantillons de Y2|Y7 quelque soit la forme de
la copule, une fois que 1I’on connait un moyen de simuler un échantillon selon la loi
de Ys. L’efficacité de I’algorithme, i.e. le nombre de réjections avant une acceptation
de I’échantillon y2, dépend de la valeur de R et ainsi de la forme de la copule. Le
coefficient R a une forme analytique pour certaines copules utilisées dans ce travail ;
pour les autres, une méthode numérique peut facilement étre utilisée.
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3. Modele de mélange a copules

Dans ce chapitre, nous considérons donc le modele de mélange suivant

K
Fly;0) = m fuly: 01), [9]

k=1

ou les densités f sont spécifiées par des copules (acronyme : MMC). Ainsi nous note-
rons 6 = {m,...,7K,01,...,0}avecVk € Q =[1,K],0; = {Tk,l/}é, o ,w,i”}
et 1}, les parametres propres a la ¢¢ marginale de la classe k. On peut remarquer que
si toutes les copules sont gaussiennes et que toutes les marges le sont également, alors
nous retrouvons un modele de mélange multi-dimensionnel gaussien classique.

Nous présentons dans un premier temps la restauration bayésienne de données se-
lon ce modele, puis les algorithmes les plus usités pour I’estimation des parametres
et, enfin, une méthode de sélection de la meilleur copule dans une ensemble fini de
modeles candidats. Nous construisons ainsi un algorithme de restauration non super-
visées tres général ou seuls le nombre de classes et la forme des marginales doivent
étre précisé€s. La derniere section rapporte les résultats d’expériences systématiques
sur des données simulées qui illustrent le bon comportement de la méthode.

3.1. Restauration bayésienne

L’estimation de z,, a partir de y,, se fait par une régle de décision s. Une telle regle
est caractérisée par une fonction de cofit L qui mesure 1’erreur entre la vraie valeur x,,
et son estimée Z,,. L’estimateur bayésien Z,, = sp(y,,) est celui qui minimise le cofit
moyen, aboutissant a

2, = arg min E L(2p, &n) p(zn |y, )-
Tn€Q
Tp €0
Sans information a priori, on considere généralement la fonction de perte « 0-1 » dé-
finie par Lo_1 (zy, &) = 15,25, o 1. = 1 sila condition ¢ est vraie, 0 sinon. Nous
aboutissons au résultat bien connu suivant

&n = argmaxp (X, = ky, ) [10]

qui consiste a sélectionner le classe qui maximise la probabilité a posteriori
p(Xn=kly,) =m(k) < 7 fiu(y; O).

Dans I’objectif de mesurer I’influence numérique des formes des copules sur le
mélange, nous avons conduit I’expérience suivante

1) Simulation de N données completes (z,,,y,,) selon un MMC a M = 2 di-
mensions et K = 2 classes avec deux poids 7, deux copules de méme forme et de
méme tau de Kendall 7 et quatre marges données. La simulation se fait classiquement
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(@) (b)

Figure 3 — Exemples de mélanges de copules de Gumbel avec des parametres iden-
tiques excepté le tau de Kendall.

en deux étapes. D’abord le tirage de x,, est effectué selon les poids 7, puis le tirage
du vecteur d’observations y,, est effectué selon la densité fi(y;0y), en utilisant la
méthode d’acceptation-rejet présentée dans la section 2.2.

2) Ensuite, restauration des observations simulées en utilisant tous les parametres
utilisés pour la simulation excepté la forme de la copule que I’on fait varier parmi les
copules de la liste de I’annexe A.

Les expériences présentées ci-dessous ont été conduites avec /N = 2000 données,
avec les poids suivants : m; = 0.6 et mo = 0.4. Les marges de la premiere et de
la deuxieme copule sont respectivement données par les deux lois gaussiennes et les
deux lois gamma du tableau 1. Nous avons considéré deux valeurs du tau de Kendall :

— 71 = 0.16 ce qui correspond a une corrélation linéaire de 0.25. L’ensemble des
copules éligibles est noté II; = {cl, c2,e3,¢4, b, 06}.

— 19 = (.70 ce qui correspond a une corrélation linéaire de 0.89. L’ensemble des
copules éligibles est noté I, = {c',c?, ¢3, ¢, ¢7, 8}

Les taux d’erreur moyen de classification reportés dans les tableaux 2(a) (pour 7)
et 2(b) (pour 72) sont des résultats moyens de 300 expériences indépendantes. Les
résultats soulignés en gras représentent le minimum de chaque colonne. Des exemples
de mélanges utilisés dans 1’expérience sont dessinés dans la figure 3.

Les commentaires sur les résultats peuvent se résumer a travers ces quelques
points :

— Quelque soit la valeur du tau de Kendall, la restauration avec la copule adéquate
donne toujours le taux moyen d’erreur le plus faible (a une exception prés donnée par
la copule de Student c; qui est confondue avec la copule FGM ¢4 lorsque 7 = 0.16) ;

— Lorsque 7 est bas, les taux d’erreur moyens peuvent étre treés proches, montrant
que des confusions peuvent apparaitre dans les expériences si la corrélation est faible.
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Tableau 2 — Taux d’erreur de classification moyen pour 1’expérience de la section 3.1
avec 71 = 0.16 et 75 = 0.70. La variance des taux d’erreur moyens sur les 300
expériences est donnée entre parentheses. Les tableaux doivent étre lus par colonne.

0 1 2 3 4 5 6

c c c c c c’ c
@ 112072 (7) | 22.61(.7) | 21.50 (7)) | 22.28 (.8) | 22.94 (.7) | 23.10 (.7) | 22.23 (\7)
e ] 21.06 (7) | 2221 (.7) | 21.28 ((7) | 21.94 (.8) | 22.18 (.7) | 2237 (.7) | 21.98 (.7)
c® {1 2093 (.7) | 22.35(.7) | 21.10 (.7) | 21.93(.8) | 22.41 (.7) | 22.66 (.7) | 22.06 (.7)
|| 21.05(7) | 2228 (.7) | 21.21 (7) | 21.90 (.8) | 22.27 (.7) | 22.48 (.7) | 22.09 (.7)
c* || 21.39(7) | 2218 (.7) | 21.37(7) | 21.96 (.8) | 22.01(.7) | 22.20 (.7) | 22.03 (.7)
c® || 21.50 (.8) | 22.24 (.7) | 21.52(.7) | 22.05(.8) | 22.06 (.7) | 22.20 (.7) | 22.09 (.7)
S || 20.98 (.8) | 22.27 (.7) | 21.31(.7) | 22.06 (.8) | 22.34 (.7) | 22.50 (.7) | 21.91 (.7)

(a7, =0.16

I c! 2 3 I c’ 8
0 2.65(.7) | 24.73(.6) | 24.57 (.7) | 24.61 (.7) | 25.29 (.7) | 24.61 (.6) | 24.56 (.7)
e || 27.45(8) | 12.93(.7) | 11.53(.6) | 11.60(.7) | 11.83(.6) | 12.18 (.7) | 11.93 (.7)
2 || 26.31(.8) | 13.07(7) | 11.32(.6) | 11.41(.7) | 12.19(.6) | 11.99 (.7) | 11.71 (.7)
|| 26.61(.8) | 13.25(.7) | 11.60 (.7) | 11.13(.7) | 13.25(.7) | 1238 (.7) | 11.71 (\7)
S || 2843 (1) | 14.15(7) | 12.90 (.6) | 14.15(.6) | 11.24(.5) | 13.08 (.6) | 13.75(.7)
¢ || 26.20(.8) | 13.11(7) | 11.36(.6) | 11.59(.7) | 11.89 (.6) | 11.98 (.7) | 11.78 (.7)
8 |1 26.30(.8) | 13.15(.7) | 11.39(.7) | 11.24 (7) | 12.54 (.6) | 12.10(.7) | 11.65 (.7)

(b) 2 = 0.70

Lorsque 7 est élevé, les différences entre les taux d’erreur moyens sont plus marqués ;

— Les copules présentant des formes proches pour une certaine valeur de T
montrent le méme comportement et des taux d’erreur tres proches.

Dans de nombreuses applications, les parametres ne sont pas connus ; il est donc
intéressant de développer des méthodes adéquates d’apprentissage non supervisé, ob-
jet de la prochaine section.

3.2. Estimation des parametres

Nous commengons par présenter la méthode EM, qui est particulierement bien
adaptée au cas gaussien, puis les méthodes SEM et ECI qui peuvent aussi étre utilisées
dans le cas de densités non gaussiennes.

3.2.1. Algorithme EM

L’ algorithme Expectation-Maximization (EM) (Dempster et al., 1977) est une mé-
thode générale pour trouver I’estimée du maximum de vraisemblance d’un ensemble
de parametres @ d’une distribution donnée a partir d’un échantillon. On sait en effet
que cette stratégie d’estimation conduit a des estimateurs asymptotiquement efficace,
c’est-a-dire « optimaux » lorsque le nombre de données observées devient important.
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Le probléeme est que la fonction de vraisemblance £ prend ici la forme relativement
complexe suivante :

N K
LOly) =pl0) =TT D fi (w,;0%), [11]
n=1k=1
oty = {yy,---,Yn,---, Yy} désigne 'ensemble des N vecteurs d’observations

dont on dispose pour estimer les parametres du modele, et 8 regroupe les parameétres
du modele a estimer.

La maximisation de la fonction de vraisemblance par rapport a 6 ne peut pas se
faire directement, ni méme a I’aide d’algorithme d’optimisation classique car elle est
non convexe. L’idée a la base de 1’algorithme EM consiste a raisonner sur les données
completes (données observées et données cachées) tout en prenant en compte le fait
que I’information disponible sur les données cachées ne peut venir que des données
observées. Le principe de 1’algorithme EM est de compenser les données cachées en
les remplagant par leur moyenne. Plus précisément, chaque itération ¢ se décompose
en deux étapes (Dempster et al., 1977) :

< Expectation Calcul de la  fonction auxiliaire  Q(0|0'9) =
E|np(y.z(0) 1y, 0] ou

— 0 désigne les vrais parametres,

) désigne la valeur estimée des parametres du modele a la ¢¢ itération
de I’algorithme,

— y et x désignent I’ensemble des données observées et cachées associées,
-p(y,x|0) = L (0|x,y) désigne la vraisemblance conjointe des données
observées et cachées.

< Maximisation de la fonction auxiliaire permettant d’obtenir une nouvelle estimée :
60 = arg maxe Q(6]601)).

Des calculs classiques conduisent a 1I’expression suivante pour la fonction auxiliaire

N K
®|@(f) ZZ (e) ) In (7 fr (Y, 0%))- [12]
n=1k=1

Dans un cas purement gaussien ou toutes les densités sont celles de lois gaussiennes
de vecteur moyen g, et de matrice de covariance I'y, la maximisation de Q conduit
aux formules de ré-estimation suivantes :
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< Vecteurs moyens et matrices de covariance

Z 7(f)

p [13]

- Z,y(e)
i%(f)(k) (yn Ml(f—i—l)) (yn _Hgf-‘rl))

FI(f-H) _ n=1 ) [14]

Z ,y(l’)

T

< Poids du mélange

(5+1 Z AU [15]

Lorsque le mélange n’est plus gaussien, la maximisation de la fonction auxiliaire peut
devenir délicate, et il devient alors impossible d’écrire des formules de ré-estimation
explicites. Les algorithmes SEM et ECI permettent de répondre a ce probleme, par le
biais de simulation a posteriori.

3.2.2. Algorithmes SEM et ECI

L’ algorithme SEM introduit par G. Celeux (Celeux et Diebolt, 1985) inclus une
phase de simulation entre la phase du calcul de I’espérance de la fonction auxi-
liaire et celle de sa maximisation. L’estimation de tous les parameétres est alors
réalisée a partir d’estimateurs empiriques sur les données complétées (ﬁ:(e), y), ol

20 — {xge)7 e ,x%)} est obtenu par simulation, en effectuant des tirages selon
¢
77(L )(k)

La méthode itérative ECI (Pieczynski, 1992) offre également une solution alter-
native a ce probléeme. C’est une méthode générale d’estimation de parametres dont le
principe ne repose pas sur la maximisation de la vraisemblance, comme EM et SEM,
mais sur le calcul de I’espérance d’un estimateur ) (z,y) du parametre 0, défini sur
les données completes, conditionnellement aux données observées. Dans le cas d’un
modele de mélange, la ré-estimation de § a I’itération ¢ + 1 s’écrit

s — | [3 (z,y) |y; 5(6)] . [16]

Ce principe conduit a deux situations différentes selon que 1’on cherche a estimer
les poids du mélange ou les parametres des lois d’attache aux données. En ce qui
concerne les poids du mélange y, la ré-estimation ECI conduit aux mémes formules
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que dans le cas EM, ¢f eq. [15]. Les parametres des lois d’attache aux données, quand
aeux, peuvent se calculer a partir d’estimateurs empiriques sur les données complétées
(@9, ) par simulation, comme dans le cas SEM.

Il est en général tres aisé de trouver des estimateurs a partir des données completes
pour les parametres des lois marginales et pour les parametres de copules. En ce qui
concerne les copules a un seul parametre que nous considérerons pour les simulations,
le tau de Kendall peut étre estimé a partir du taux de concordance c et du taux de

discordance d selon 7 = ¢=¢,
c+d

3.3. Sélection de copules

Une des propriétés tres intéressantes des modeles de mélange est la possibilité
d’estimer les parametres a partir des seules observations. Mais, une question in-
téressante est de savoir s’il est possible de retrouver automatiquement les formes
exactes des copules utilisées lors de la simulation des données. Pour vérifier cela, nous
avons inclus la méthode bayésienne de sélection de copule introduite par D. Huard et
al (Huard et al., 2006), permettant de sélectionner la « meilleur forme » pour les K

copules a chaque itération de I’algorithme SEM ou ECL.

L’identification de lois multi-variées, lorsqu’elles sont définies avec des copules,
est le sujet de nombreux papiers récents, parmi lesquels (Nikoloulopoulos et Kar-
lis, 2008 ; Genest et al., 2009b; Genest et al., 2009a ; Xiaomei et al., 2010; Noh
et al., 2010). Dans ce travail, nous utiliserons la méthode de « sélection bayé-
sienne de copules » (Huard et al., 2006) pour sa simplicité et sa faible complexité.
Soit y = {y',y?} un ensemble d’observations 2D avec y* = {yi,...,yN}

and y? = {yi,...,y% }, la «meileure copule » ¢* d’un ensemble fini de copules
II = {cl, e cR} est désignée selon le critere suivant
1 ™ N
s =arg max ————— ¢ (FY(yt), F2(y?);7) dr, 17
grE[l,R] Tt = Tin /r*n nl;[l ( (v) w) ) 1l

ot F'! et F? sont les fonctions de répartition marginales des données y' et y? (leur
forme est supposée connue). Les coefficients 7;, et 7, de la copule ¢ représentent
les valeurs minimales et maximales admissibles pour le tau de Kendall. Ces valeurs
sont reportées dans 1’annexe A pour les copules que nous considérons dans ce travail.
Une particularité intéressante de la méthode est qu’elle ne repose pas sur I’estimation
de 7. En traitement d’images, elle a déja été appliquée avec succes dans (Sakji-Nsibi
et Benazza-Benyahia, 2009) pour la I’indexation d’images vectorielles a 1’aide d’on-
delettes.

En résumé, a chaque itération de 1’algorithme d’estimation des parametres, que ce
soit SEM ou ECI, nous incorporons une étape de sélection de la meilleur forme de
copule pour les K copules.
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3.4. Expériences

Pour évaluer la combinaison de ECI avec ’algorithme de sélection de copules,
nous avons conduit les expériences suivantes, toujours sur données simulées.

Tout d’abord, nous avons simulé un échantillon de N = 2000 observations selon
le mélange d’une copule Gaussienne (71 = 0.7) et d’une copule de Gumbel (75 = 0.8)
en proportion m; = 0.6 et mo = 0.4 avec des marges spécifiées par le tableau 1. Nous
avons ensuite restauré les données en laissant ECI sélectionner les formes des copules
dans I’ensemble II; = {cl, 03, 06} (resp. Gaussienne, Gumbel, Clayton)S.

La figure 4 dresse I’évolution des parametres du mélange, a partir d’une initiali-
sation des parametres par un algorithme des k-moyennes. Excepté les poids, les pa-
rametres initiaux sont treés éloignés des vrais parametres (représentés par des traits
horizontaux sur la figure). Ce sont les copules de Clayton et de Gumbel qui sont sé-
lectionnées a la premiere itération de 1’algorithme avec des taux de Kendall respectifs
de 7 = 0.48 et 7, = 0.54. Sur cette simulation la convergence vers les parameétres at-
tendus est atteinte aprés une centaine d’itérations, sachant que les bonnes formes des
copules (Gaussienne et Gumbel) sont sélectionnées des I’itération 7 et ne changent
plus jusqu’a convergence.

Le cas présenté en détails est un cas favorable dans la mesure ou 1’algorithme
d’estimation est capable de retrouver les parametres a I’origine du mélange. Ce n’est
pas toujours le cas. D’autres simulations, non reportées ici, nous ont permis de faire
les conclusions suivantes :

— Pour un échantillon de petite taille comme celui de cette expérience, ce bon com-
portement n’est plus observé lorsque les taux de Kendall sont faibles. Les algorithmes
(ECI comme SEM) convergent vers une solution du mélange différente de celle a 1’ori-
gine de la simulation. Outre la taille de I’échantillon, il faut noter la grande difficulté
des mélanges testés qui sont similaires a ceux utilisés dans le tableau 2(b), et pour
lequel le taux d’erreur moyen est de ’ordre de 22%. La seconde raison provient de
I’inadéquation de I’algorithme d’initialisation (k-moyennes) qui donne des estimées
initiales trop éloignées des parametres attendus. Des expériences complémentaires ont
permis de vérifier qu’une initialisation plus fiable garantissait la convergence, méme
en cas de corrélation faible et d’échantillon de relativement petite taille.

— Avec la méthode de sélection de copule présentée ci-dessus, il nous est impos-
sible de traiter des échantillons de taille plus importante suite a des problémes de
dépassement de capacité des calculs. C’est la raison pour laquelle il nous sera im-
possible de sélectionner automatiquement les copules en segmentation d’images étant
donné le nombre généralement important de pixels a traiter. Une solution pour pal-
lier a ce probléme consistera a remplacer cette méthode par une méthode concurrente
comme celle présentée dans (dos Santos Silva et Lopes, 2008).

5. Les formes des marges sont imposées, par contre leurs parametres sont estimés par ECI.
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Figure 4 — Tracés de 1’évolution des parametres estimés d’'un MMC par ECI. Les traits
horizontaux représentent les valeurs de simulation.

Voyons maintenant comment il est possible d’étendre ce modele en considérant
que chaque densité du mélange est elle-méme le résultat d’un mélange de densités.

4. Modé¢le de mélange de mélanges

Ce chapitre reprend pour I’essentiel le travail présenté dans (Derrode et Pieczynski,
2012), mais propose de nouvelles interprétations et de nouvelles illustrations.
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Une extension intéressante aux modeles de mélange est de considérer que chaque
classe est elle-méme le résultat d’un mélange de (sous-)classes, ce que I’on peut écrire
de la maniére suivante

L
Fe@;0x) =D i fin(y; 050, (18]

=1

ol chaque fj; est une densité M -dimensionnelle que 1’on peut représenter a 1’aide
de copules (des lors que M > 2). D’apres [2], le mélange « complet » s’écrit sous la
forme suivante

K L
F;0) =" miey fealy; On,) [19]

k=11=1
avec 0 = {71’171,71'172,. .. ,TI'K,L,Hl, .. .,01{}, VE € Q,Ok = {Okvl,. .. 70k,L} et
ol Zszl Zlel 7, = 1. Ce modele est appelé « mélange de mélanges » (Di Zio

etal., 2007), « mélange multi-échelles », « mélange hiérarchique » (Vermunt et Magid-
son, 2005) ou encore « mélange multi-couches » (Li, 2005 ; Jornsten et Keles, 2008)
(acronyme utilisé ici MMM). Si L = 1, nous retrouvons le modele de mélange clas-
sique. Il est également intéressant de noter que

— le modele peut s’étendre a un nombre d’échelles supérieur a deux ;
— chaque classe k a I’échelle 1 peut étre composée, non pas d’un nombre fixe L,

mais d’un nombre variable L(k) de classes;

Nous éviterons ces possibilités extensions dans la mesure ou les écritures s’en trouvent
alourdies et nous nous limiterons au modele de I’éq. [19]. Il est important de noter que
les MMM proposent une modélisation trés riche®, permettant notamment de prendre
en compte des classes multi-modales et offrant en cela une alternative intéressante aux
modeles de mélange non paramétriques (Li ef al., 2007 ; Mallapragada et al., 2010).

Les observations y,, ont un classement a chaque échelle :

— nous noterons z), € ! = [1, K], la classification 2 la premiere échelle, et

— conditionnellement a la classe affectée a la premiere échelle, nous noterons
22|zl € O% = [1, L], 1a classification 2 la seconde échelle,

et finalement x,, = (z%,22) € Q! x Q2. 1l faut remarquer qu'un MMM a K x L
classes peut toujours s’écrire sous forme d’'un MM a K L classes

KL
f(y70) = Z Tm fm(y;em)'
m=1

Mais I'intérét d’'un MMM provient des résultats de classification aux échelles supé-
rieures et donc de sa capacité a regrouper des classes a 1’échelle deux pour constituer
des « super » classes a I’échelle un.

6. encore décuplée par le potentiel de modélisation des densités a copule
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4.1. Restauration bayésienne

L’estimation de x,, a partir de y,, se fait toujours par une régle de décision sp,
caractérisée par une fonction de coiit L qui mesure I’erreur entre la vraie valeur x,, et
son estimée &,,. L’estimateur bayésien &,, = sp(y,,) est celui qui minimise le cofit
moyen, aboutissant a

B | 2 e Bp (el
Tn

Contrairement au MM, nous pouvons ici considérer deux fonctions de cofit :
Li(@n, Zn) = Lot zan + Lazzaz
L, (.’Bn, mn) =1z, 28, = 1w}L¢£}L ou r2 #£F2

L, est appelée « Maximum a Posteriori des Marges » (MPM) alors que Lo est appelée
«Maximum A Posteriori » (MAP). Apres calculs, nous aboutissons ici a

_ 1 _
= argmaxp (z, = kly,,)
MPM : [20]

~2 _ 2 :l
&, = argmaxp (7, = Uy, )
MAP: &, = n =Dy, 21
Bp=arg max o p(@n = (K D)]yn,) [21]
ol
L
plah =kly,) => plen=(k1)]y,)
=1
K
p(a2=lly,) => plen=(kDly,).

=
I

1

Etant donné I’ensemble des paramétres d’un modéle de mélange de mélanges, la
simulation des deux couples de données (y',y?) et (x!,22) peut se réaliser de la
maniere suivante

— tirage de o', selon la loi p (1) = S/, w1 5

— tirage de 22, selon la loi p (27 |2!) = 7;0(;11)2 ;

— tirage de ', selon la loi marginale fﬁ)mz (y'5 0,1 42)
— tirage de %2, selon la loi conditionnelle fot a2 (y2; HEI’IQ).

Si le MMM est gaussien, alors la loi conditionnelle I’est également, et le tirage de v
se fait selon une loi gaussienne. Si le MMM est constitué de densités a copules, le
tirage de 32 s’effectue selon le principe décrit dans la section 2.2.
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Simulated multiscale blind mixture

(a) 1D
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Figure 5 — Deux mélanges de mélange a deux échelles. Dans le mélange 1D, on peut
distinguer les quatre lois gaussiennes f ; de la seconde échelle, les deux mélanges f,
a la premiere échelle et le mélange global. Dans le cas 2D, les marginales sont toutes
gaussiennes mais les copules ne le sont pas, avec des taux de Kendall différents :
c1(r=-0.1), c1(r = —0.2), cg(T = 0.3) et 7 (7 = 0.3).

A titre d’illustration, nous avons représenté, dans la figure 5, un mélange 1D et
un mélange 2D constitués de deux densités, elles-mémes composées d’un mélange
de deux densités (le poids des quatre densités est fixé a 0.25). Les taux d’erreur de
restauration supervisée de N = 2000 échantillons dans le cas 1D et de N = 20000
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Tableau 3 — Taux d’erreur MAP et MPM de la restauration supervisée d’un échantillon
d’observations générées selon les mélanges de la figure 5.

| Echelle 1 | Echelle 2 | Echelle 1 | Echelle 2
MPM [ 827 19.09 MPM | 569 [1827
MAP [ 823 19.07 MAP | 567 | 1830

(2) 1D (b) 2D

échantillons dans le cas 2D sont reportés dans le tableau 3. La premiere remarque est
de constater que les taux d’erreur MPM et MAP sont presque identiques aux deux
échelles. Le taux d’erreur a I’échelle 1 s’interpréte comme le taux d’erreur entre les
deux sous-mélanges, alors que le taux d’erreur a I’échelle 2 s’interprete comme la
somme des taux d’erreur entre les composantes des sous-mélanges.

4.2. Estimation des paramétres

Tout comme nous 1’avons fait dans le cas des MM, distinguons 1’estimation EM
de I’estimation SEM et ECI.

4.2.1. Algorithme EM

L’algorithme EM pour I’estimation d’'un MMM gaussien ressemble fortement a
celui exposé précédemment dans le cas du MM. La fonction auxiliaire de 1’eq. [12]
s’écrit ici

L
> €Ok, 1) In (mry it (Ui On1)) [22]
11=1

]~

N
@‘@(f) Z

n=1k

avec les probabilités conjointes a posteriori définies par

€D (k1) o< ) frot (Yo 050)- [23]

Selon le principe EM, la maximisation de Q(©]©?)) conduit aux formules de
ré-estimation suivantes :
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< Vecteurs moyens et matrices de covariance

N
> (k1) y,
pl ==t [24]

N
> (k1)
n=1

N

T
S€000) (o — 1™ (v - )
F](erl) _ n=1 - ) [25]
> &P (k1)
n=1
< Poids du mélange
N
e+ _ 1 ()
= n;gn (k,1). [26]

4.2.2. Algorithmes SEM et ECI

Selon le principe SEM, I’estimation de tous les parametres est réalisée a par-
tir d’estimateurs empiriques sur les données complétées (ﬁ:(@,y), ou 2 =

{a:iz), R w%)} est obtenu par simulation, en effectuant des tirages selon
L
p(ah =k|y;00) =3 &Ik, [27]
1=1
(k1
p(mifl x;:k,yn;(a“)) = n_ (kD) ) [28]
p (I}L =k|y,; 9“))

Selon le principe ECI, la ré-estimation d’un parametre ¢ a ’itération ¢ + 1 s’écrit
o) — [5 (m,y)‘ Y; 5(@} . [29]

La encore, le principe ECI conduit a deux situations différentes selon que 1’on cherche
a estimer les poids du mélange ou les parametres des densités. Les premiers sont
obtenus grice a des formules de ré-estimation similaires a [26], tandis que les seconds
sont obtenus par simulation, selon la méme démarche que celle présentée pour SEM.

A titre d’illustration, nous avons représenté les courbes de convergence de
quelques parametres par SEM pour le mélange 1D dans la figure 6 et pour le mélange
2D dans la figure 7. Malgré une convergence relativement lente pour certains para-
metres, SEM est capable de retrouver la valeur des parametres a 1’origine du mélange
multi-échelles, malgré un initialisation grossiere par 1’algorithme des k-moyennes.
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Figure 6 — Tracés de 1’évolution des parametres estimés d’'un MMM Gaussien par
SEM pour le mélange 1D. Les traits horizontaux représentent les valeurs attendues.

Avec le modele 1D, le taux d’erreur de restauration MPM obtenu est de 8.2% a
I’échelle 1 et de 19.5% a I’échelle 2. Avec le modele 2D, le taux d’erreur de res-
tauration MPM obtenu est de 5.5% a 1’échelle 1 et de 18.6% a I’échelle 2. Ces valeurs
sont presque similaires aux taux obtenus par restauration supervisée.

5. Segmentation non supervisée d’images vectorielles

Ce chapitre rapporte les résultats de segmentations obtenues avec les modeles de
mélange pour différentes expériences portant sur des images multi-bandes (image cou-
leur et images IRM de modalités différentes), et son extraits de (Derrode et Piec-
zynski, 2012). Pour ces images, nous n’avons pas de « vérités-terrain » a notre dispo-
sition ou d’expert pour nous aider a interpréter les résultas. Aussi, il faut considérer
les résultats comme une illustration des algorithmes présentés. Nous n’avons pas été
en mesure d’évaluer la sélection de copules dans ces applications de segmentation
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Figure 7 — Tracés de 1’évolution des parametres estimés d’'un MMM Gaussien par
SEM pour le mélange 2D. Les traits horizontaux représentent les valeurs attendues.

d’images car 1’algorithme proposé par D. Huard ne permet que de traiter un nombre
restreint de données du a des problemes de dépassements des capacités numériques.

5.1. Segmentation d’une image couleur

La premiére expérience concerne la segmentation d’une image couleur, cf figure 8.
Nous avons segmenté les 3 bandes colorimétriques avec, d’une part, des mélanges
classiques gaussiens sur chaque bande (de maniere indépendant les uns par rapport
aux autres) et, d’autre part, avec le modele de mélange de mélange a 3 échelles gaus-
sien. Les résultats sont reportés dans les figures 9 et 10 respectivement, en considé-
rant a chaque fois 2 classes par échelle. Pour un meilleur rendu des plans segmentés,
nous avons remplacé le numéro de classe par la valeur moyenne des pixels attribués
a cette classe. Nous avons également reconstruit I’image couleur par recombinaisons
des plans colorimétriques segmentés, de maniere a pouvoir comparer globalement les
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Figure 8 — Une image couleur de fleur (bas droit), et sa décomposition R (haut gauche),
V (haut droit) et B (bas gauche). Dimensions : 320 x 250.

segmentations avec I’image originale. Comme les 3 échelles sont segmentées en 2
classes chacune, les segmentations couleur sont formées de 8 classes.

Les segmentations couleur des deux modeles laissent apparaitre des différences
notables que I’on peut interpréter en analysant les plans colorimétriques segmentés.
Ainsi, en comparant les segmentations des plans verts, il apparait clairement que le
MM gaussien a de grandes difficultés a dissocier la fleur des feuilles qui 1’entourent.
Les autres plans montrent également des différences notables qui se retrouvent dans
les images segmentées couleur. Visuellement et comparativement a 1’image originale,
le résultat de segmentation couleur avec le modele MMM gaussien est plus satisfaisant
et plus riche en détails que son équivalente pour le MM gaussien. On peut pointer en
exemple les fines branches marron et le cceur de la fleur.

5.2. Segmentation de modalités IRM

Cette seconde expérience porte sur la segmentation conjointe de trois modalités
IRM d’une coupe de cerveau. Les images, reproduites dans la figure 11, ont été géné-
rées par le simulateur « BrainWeb » (www.bic.mni.mcgill.ca/brainweb/) (Kwan
et al., 1999). L'image couleur représente un rendu colorimétrique des trois coupes se-
lon la correspondance suivante : T1—rouge, T2—verte et DP—bleue.
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Figure 9 — Segmentations individuelles des bandes en 2 classes chacune par un MM,
et recomposition couleur (bas droit).

Figure 10 — Segmentations des bandes en 3 échelles et 2 classes par échelle par un
MMM gaussien, et recomposition couleur (bas droit).
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Les résultats de segmentation par des MM gaussiens indépendants a K = 2
classes sont reportés dans la figure 12 ; I’'image couleur est le composé colorimétrique
des 3 classifications et comporte donc 8 classes. Les résultats obtenus en segmentant
conjointement les 3 coupes selon MMM sont reportés dans la figure 13a lorsque 1’on
considere des copules gaussiennes et des marges gaussiennes. La différence entre les
deux résultats est particulierement notable. Le MMM est capable de prendre en consi-
dération les corrélations entre les informations fournies par chaque bande pour amé-
liorer la classification individuelle de chacune d’elles grice aux copules gaussiennes.

Par contre, on ne constate que tres peu de différences en comparant les résultats de
segmentation du modele MMConjoint ot la seule différence réside dans la forme des
marginales (gaussienne vs gamma), ¢f figure 13b. Dans ce cas, nous avons en effet pu
constater que les lois gamma estimées par le MMC étaient tres proches en forme des
lois gaussiennes, ce qui est cohérent avec la nature gaussienne des bruits utilisés par
le simulateur « BrainWeb ». On peut cependant 1égitimement se poser la question du
choix, pour une application donnée, de la « meilleure » forme pour les lois marginales.
Pour cela il est par exemple possible de calculer, a chaque itération ECI, la distance
de Kolmogorov entre les Fonctions de Répartition (FdR) empiriques et les FdR de
modeles paramétriques candidates —méthode introduite et utilisée avec succes dans un
autre contexte dans (Giordana et Pieczynski, 1997)—, ou bien encore en considérant
les lois candidates dans le systeme de Pearson (Derrode, 2009).

6. Conclusion

Ce papier décrit des modeles de mélange vectoriel spécifiés par copules. Nous
avons également présenté des méthodes de restauration supervisée de données et d’es-
timation des parametres pour la restauration non supervisée (méthodes EM, SEM et
ICE). Les expériences illustrent le bon comportement des algorithmes sur des don-
nées simulées, méme lorsque les formes des copules ne sont pas connues. Il faut ce-
pendant noter que I’algorithme de sélection de copules proposé par D. Huard (Huard
et al., 2006) est restrictif puisqu’il ne permet de traiter que des jeux de données de
taille relativement faible (/N < 2500) suite a des problemes de dépassement de capa-
cité numérique. Ainsi il ne nous a pas été possible d’évaluer la sélection de copules
en classification d’images. Une premiere perspective consistera a la remplacer par des
méthodes concurrentes, parmi lesquels 1’algorithme proposé dans (dos Santos Silva et
Lopes, 2008) semble un bon cnadidat.

Nous avons ensuite développé une démarche équivalente pour les modeles de mé-
lange multi-échelles ol chaque classe est représentée par un mélange (potentiellement
constitué de densités a copules). Ce modele est susceptible de prendre en compte des
classes multi-modales et des expériences systématiques plus poussées sont requises
pour comprendre les limites des algorithmes d’estimation non supervisée a retrouver
les parametres du modele. En utilisant des densités a copules, nous obtenons ainsi des
mélanges d’une grande complexité qui restent pourtant numériquement identifiables
si le mélange n’est pas trop difficile.
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(@ tel —
Figure 11 — Une coupe IRM du cerveau en modalités (a) T1, (b) T2, (c) DP (Densité
de Protons) et (d) rendu coloré des 3 images. Dimensions des images : 180 x 216.

(a) (b) (<) (d)
Figure 12 — Résultats de segmentation (MPM) des 3 modalités par des MM gaussiens
indépendants, avec 2 classes pour chaque coupe.

(a) (b) (c) (d)

(b) Marges gamma
Figure 13 — Résultats de segmentation (MPM) des 3 modalités IRM par un MMM
avec des copules gaussiennes et (a) des marges gaussiennes, (b) des marges gammas,
avec 2 classes pour chaque échelle.
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Enfin, toujours dans la perspective de prise en compte du voisinage, il serait in-
téressant d’étudier le développement d’un modele de « mélange de chaines de Mar-
kov cachées », en s’inspirant du modele de « chaines de Markov triplet » (Pieczynski,
2002) qui introduit un processus latent sans nécessairement de signification physique,
en supplément des processus observé et des états cachés.
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