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Résumé

Les chaînes de Markov cachées, largement utilisées dans la problématique de la restauration des données, ont
ment généralisées aux chaînes couple partiellement de Markov, dans lesquels le processus caché n’est plus nécess
Markov et la loi du processus observé conditionnellement au processus caché est quelconque. D’abord, nous montro
cabilité pratique de ces modèles dans le cas gaussien, avec mention particulière pour les bruits à mémoire longue. En
montrons que l’utilisation des copules permet de prendre en compte des marginales quelconques du processus obs
tionnellement au processus caché. Nous terminons en étendant ce dernier modèle aux chaînes triplet partiellement
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Abstract

Gaussian copulas in triplet, partially Markov chains. Hidden Markov chains, which are widely used in different d
restoration problems, have recently been generalised to pairwise partially Markov chains, in which the hidden cha
longer necessarily Markovian and the distribution of the observed chain, conditional on the hidden one, is of any form.
show the applicability of the models in the Gaussian case, with a particular attention to long range correlation noises
we show that the use of copulas allows one to take into account any other form of marginal distributions of the observ
conditionally to the hidden one. We end by extending the latter model to a triplet partially Markov chain case.To cite this
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Introduction

Let X = (X1, . . . ,Xn) be a hidden process, andY = (Y1, . . . , Yn) an observed one. EachXi takes its values
in Ω = {ω1, . . . ,ωK}, and eachYi takes its values inR. Different estimations ofX = x from Y are workable,
once the distribution ofX conditional onY , denoted byp(x|y), is a Markov chain. The simplest model ensur
this property is the hidden Markov chain with independent noise (HMC-IN), in whichX is a Markov chain and
p(y|x) = p(y1|x1) · · ·p(yn|xn). This model has since been extended to “pairwise Markov chain” (PMC) mode
which one directly assumes the Markovianity ofZ = (X,Y ) [5,8]. In PMC bothp(y|x) andp(x|y) are Markovian,
but X need no longer be a Markov chain. As the noise distributionp(y|x) is Markovian, it is a ‘short memory
noise, while ‘long memory’ noise processes are useful in numerous situations [1,3,4]. The aim of this No
show that a ‘long memory’ noise hidden process obtained from ‘partially’ Markov chains [9] can be workab
can provide Bayesian estimation of the hidden signalX generalising the classical one.

Markov chains hidden with general Gaussian noise

The pairwise processZ = (X,Y ) is a ‘partially Markov’ chain if (1) holds, withzi = (z1, . . . , zi) andyi =
(y1, . . . , yi). As (1) is equivalent top(z1, . . . , zn) = p(x1, y1)p(x2, y2|x1, y

1) · · ·p(xn, yn|xn−1, y
n−1), we see tha

p(x|y) is a Markov chain with transitions given byp(xi+1|xi, y) = p(xi+1, yi+1|xi, y
i)βi+1(xi+1, y)/βi(xi, y),

where theβi(xi, y) are computable withβn(xn, y) = 1, andβi(xi, y) = ∑
xi+1

p(xi+1, yi+1|xi, y
i)βi+1(xi+1, y)

for 1 � i � n − 1. Thereforep(xi+1|xi, y) are computable oncep(xi+1, yi+1|xi, y
i) = p(xi+1|xi, y

i)p(yi+1|xi,

xi+1, y
i) are computable for each 1� i � n − 1.

Let us show thatp(xi+1, yi+1|xi, y
i) are computable forp(y|x). Gaussian andp(xi+1|xi, y

i) = p(xi+1|xi). We
use the following classical property:

Property (P). Let W = (W1, . . . ,Wn) be a real Gaussian process, withMi = (M1, . . . ,Mi) the mean vector an
Γ i = (γkl)1�k,l�i the variance–covariance matrix( for each1 � i � n). Then its Gaussian distributionp(yn) is
computable recursively, using the equalityp(yi) = p(yi−1)p(yi |yi−1) and the fact thatp(yi |yi−1) is Gaussian of
meanMi + (Ai)T (Γ i−1)−1(yi − Mi−1) and varianceγii − (Ai)T (Γ i−1)−1Ai , with Ai = (γ1,i , . . . , γi−1,i )

T (the
matrix (Γ i−1)−1 in p(yi |yi−1) is given byp(yi−1)).

As p(xi+1, yi+1|xi, y
i) = p(xi+1|xi)p(yi+1|xi, xi+1, y

i), the crucial point is to apply Property (P) top(yi+1|xi,

xi+1, y
i). As there areK2 possible(xi, xi+1)(we haveK classes), Property (P) is appliedK2 times, which gives

for j = 1, . . . ,K2, the correspondingMi
j mean vector andΓ i

j variance–covariance matrix.

Remark 1. The marginal posterior distributionsp(xi |y), used in Bayesian ‘Maximum Posterior Mode’ resto
tion, can then be computed in three recursions: (i) one computes, usingK2 forward recursions, the transition
p(xi+1, yi+1|xi, y

i); (ii) one computes, using backward recursions, the quantitiesβi(xi, y), which give the tran-
sitionsp(xi+1|xi, y) andp(x1|y); (iii) p(x1|y) and the transitionsp(xi+1|xi, y) classically givep(xi |y) with the
forward recursionsp(xi+1|y) = ∑

xi∈Ω p(xi+1|xi, y)p(xi |y).

Let us now consider a Gaussian ‘long memory’ chainY = (Y1, . . . , Yn), which means that there exist fo
constantsα1 > 0, α2 > 0,0.5 < β1 < 1, and 0.5 < β2 < 1 such that for each 1� k < m,α1(m − k)−β1 �
Cov(Yk,Ym) � α2(m − k)−β2. HavingK2 distributions of such Gaussian long memory chains, we can use t
as above, to define ‘partially’ Markov chains, in which the hidden process is a Markov chain. One then can
p(y|x) is still, for eachx, a Gaussian long memory chain. This means that it is possible to restore Markov
hidden with long memory Gaussian noise.



W. Pieczynski / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005) 189–194 191

is-

us
e
simpler

signal
f

hains

r
f TPMC.

e

-BI, avec

tale

pratique
irectement
et
Markov chains hidden with non Markovian noise with arbitrary margins

Let W = (W1, . . . ,Wn) be a real Gaussian process, and letWi = (W1, . . . ,Wi) for each 1� i � n. We will de-
note byG1, . . . ,Gn the cumulative distribution functions (cdf) of the distributions ofW1, . . . ,Wn, andg1, . . . , gn

the corresponding densities. The cdf and the densities of the marginalsW1, . . . ,Wn will be denoted byG1, . . . ,Gn,
andg1, . . . , gn, respectively. There exist, according to the Sklar theorem, functionsC1, . . . ,Cn, called “Gaussian
copulas”, fromR1, . . . ,Rn to [0,1] such that for each 1� i � n,Gi(yi) = Ci(G1(y1), . . . ,Gi(yi)) (see [7]).

Otherwise, letY = (Y1, . . . , Yn) be a real process, withY i = (Y1, . . . , Yi) for each 1� i � n as above. The
cdf functions ofY1, . . . , Yn will be denoted byH1, . . . ,Hn, and their densities byh1, . . . , hn. One can then
show thatF i(yi) = Ci(H1(y1), . . . ,Hi(yi)) is a cdf admittingH1, . . . ,Hi as marginal cdf. This leads top(yi) =
h1(y1) · · ·hi(yi)c

i(H1(y1), . . . ,Hi(yi)), whereci is the derivative ofCi . One then notices that this also is the d
tribution of Y i = (Y1, . . . , Yi), with Yq = H−1

q (Gq(Wq)) for each 1� q � i. Puttingϕj (yj ) = H−1
j (Gj (yj )), we

getp(yi) = gi (ϕ−1
1 (y1),...,ϕ

−1
i (yi ))

g1(ϕ
−1
1 (y1))···gi (ϕ

−1
i (yi ))

h1(y1) · · ·hi(yi). Knowing thatp(yi |yi−1) = p(yi )

p(yi−1)
, we have (2) (in which “g ”

is used to denote Gaussian densities). As the Gaussian densitiesg(yi |yi) are computable according to the previo
section,p(yi |yi−1) given by (2) is computable oncehi(yi), ϕ

−1
i (yi), andgi(ϕ

−1
i (yi)) are computable. Even if th

analytical formulas do not exist for all of them, approximations can be used, as has been done in [2] in a
model.

Finally, using the results of the previous section we can say that it is possible to recover the hidden
X in the following case: (i)X is a Markov chain; (ii)Z = (X,Y ) is a partially Markov chain; and (iii) the cd
corresponding to the densitiesp(y|x) are of the formFn(yn) = Cn(H1(y1), . . . ,Hn(yn)) (F n(yn) depends onx
which is omitted), whereCn are Gaussian copulas, andH1, . . . ,Hn are cdf of marginalsp(y1|x), . . . , p(yn|x),
which can be chosen of any form.

Triplet partially Markov chains

The partially Markov chains given by the transitions (1) can be extended to ‘triplet’ partially Markov c
(TPMC), in which one introduces a third auxiliary random chainU = (U1, . . . ,Un), where eachUi takes its values
in a finite setΛ. Then one assumes that (1) is verified usingX∗ = (U,X) instead ofX. The restorations ofX from
Y are still possible; for instance, having computedp(x∗

i |y) = p(xi, ui |y), one can computep(xi |y) by summing
with respect toui . Such a model is then a strictly more general model; in particular, ifp(x∗

i+1|x∗
i , yi) = p(x∗

i+1|x∗
i )

thenX∗ = (U,X) is a Markov chain, butX is not necessarily a Markov chain.
Let us notice that TPMC can be used to manage the possible non stationarities of(X,Y ); the study of a simple

case presented in [6] appears to indicate that managing non stationarities may be a promising application o

1. Introduction

SoientX = (X1, . . . ,Xn, . . .), Y = (Y1, . . . , Yn, . . .) deux processus,X étant non observable etY observé.
ChaqueXi est à valeurs dans un ensemble finiΩ = {ω1, . . . ,ωK }, et chaqueYi est à valeurs dansR. Il est possible
d’estimerX = x à partir deY lorsque la loi deX conditionnelle àY , notéep(x|y), est une loi de Markov. Cett
dernière propriété est obtenue classiquement en supposant la markovianité deX et en prenantp(y|x) (la loi de
Y conditionnelle àX) suffisamment simple. En notant, pour simplifier,X = (X1, . . . ,Xn) et Y = (Y1, . . . , Yn), le
modèle le plus classique, que nous appellerons « chaîne de Markov cachée avec bruit indépendant » (CMC
« BI » pour « bruit indépendant », ce qui traduit l’indépendance desY1, . . . , Yn conditionnellement àX), consiste à
prendrep(y|x) = p(y1|x1) · · ·p(yn|xn). Dans de nombreux cas il s’agit là d’une simplification relativement bru
de la réalité physique, qui peut s’avérer préjudiciable à la qualité de l’estimation deX = x. Afin d’y remédier, les
modèles plus généraux, dits chaînes de Markov « Couple » (CMCouple) ont été proposés [8] et leur intérêt
en traitement du signal et des images s’est avéré non négligeable [5]. Dans ces derniers, on suppose d
la markovianité du coupleZ = (X,Y ). Cela implique la markovianité dep(y|x), ce qui est plus général et perm
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donc de modéliser cette loi de manière plus satisfaisante, et la markovianité dep(x|y), ce qui permet l’estimation
deX = x. Il est à noter que CMCouple n’est pas nécessairement une « chaîne de Markov cachée » (CMC
mesure où le processus cachéX n’est pas nécessairement de Markov. Cependant, la markovianité dep(y|x) com-
porte des restrictions comme la décroissance exponentielle de la covariance (processus à « mémoire cour
même que les processus « à mémoire longue » (la décroissance de la covariance plus lente) présenten
dans différentes situations [1,3,4]. Les chaînes « partiellement de Markov » permettent de lever cette restri
effet, dans ces modèlesp(x|y) est de Markov, ce qui permet l’estimation deX = x, etp(y|x) est quelconque [9].

L’objet de cette note est de montrer l’applicabilité de deux modèles, importants pour la pratique, et pr
leur généralisation aux chaînes de Markov triplet. Dans un premier temps, nous montrons que les trans
la chaîne de Markov a posteriorip(x|y) sont calculables dans une chaîne partiellement de Markov avecp(y|x)

gaussien quelconque, ce qui permet de traiter, en particulier, le cas desp(y|x) à mémoire longue. Dans un deuxièm
temps, nous utilisons les copules gaussiennes afin de généraliser le modèle gaussien aux modèles à
quelconques. Enfin, ce dernier modèle est étendu aux chaînes triplet partiellement de Markov.

2. Chaînes de Markov cachées par bruit gaussien quelconque

Les chaînes couple partiellement de Markov (CCouplePM)Z = (Z1, . . . ,Zn) vérifient

p(zi+1|zi) = p(zi+1|xi, y
i) = p(xi+1|xi, y

i)p(yi+1|xi, xi+1, y
i) (1)

avec zi = (z1, . . . , zi) et yi = (y1, . . . , yi). On retrouve le modèle classique CMC-BI pourp(xi+1|xi, y
i) =

p(xi+1|xi), p(yi+1|xi, xi+1, y
i) = p(yi+1|xi+1), et le modèle CMCouple pourp(xi+1|xi, y

i) = p(xi+1|xi, yi),

p(yi+1|xi, xi+1, y
i) = p(yi+1|xi, xi+1, yi). Par ailleurs, (1) est équivalent à la factorisation suivante de la

de Z : p(z1, . . . , zn) = p(x1, y1)p(x2, y2|x1, y
1) · · ·p(xn, yn|xn−1, y

n−1). Cette dernière factorisation permet
montrer classiquement quep(x|y) est une chaîne de Markov dont les transitions sont données parp(xi+1|xi, y) =
p(xi+1, yi+1|xi, y

i)βi+1(xi+1, y)/βi(xi, y), avec lesβi(xi, y) vérifiant les récusions rétrogradesβn(xn, y) = 1,
et βi(xi, y) = ∑

xi+1
p(xi+1, yi+1|xi, y

i)βi+1(xi+1, y) pour 1� i � n − 1. Ainsi ces transitions sont calculabl

dès que les transitionsp(xi+1, yi+1|xi, y
i) = p(xi+1|xi, y

i)p(yi+1|xi, xi+1, y
i) le sont pour tout 1� i � n − 1.

Montrons que c’est le cas dans une classe générale des modèles oùp(y|x) est gaussienne. Nous allons utiliser
propriété classique suivante :

Propriété (P). SoitW = (W1, . . . ,Wn) un processus réel gaussien, avec, pour tout1� i � n, Mi = (M1, . . . ,Mi)

vecteur moyen etΓ i = (γkl)1�k,l�i matrice de covariance deWi = (W1, . . . ,Wi). Alors il est possible de cal
culer, pour touti, la densité gaussiennep(yi) de paramètresMi,Γ i . Classiquement, on procède de proche
proche en utilisant l’identitép(yi) = p(yi−1)p(yi |yi−1) et le fait quep(yi |yi−1) est gaussienne de moyen
Mi + (Ai)T (Γ i−1)−1(yi−1 − Mi−1) et de varianceγii − (Ai)T (Γ i−1)−1Ai , avecAi = (γ1,i , . . . , γi−1,i )

T (la ma-
trice (Γ i−1)−1 figurant dansp(yi |yi−1) est donnée par la densité gaussiennep(yi−1)).

Pour assurer la gaussianité dep(y|x), considérons le cas particulier des transitionsp(xi+1, yi+1|xi, y
i) de

la forme p(xi+1, yi+1|xi, y
i) = p(xi+1|xi)p(yi+1|xi, xi+1, y

i) (on peut remarquer queX est alors de Mar
kov). La calculabilité de ces transitions est alors assurée par l’application de la Propriété (P) aux tra
p(yi+1|xi, xi+1, y

i), cela pour tous les couples(xi, xi+1).

Définition 2.1. ConsidéronsK classesΩ = {ω1, . . . ,ωK}, numérotons lesK2 couples de classes parj =
1, . . . ,K2. Pour toutj = 1, . . . ,K2 et tout 1� i � n, considéronsMi

j et Γ i
j comme dans la Propriété (P). O

appelle chaîne de Markov cachée gaussienne (CMCG) toute CCouplePMZ = (X,Y ) telle quep(y|x) est gaus-
sienne et dont la loi est donnée parp(x1, x2, y1, y2), et, pour touti � 2, les transitionsp(xi+1, yi+1|xi, y

i) =
p(xi+1|xi)p(yi+1|xi, xi+1, y

i) avec pour(xi, xi+1) = j , la loi gaussiennep(yi+1|xi, xi+1, y
i) donnée parMi+1

j et

Γ i+1 (de la même manière que les transitionsp(y |yi−1) sont données parMi etΓ i dans la Propriété (P)).
j i
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Proposition 2.2.Dans une CMCGZ = (X,Y ) les transitionsp(xi+1, yi+1|xi, y
i) = p(xi+1|xi)p(yi+1|xi, xi+1, y

i)

sont calculables. En conséquence, les transitionsp(xi+1|xi, y) et les marginalesp(xi |y) le sont également.

Démonstration. Les transitionsp(xi+1|xi) étant données, il reste à montrer la calculabilité des transi
p(yi+1|xi, xi+1, y

i). Pour(xi, xi+1) = j , cette dernière s’obtient en utilisant la Propriété (P), ce qui termin
preuve. �
Remarque 1.La méthode bayésienne « Maximum des Marginales a Posteriori » (MPM) d’estimation deX = x à
partir deY = y requière le calcul desp(xi |y). En vertu de ce qui précède, ce calcul peut être fait dans le c
CMCG en trois phases suivantes : (i) on calcule, parK2 récursions progressives, les transitionsp(xi+1, yi+1|xi, y

i)

grâce à la Propriété (P) et la Proposition 2.2 ; (ii) on calcule, par des récursions rétrogrades, lesβi(xi, y) et on en
déduit les transitionsp(xi+1|xi, y) etp(x1|y) ; (iii) ces dernières donnent classiquementp(xi |y) par les récursion
progressivesp(xi+1|y) = ∑

xi∈Ω p(xi+1|xi, y)p(xi |y). Notons que le calcul (i), qui est une nouveauté par rap
aux modèles classiques, est adaptatif dans le sens où lorsque l’on souhaite tenir compte d’une nouvelle ob
yn+1, les résultats du calcul desK2 récursions progressives jusqu’àn ne sont pas perdus et servent au calcul d
seule «n + 1 » ième récursion.

Définition 2.3.Un processus gaussienY = (Y1, . . . , Yn, . . .) sera dit « à mémoire longue » s’il existe des consta
α1 > 0, α2 > 0, 0,5 < β1 < 1, et 0,5 < β2 < 1 telles que pour tous 1� k < m, α1(m − k)−β1 � Cov(Yk,Ym) �
α2(m − k)−β2.

Proposition 2.4.ConsidéronsK classesΩ = {ω1, . . . ,ωK}, etK2 suites(Γ i
j )1�j�K2 de matrices de covarianc

comme dans la Définition2.1. Si toutes lesΓ i
j sont à mémoire longue, alorsp(y|x) qu’elles définissent l’es

également.

Démonstration. En suivant la Remarque 1, la covariance de(Yk,Ym) conditionnelle àx dépend dej = (xm−1, xm)

et est précisément le coefficientλkm,j de la matriceΓ m
j = (λkl,j )k�m,l�m. Sachant queαj

1(m − k)−β
j
1 � λm

km,j �
α

j

2(m − k)−β
j
2 et en prenantα1 = infj α

j

1, α2 = supj α
j

2, β1 = supj β
j

1 , et β2 = infj β
j

2 , on aα1(m − k)−β1 �
λm

km,j � α2(m − k)−β2, ce qui termine la preuve.�
Ce qui précède permet donc d’introduire, en particulier, un modèle de chaîne de Markov cachée par du

à mémoire longue, et de préciser une méthode d’estimation de cette chaîne.

3. Chaînes de Markov cachées par bruit non markovien à marginales quelconques

L’utilisation des copules permet d’étendre le résultat de la Proposition 2.2 au cas où les margin
sont pas nécessairement gaussiennes [7]. SoitW = (W1, . . . ,Wn) un processus réel gaussien, avec, pour
1 � i � n,Mi = (M1, . . . ,Mi) vecteur moyen etΓ i = (γkl)1�k,l�i matrice de covariance deWi = (W1, . . . ,Wi).
On noteraG1, . . . ,Gn les fonctions de répartition des loi desW1, . . . ,Wn, etg1, . . . , gn leurs densités. Les fonc
tions de répartition et les densités des lois desW1, . . . ,Wn seront notées respectivementG1, . . . ,Gn, etg1, . . . , gn.
Il existe alors, selon le théorème de Sklar, des applicationsC1, . . . ,Cn, appelées « copules gaussiennes »
R1, . . . ,Rn dans [0,1] telles que pour tout 1� i � n,Gi(yi) = Ci(G1(y1), . . . ,Gi(yi)). Par ailleurs, soien
Y i = (Y1, . . . , Yi) des variables aléatoires à valeurs dansRi des lois marginales données par les fonctions de
partitionH1, . . . ,Hi , ou encore par les densitésh1, . . . , hi . On montre alors queF i(yi) = Ci(H1(y1), . . . ,Hi(yi))

est la fonction de répartition d’une loi respectant les marginales définies parH1, . . . ,Hi . En dérivant cette der
nière équation, nous obtenonsp(yi) = h1(y1) · · ·hi(yi)c

i(H1(y1), . . . ,Hi(yi)), oùci est la dérivée deCi . On note
alors que c’est également la densité de la loi deY i = (Y , . . . , Y ), avecY = H−1(G (W )) pour tout1� q � i.
1 i q q q q
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En posantϕj (yj ) = H−1
j (Gj (yj )), nous avons alorsp(yi) = gi (ϕ−1

1 (y1),...,ϕ
−1
i (yi ))

g1(ϕ
−1
1 (y1))···gi(ϕ

−1
i (yi ))

h1(y1) · · ·hi(yi). Sachant que

p(yi |yi−1) = p(yi )

p(yi−1)
, cela implique (avec «g » pour densité gaussienne) :

p(yi |yi−1) = g
(
ϕ−1

i (yi)|ϕ−1
1 (y1), . . . , ϕ

−1
i−1(yi−1)

) hi(yi)

gi(ϕ
−1
i (yi))

. (2)

Sachant que les densités gaussiennesg(yi |yi) sont calculables en vertu de la Proposition 2.2,p(yi |yi−1) donné
par (2) est calculable dès quehi(yi), ϕ

−1
i (yi), et gi(ϕ

−1
i (yi)) le sont. Même si les formules analytiques de

fonction ne peuvent être données, cette question peut être considérée, du point de vue des applications
comme peu gênante ; en effet, il est possible d’utiliser des approximations rapides sur ordinateur, comme
fait dans [2] dans le cadre d’un modèle plus simple.

Ces résultats classiques permettent alors d’étendre les CCMG de la Proposition 2.2 aux modèles dan
les marginales dep(y|x) sont quelconques :

Proposition 3.1. Soit une chaîne partiellement de MarkovZ. Supposons que les transitions données par(1)

sont telles quep(xi+1|xi, y
i) = p(xi+1|xi) et, en notantj = (xi, xi+1),p(yi+1|xi, xi+1, y

i) = p(yi+1|j, yi) =
gj ((ϕ

i
j )

−1(yi)|(ϕi−1
j )−1(yi−1))

hj,i (yi )

gj,i (ϕ
−1
j,i (yi ))

(à j = (xi, xi+1) fixé, la transition p(yi+1|xi, xi+1, y
i) est de la

forme(2)). On suppose quehj,i(yi), ϕ−1
j,i (yi), etgj,i(ϕ

−1
j,i (yi)) sont calculables ou approchables numériqueme

Alors les transitionsp(yi+1|xi, xi+1, y
i) sont calculables. En conséquence, il est possible d’estimerX = x à

partir deY par différentes méthodes bayésiennes.

4. Chaînes triplet partiellement de Markov

Les chaînes partiellement de Markov données par les transitions (1) s’étendent aisément aux chaînes
dans lesquelles on introduit un processus latentU = (U1, . . . ,Un, . . .), chaqueUi prenant ses valeurs dans
ensemble finiΛ, et l’on suppose que (1) est vérifié avecX∗ = (U,X) à la place deX. La calculabilité dep(x∗

i |y) =
p(xi, ui |y) entraîne alors la calculabilité dep(xi |y) par la sommation surui . Notons que le modèle ainsi obten
est strictement plus général ; en particulier, sip(x∗

i+1|x∗
i , yi) = p(x∗

i+1|x∗
i ) alorsX∗ = (U,X) est une chaîne d

Markov, maisX ne l’est pas nécessairement. Notons également que la gestion de la non stationnarité de(X,Y ),
dont l’intérêt est montré dans le cas simple où(X,Y ) est une CMC-BI dans [6], semble être une applica
particulièrement prometteuse des chaînes triplet.
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