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Résumé

Les chaines de Markov cachées, largement utilisées dans la problématique de la restauration des données, ont été récen
ment généralisées aux chaines couple partiellement de Markov, dans lesquels le processus caché n’est plus nécessairement
Markov et la loi du processus observé conditionnellement au processus caché est quelconque. D’abord, nous montrons I'appli-
cabilité pratique de ces modéles dans le cas gaussien, avec mention particuliere pour les bruits & mémoire longue. Ensuite, nou
montrons que I'utilisation des copules permet de prendre en compte des marginales quelconques du processus observé cond
tionnellement au processus caché. Nous terminons en étendant ce dernier modele aux chaines triplet partiellement de Markov
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Abstract

Gaussian copulas in triplet, partially Markov chains. Hidden Markov chains, which are widely used in different data
restoration problems, have recently been generalised to pairwise partially Markov chains, in which the hidden chain is no
longer necessarily Markovian and the distribution of the observed chain, conditional on the hidden one, is of any form. First, we
show the applicability of the models in the Gaussian case, with a particular attention to long range correlation noises. Second,
we show that the use of copulas allows one to take into account any other form of marginal distributions of the observed chain,
conditionally to the hidden one. We end by extending the latter model to a triplet partially Markov chailecase. this
article: W. Pieczynski, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abridged English version

Introduction
Let X = (X1,..., X,) be a hidden process, atd= (Y1, ..., Y,) an observed one. Eacty takes its values
in 2 ={w1,...,wg}, and eachy; takes its values imR. Different estimations ofX = x from Y are workable,

once the distribution oX conditional onY, denoted by (x|y), is a Markov chain. The simplest model ensuring

this property is the hidden Markov chain with independent noise (HMC-IN), in wiidk a Markov chain and
p(y|x) = p(yilx1) - - - p(ynlxn). This model has since been extended to “pairwise Markov chain” (PMC) models, in
which one directly assumes the Markovianityot (X, Y) [5,8]. In PMC bothp(y|x) andp(x|y) are Markovian,

but X need no longer be a Markov chain. As the noise distributionx) is Markovian, it is a ‘short memory’

noise, while ‘long memory’ noise processes are useful in numerous situations [1,3,4]. The aim of this Note is to
show that a ‘long memory’ noise hidden process obtained from ‘partially’ Markov chains [9] can be workable and
can provide Bayesian estimation of the hidden sighaleneralising the classical one.

Markov chains hidden with general Gaussian noise

The pairwise procesg = (X, Y) is a ‘partially Markov’ chain if (1) holds, withy! = (z1,...,z;) andy’ =
(1, -+ vi). As (1) is equivalent tgr(z1, . .., z,) = p(x1, y1) p(x2, y2lx1, y1) - - pOn, Yalotn—1, ¥~ 1) we see that
p(xly) is @ Markov chain with transitions given y(xii1lxi, y) = p(xit1, yi+alxi, y )/31+1(x,+1 /B (%, y),
where theﬁ (x;, y) are computable witl$" (x,, y) = 1, andg (x;, y) = leﬂp(x,ﬂ, yitalxi, yDB T (xiv1, )
for 1<i <n — 1. Thereforep(x; 1|x;, y) are computable oncg(x; 1, yi+1lxi, ') = p(xitalxi, v pipalxi,
Xi+1, Y ) are computable for each<li <n —1. ‘

Let us show thap (x; 1, yi+1lxi, y') are computable fop(y|x). Gaussian ang(x; 11|x;, y') = p(xit1]x;). We
use the following classical property:

Property (P). Let W = (W4, ..., W,,) be a real Gaussian process, withi’ = (M4, ..., M;) the mean vector and
' = (Yx1)1<k,1<i the variance—covariance matr(xfor eactl < i < n). Then its Gaussian distributiop(y") is
computable recurswely, using the equalityy’) = p(y' 1) p(yi |y’ 1) and the fact thap(yl|yl 1) is Gaussian of
meanM; + (AT (r'=1)~1(y" — M~1) and variancey;; — (A)T (I'=hH7tA! with A" = (y1, ... vi—1.0)” (the

matrix (I~ ~Lin p(y;|y'~1) is given byp(y'~1)).

AS p(xi+1, Yit1lxi, ') = p(ialxi) p(i+alxi, xi1, y'), the crucial pointis to apply Property (P) gy 1/,
xit1, v'). As there arek 2 possible(x;, xi+1)(we havek classes), Property (P) is appli&? times, which gives,
for j=1,...,K? the correspondingfl} mean vector ana!’]? variance—covariance matrix.

Remark 1. The marginal posterior distributions(x;|y), used in Bayesian ‘Maximum Posterior Mode’ restora-
tion, can then be computed in three recursions: (i) one computes, K&rfgrward recursions, the transitions
p(xiv1, yir1lxi, y'); (i) one computes, using backward recursions, the quangities, y), which give the tran-
sitions p(x;+1]x;, y) and p(x1]y); (i) p(x1|y) and the transitiong(x;+1|x;, y) classically givep(x;|y) with the
forward recursiong (x;+11y) = 3. co P(xi4alxi, Y) p(xily).

Let us now consider a Gaussian ‘long memory’ ch&ia= (Y1,...,Y,), which means that there exist four
constantse; > 0,2 > 0,0.5 < B1 < 1, and 05 < B> < 1 such that for each X k < m,a1(m — k)™P1 <
Cov(Yy, Yn) < aa(m — k)~P2. Having K 2 distributions of such Gaussian long memory chains, we can use them,
as above, to define ‘partially’ Markov chains, in which the hidden process is a Markov chain. One then can see that
p(y|x) is still, for eachx, a Gaussian long memory chain. This means that it is possible to restore Markov chains
hidden with long memory Gaussian noise.
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Markov chains hidden with non Markovian noise with arbitrary margins

Let W = (W1,..., W,) be a real Gaussian process, and#ét= (Wx, ..., W;) for each 1< i < n. We will de-
note byG1, ..., G” the cumulative distribution functions (cdf) of the distributionst, ..., W”, andg?, ..., g"
the corresponding densities. The cdf and the densities of the mar§inals. , W, will be denoted byG4, ..., G,
andgz, ..., g, respectively. There exist, according to the Sklar theorem, functidns. ., C”, called “Gaussian
copulas”, fromR?, ..., R" to [0, 1] such that for each & i <n, G'(y') = C (G1(y1), ..., Gi(y})) (see [7]).

Otherwise, letY = (Y1,...,Y,) be a real process, withi’ = (Y1, ...,Y;) for each 1< i < n as above. The
cdf functions ofYy, ..., Y, will be denoted byHq,..., H,, and their densities by, ..., h,. One can then
show thatF’ (y') = C'(H1(y1), ..., H; (y;)) is a cdf admittingHy, . .., H; as marginal cdf. This leads ta(y’) =
hi(y1) ---hi (yi)c (Hi(y1), ..., Hi (1)), wherec! is the derivative ofC. One then notices that this also is the dis-
tribution of Y/ = (Y4, ..., Y;), with ¥, = Hq‘l(Gq(Wq)) for each 1< g <i. Puttingy; (y;) = H;l(Gj(yj)), we

i =1 -1, . . i

getp(y') = LBt () - s i) Knowing thatp(yily' 1) = J£05%5, we have (2) (in which 2
is used to denote Gaussian densities). As the Gaussian depsitips) are computable according to the previous
section,p(y;|y'~1) given by (2) is computable ondeg(y;), (pi_l(y,'), andg; (gol._l(y,')) are computable. Even if the
analytical formulas do not exist for all of them, approximations can be used, as has been done in [2] in a simpler
model.

Finally, using the results of the previous section we can say that it is possible to recover the hidden signal
X in the following case: (i)X is a Markov chain; (ii))Z = (X, Y) is a partially Markov chain; and (iii) the cdf
corresponding to the densitiggy|x) are of the formF” (y*) = C"(H1(y1), ..., H,(y,)) (F"(y") depends on
which is omitted), wher&C” are Gaussian copulas, aiifi, ..., H, are cdf of marginale(y1|x), ..., p(yulx),
which can be chosen of any form.

“w o

Triplet partially Markov chains

The partially Markov chains given by the transitions (1) can be extended to ‘triplet’ partially Markov chains
(TPMC), in which one introduces a third auxiliary random chidie- (U, ..., U,), where eaclt/; takes its values
in a finite setA. Then one assumes that (1) is verified uskig= (U, X) instead ofX. The restorations aX from
Y are still possible; for instance, having compuge@;|y) = p(x;, u;|y), one can computg(x;|y) by summing
with respect tar;. Such a model is then a strictly more general model; in particulatf, 4 |/, yi) = pxq1x])
thenX* = (U, X) is a Markov chain, buX is not necessarily a Markov chain.
Let us notice that TPMC can be used to manage the possible non stationatiXie¥ pfthe study of a simpler
case presented in [6] appears to indicate that managing non stationarities may be a promising application of TPMC.

1. Introduction

SoientX = (X1,...,X,,...), Y = (Y1,...,Y,,...) deux processusY étant non observable ét observé.
ChaqueX; est a valeurs dans un ensemble fihi= {w1, ..., wg }, et chaque’; est a valeurs darR. Il est possible
d’'estimerX = x a partir deY lorsque la loi deX conditionnelle &, notéep(x|y), est une loi de Markov. Cette
derniére propriété est obtenue classiquement en supposant la markoviaKitétam prenanp(y|x) (la loi de
Y conditionnelle ax) suffisamment simple. En notant, pour simplifi&r= (X1, ..., X,) etY = (Y1,...,Y,), le
modele le plus classique, que nous appellerons « chaine de Markov cachée avec bruit indépendant» (CMC-BI, avec
«BI» pour «bruit indépendant », ce qui traduit I'indépendanceydes ., Y,, conditionnellement &), consiste a
prendrep(y|x) = p(y1lx1) - - - p(yulx,). Dans de nombreux cas il s’agit Ia d’'une simplification relativement brutale
de la réalité physique, qui peut s’avérer préjudiciable a la qualité de I'estimati@n-de. Afin d'y remédier, les
modeles plus généraux, dits chaines de Markov « Couple » (CMCouple) ont été proposés [8] et leur intérét pratique
en traitement du signal et des images s’est avéré non négligeable [5]. Dans ces derniers, on suppose directemet
la markovianité du coupl&€ = (X, Y). Cela implique la markovianité de(y|x), ce qui est plus général et permet
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donc de modéliser cette loi de maniére plus satisfaisante, et la markovianpité |d¢, ce qui permet I'estimation

de X = x. Il est a noter que CMCouple n’est pas nécessairement une « chaine de Markov cachée » (CMC) dans la
mesure ou le processus cachid’est pas nécessairement de Markov. Cependant, la markoviampté e com-

porte des restrictions comme la décroissance exponentielle de la covariance (processus a « mémoire courte »), alor
méme que les processus «a mémoire longue » (la décroissance de la covariance plus lente) présentent un intér
dans différentes situations [1,3,4]. Les chaines « partiellement de Markov » permettent de lever cette restriction ; en
effet, dans ces modélegx|y) est de Markov, ce qui permet I'estimation le= x, et p(y|x) est quelconque [9].

L'objet de cette note est de montrer I'applicabilité de deux modeles, importants pour la pratique, et présenter
leur généralisation aux chaines de Markov triplet. Dans un premier temps, nous montrons que les transitions de
la chaine de Markov a posterigpi(x|y) sont calculables dans une chaine partiellement de Markov jage)
gaussien quelconque, ce qui permet de traiter, en particulier, le cag)Je$ a mémoire longue. Dans un deuxieme
temps, nous utilisons les copules gaussiennes afin de généraliser le modele gaussien aux modéles a marginale
guelconques. Enfin, ce dernier modéle est étendu aux chaines triplet partiellement de Markov.

2. Chaines de Markov cachées par bruit gaussien quelconque

Les chaines couple partiellement de Markov (CCoupleBM) (Z1, ..., Z,) vérifient

P(zi+1l2") = p(zivalxi, ¥') = p(ivalxi, ) pitalxi, Xig1, ¥') (1)
avecz = (z1,...,z) ety = (y1,...,y;). On retrouve le modeéle classique CMC-BI popifx;1]x;, y') =
p(xitalxi), p(yitalxi, xit1,¥") = p(yi+1lxi+1), et le modele CMCouple poys(x;talxi, ') = p(xit1lxi, yi),
pisalxi, xi+1, ¥') = p(yiy1lxi, xiv+1, yi). Par allleurs, (1) est équivalent a la factorisation suivante de la loi
deZ : p(z1,...,20) = p(x1, y1) p(x2, yolx1, y1) - -« p(xn, yulxn—1, y"~1). Cette derniére factorisation permet de
montrer classiqguement qudx|y) est une chaine de Markov dont les transitions sont donnégs pan |x;, y) =
p(xigt, vivalxi, OB T (xiv1, v)/B (xi, ), avec lesBi (x;, y) vérifiant les récusions rétrogradg&(x,, y) = 1,
etpi(x;,y) = Yy P&t Vitalxi, yHBH(x; 41, y) pour 1<i <n — 1. Ainsi ces transitions sont calculables
dés que les transitions(x; 11, yi+1lxi, y') = p(xiv1lxi, ) pigalxi, xix1, ') le sont pour tout K i <n — 1.
Montrons que c’est le cas dans une classe générale des modéiés|oyest gaussienne. Nous aIIons utiliser la
propriété classique suivante :

Propriété (P). SoitW = (W1, ..., W,,) un processus réel gaussien, avec, pour fodti <n, M' = (My, ..., M;)
vecteur moyen el = (yr)1<k,1<i matrice de covariance d&’ = (W1, ..., W;). Alors il est possible de cal-
culer, pour touti, la densité gaussiennp(y') de paramétresv’, I'l. Classiquement, on procéde de proche en
proche en utilisant l'identitép(y') = p(y' 1) p(yi|y'~1) et le fait quep(y;|y'~1) est gaussienne de moyenne
M; + (AHT(ri=H=1(y=1 — Mi~1) et de variance;; — (A)T (I''~1)~1A!, avecA’ = (y1;, ..., yi—1.)" (lama-
trice (I"'~1)~1 figurant dansp(y;|y'~1) est donnée par la densité gaussuem@’ ).

Pour assurer la gaussianité géy|x), considérons le cas particulier des transitions; 1, yiy1lx;, y') de
la forme p(xjt1, yit1lxi, ¥) = p(xipalx) p(visalxi, xir1, ¥') (on peut remarquer qu& est alors de Mar-
kov). La calculabilité de ces transitions est alors assurée par I'application de la Propriété (P) aux transitions
p(yir1lxi, xiv1, y'), cela pour tous les couplés;, x;1).

Définition 2.1. Considéronsk classes® = {ws, ..., wg}, numérotons lesk? couples de classes par=
1,...,K2 Pourtoutj =1,...,K? et tout 1<i < n, considéronij. et F;' comme dans la Propriété (P). On
appelle chaine de Markov cachée gaussienne (CMCG) toute CCoupteRNIX, Y) telle quep(y|x) est gaus-
sienne et dont la loi est donnée pafx1, x2, y1, y2), €t, pour touti > 2, les transitiongp (x; 1, yi+1|xi, yi) =
p(xitalxi) p(Vitalxi, xi1, y') avec pourx;, x;+1) = j, la loi gaussienn@(y;+1/x;, xi+1, y') donnée paM}H et

F}“ (de la méme maniére que les transitign(s; |y’ ~1) sont données paw’ et I'! dans la Propriété (P)).
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Proposition 2.2.Dans une CMC& = (X, Y) les transitionsp (x; 41, yi+11xi, ') = p(xip1|x) pyigalxi, Xig1, y')
sont calculables. En conséquence, les transitiphs,1|x;, y) et les marginalep(x;|y) le sont également.

Démonstration. Les transitionsp(x;+1|x;) €tant données, il reste a montrer la calculabilité des transitions
p(yisalxi, xit1, ¥'). Poulx;, x;11) = j, cette derniere s'obtient en utilisant la Propriété (P), ce qui termine la
preuve. O

Remarque 1.La méthode bayésienne « Maximum des Marginales a Posteriori» (MPM) d’estimatior=dea

partir deY = y requiére le calcul deg(x;|y). En vertu de ce qui précéde, ce calcul peut étre fait dans le cas de
CMCG en trois phases suivantes : (i) on calcule farécursions progressives, les transitigns; 11, yi1lxi, y')

grace a la Propriété (P) et la Proposition 2.2 ; (i) on calcule, par des récursions rétrograges; les et on en

déduit les transitiong (x; 11|x;, y) et p(x1]y) ; (iii) ces derniéres donnent classiquemgt; |y) par les récursions
progressivep (x;+1|y) = Y. co P(xi+1lxi, y) p(xi|y). Notons que le calcul (i), qui est une nouveauté par rapport

aux modeles classiques, est adaptatif dans le sens ou lorsque I'on souhaite tenir compte d’'une nouvelle observatiol
yat1, les résultats du calcul dég? récursions progressives jusquiae sont pas perdus et servent au calcul de la
seule @1 + 1 » iéme récursion.

Définition 2.3.Un processus gaussién= (Y1, ..., ¥, ...) sera dit «xa mémoire longue » s'il existe des constantes
a1>0,020>0,05<p1 <1, etQ5< B2 <1telles que pourtousd k < m, a1 (m — k)AL < Cov(Yy, Y) <
o2(m — k)~P2.

Proposition 2.4.Considéronk classes? = {wy, ..., wk}, etK? suites(F})Kngz de matrices de covariance

comme dans la Définitio2.1. Si toutes Iesl“} sont @ mémoire longue, alorg(y|x) qu’elles définissent I'est
également. '

Démonstration. En suivant la Remarque 1, la covariancg Hg Y;,,) conditionnelle & dépend dg = (Xm—1, Xm)

et est précisement le coefficient, ; de la matricel“jf" = (A1, D k<m,1<m - Sachant que{(m — k)*ﬂi < Ak’”nl’j <

X
aé (m — k)~%2 et en prenaniy = inf; a{, az = sup; aé, B1 = sup; [;’1’ et fp = inf; /32’ on awi(m — k)P
M, j S o2(m — k)~P2, ce qui termine la preuve.O
Ce qui précéde permet donc d’introduire, en particulier, un modeéle de chaine de Markov cachée par du « bruit »
a mémoire longue, et de préciser une méthode d’estimation de cette chaine.

3. Chaines de Markov cachées par bruit non markovien a marginales quelconques

L'utilisation des copules permet d'étendre le résultat de la Proposition 2.2 au cas ou les marginales ne
sont pas nécessairement gaussiennes [7]. 8oit (Wy,..., W,) un processus réel gaussien, avec, pour tout
1<i<n,M' =(M,..., M;) vecteur moyen ef’’ = (y)1<k.1<; Matrice de covariance d&' = (W1, ..., W;).

On noteraGl, ..., G" les fonctions de répartition des loi d&s!, ..., W”, etgl, ..., ¢" leurs densités. Les fonc-
tions de répatrtition et les densités des loisWgs. .., W,, seront notées respectivemért, ..., G,, etgi, ..., g,.

Il existe alors, selon le théoréme de Sklar, des applicatohs. ., C", appelées «copules gaussiennes», de
RY,...,R" dans[0,1] telles que pour tout X i < n, G'(y') = C'(G1(y1), ..., Gi(y;)). Par ailleurs, soient

Y = (Y1,...,Y;) des variables aléatoires a valeurs d&sles lois marginales données par les fonctions de ré-
partition Hy, ..., H;, ou encore par les densités, . .., h;. On montre alors qué&’ (y') = C (H1(y1), ..., Hi (%))

est la fonction de répartition d’une loi respectant les marginales définiedpar., H;. En dérivant cette der-
niére équation, nous obtenopsy’) = h1(y1) - - - hi (yi)c! (H1(y1), - .., Hi (y;)), olc! estla dérivée d€’. On note
alors que c’est également la densité de la lovde= (Y1, ..., Y;), avecY, = Hq‘l(Gq(Wq)) pour toutl< ¢ < i.
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& QT D)o )
e1(o7 )20 )

p(ily™hH = pfi?i)l) , cela implique (avec g» pour densité gaussienne) :
hi(yi)

8i (wfl(yz'))

Sachant que les densités gaussienyies/y’) sont calculables en vertu de la Proposition 2:2y;|y'~1) donné

par (2) est calculable dés qug(y;), <pl-_1(y,~), etg; (gol._l(yi)) le sont. Méme si les formules analytiques de ces

fonction ne peuvent étre données, cette question peut étre considérée, du point de vue des applications pratique:

comme peu génante ; en effet, il est possible d'utiliser des approximations rapides sur ordinateur, comme cela a été

fait dans [2] dans le cadre d’'un modéle plus simple.

Ces résultats classiques permettent alors d’étendre les CCMG de la Proposition 2.2 aux modéles dans lesquel
les marginales de(y|x) sont quelconques :

En posanip;(y;) = Hj_l(Gj(yj)), nous avons alorp(y") = h1(y1) ---h;i(y;). Sachant que

pOily' ™ = g0 onler o, - o L (i) )

Proposition 3.1. Soit une chaine partiellement de Markav Supposons que les transitions données (dar
sont telles quep(x;+alxi, y') = p(xi+1lx;) €t, en notantj = (x;, xi+1), pit+ilxi, Xi4+1, Y") = pQitalj, y') =

[\ — i i—1\— | — hiji(yi N . .z .yt :
2 (@) OO H 7 1))g,_(-;fi(§,,)) @ j = (xi,xi11) fixé, la transition p(yi41lxi, xi11,»") est de la
h Ji\F )i Wi

forme(2)). On suppose quk;,; (i), <p;l.1(y;), etgj,i(<p;i1(yi)) sont calculables ou approchables numériquement.

Alors les transitiong (y; +1]x;, x; 41, y') sont calculables. En conséquence, il est possible d’estinerx a
partir deY par différentes méthodes bayésiennes.

4. Chaines triplet partiellement de Markov

Les chaines partiellement de Markov données par les transitions (1) s’étendent aisément aux chaines «triplet»
dans lesquelles on introduit un processus latént (Ui, ..., U,,...), chaquelU; prenant ses valeurs dans un
ensemble finiA, et 'on suppose que (1) est verifié a’ét = (U, X) ala place de&X. La calculabilité dep (x| y) =
p(xi,ui|y) entraine alors la calculabilité de(x;|y) par la sommation sur;. Notons que le modéle ainsi obtenu
est strictement plus général; en particulierpsi/ , |x/, vy = p(x/qlx[) alors X* = (U, X) est une chaine de
Markov, maisX ne I'est pas nécessairement. Notons également que la gestion de la non stationrafjté)de
dont I'intérét est montré dans le cas simple @ Y) est une CMC-BI dans [6], semble étre une application
particulierement prometteuse des chaines triplet.

Références

[1] J. Beran, M.S. Taqqu, Statistics for Long-Memory Processes, Monographs Statist. Appl. Probab., Chapman and Hall, New York, 1994.

[2] N. Brunel, W. Pieczynski, Unsupervised signal restoration using copulas and pairwise Markov chains, IEEE Workshop on Statistical Signal
Processing (SSP 2003), Saint Louis, Missouri, September 28—October 1, 2003.

[3] O. Cappé, E. Moulines, J.C. Pesquet, A. Petropulu, X. Yang, Long-range dependence and heavy-tail modeling for teletraffic data, IEEE
Signal Processing Magazine 19 (3) (2002) 14-27.

[4] F. Chapeau-Blondeau, M. Guglielmi, Modéles de signaux a longue dépendance statistique, in: M. Guglielmi (Ed.), Signaux Aléatoires :
Modélisation, Estimation, Détection, Traité IC2, Hermes, Paris, 2004, Chapitre 4.

[5] S. Derrode, W. Pieczynski, Signal and image segmentation using pairwise Markov chains, IEEE Trans. Signal Processing 52 (9) (2004)
2477-2489.

[6] P. Lanchantin, W. Pieczynski, Unsupervised restoration of hidden non stationary Markov chain using evidential priors, IEEE Trans. Signal
Processing 53 (8) (2005).

[7] R.B. Nelsen, An Introduction to Copulas, Lecture Notes in Statist., vol. 139, Springer, New York, 1998.

[8] W. Pieczynski, Pairwise Markov chains, IEEE Trans. Pattern Analysis and Machine Intelligence 25 (5) (2003) 634—639.

[9] W. Pieczynski, Triplet partially Markov chains and tree, in: 2nd International Symposium on Image/Video Communications over Fixed and
Mobile Networks (1SIVC'04), Brest, France, July 2004.



