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Résumé

L’objet de I’article est de présenter divers aspeds des traitements datistiques des images
utili sant des modeles de Markov. En choisissant pou cadre la segmentation statistique
nous rappelons brievement la nature & I'intérét des traitements probabili stes et présentons
les modéles de Markov cadés classques: champs, chaines, et arbres. Les méthodes
bayésiennes de segmentation sont déaites, ains que les grandes familles des méthodes
d apprentissage. Quelques modéles ou méthodes de traitements plus récents comme les
modeles de Markov Coupe d Triplet, la fusion de Dempster-Shafer dans le ntexte
markovien, ou I’estimation des mélanges généralisés ont également présentés. Nous
terminons par une liste non exhaustive des divers prolongements des méthodes et modeles
vers I'imagerie multidimensionrelle, multisenseurs, multirésolution. Des liens avec les
model es graphiques généraux sont également brievement déaits.

Mots clés: champs de Markov, chaines de Markov, arbres de Markov, segmentation
bayésienne dimages, EspéranceMaximisation, Estimation condtionelle itérative
segmentation floeu, fusion Dempster-Shder, theorie de I’ évidence, Markov coude, Markov
triplet.

Abstract

The aim of this paper is to present some aspeds of Markov model based stetisticd image
processng. After a brief review of statisticd processng in image segmentation, classcd
Markov models (fields, chains, and trees) used in image processng are developed.
Bayesian methods of segmentation are then described and different general parameter
estimation methods are presented. More recent models and processng tedhniques, such as
Pairwise and Triplet Markov models, Dempster-Shafer fusion in a Markov context, and
generadized mixture estimation, are then discussed. We conclude with a nonexhaustive
desciption d candidate extensions to multidimensional, multisensor, and multiresolution
imagery. Conredions with general graphicd models are also highlighted.

Keywords: Markov fields, Markov chains, Markov trees, Bayesian image segmentation,
Expedation-Maximization, Iterative Condtiond Estimation, Fuzz segmentation,
Dempster-Shder fusion, theory of evdence pairwise Markov models, triplet Markov
models.
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1. Introduction

L'objet de ce article est de discuter I'intérét que peuvent présenter les modélisations
probabili stes et les traitements gatistiques en imagerie, avec un accent particulier mis sur
I'utili sation des modeles Markoviens. Le calre illustratif choisi est cdui de la
segmentation. Ce probleme et simple dans s formulation et important dans les
applicaions, ce qui nous emble bien adapté pou exposer la nature ¢ l'intérét profonds
des méthodes de traitement probabili stes en imagerie.

La segmentation des images figure donc parmi les problémes les plus important en
imagerie. Dans certaines stuations le résultat dune segmentation fournit diredement la
solutionaun probléme posé ; dans d'autres, il sert de point de départ a d'autres traitements.
L’esoor des méhodes markoviennes date de I'introduction des champs de Markov cadés
[11, 37, 63, qu ont permis de cntourner, de maniere rigoueuse & particuli erement
élégante, les problémes liés aux temps de cdcul prohibitifs, ces derniers étant simplement
dus au nambre généralement important des pixels dans une image. L'intérét de telles
méthodes est de pouvar prendre des « dédsions » (clasdficaions, estimations, filtrages,
restaurations, ...) locdement a partir de toute I'information dsporible dans I'image. Le
succes de cetype de méthode est d a leurs aptitude aprodure, lorsgue les divers bruits
présents dans I'image considéréesont importants et lorsque les donrées corresponcent bien
au modele utilisé, des résultats pedaaulaires, dépassant parfois les cgpadtés de I'cal
humain.

La segmentation statistique des images trouve de nombreuses applicaions dans les
domaines de traitement dimages les plus divers. Il existe désormais une riche
bibliographie, qu poura ére, en particulier, consultéedans les ouwages généraux comme
[18, 113. En particulier, en imagerie satellitaire ou a&ienne de telles méthodes ont éé
utilisées a diverses fins comme, a titre dexemple, la dassdficaion des zones ou
I'extradion des dructures, I'interprétation des enes, ... [8, 10, 13, 15, 19, 22, 24, 27, 28,
30, 33, 35, 42, 47, 49, 55, 56, 58, 59, 62, 65, 74, 78, 87, 90, 91, 98, 1p&rddagerie
sonar, oulesimages obtenues ont souvent relativement bruitées, les méthodes gatistiques
de traitement fondées sur des modeles de Markov sont également bien adaptées [66, 67, 69,
113 et il en est de méme dans de nombreuses stuations $ présentant en imagerie
médicde[20, 26, 46, 68, 70, 75, 94, 95, 11Citons également des exemples d'applicaion
en vision par ordinateur [36, 39, 45, 7B ouencore imagerie industrielle[12, 4§.
L’organisation ce l'article est lasuivante :

La nature de la dasdficaion bayésienne & son intérét sont présentés de maniere intuitive,
dans un cadre général et en dehors des modéles de Markov, dans la sedion suivante. La
sedion 3 cortient une description des modeles de Markov cadés classques: champs,
chaines, et arbres, ains que cdle des méhodes bayésiennes asciées. La sedion 4 est
consaaée aun modéle récent dit champs de Markov Couge. L'importante question ce
I'estimation des paramétres, permettant de rendre les traitements automatiques, est abordée
dans la sedion 5 avec la description, en particulier, de trois familles générales de
démarches (Espérance-Maximisation, Estimation Condtionrelle Itérative, et les méthodes
«pleinement bayésiennes»). Diverses extensions aux moddes plus complexes
(multi senseur, multirésolution, imagerie tridimensionrelle, séquences dimages, modéles
graphiques genéraux, fusion de Dempster-Shafer, modeles de Markov flous,...) sont
discutées dans la sedion 6. La derniere sedion, sedion 7, cortient les conclusions et
quelques perspedives.
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2. Modéle probabili ste @ classfication bayésienne

Les moddlisations probabilistes et les traitements datistiques peuvent savérer d'une
remarquable dficadté dans le traitement de cetains problemes s posant en imagerie. De
maniere tres générale, on peut envisager de faire gpel a des méhodes probabili stes de
traitement lorsque I'on se trouve dans une situation réunissant les deux condtions
suivantes: (i) on souleite déterminer des caradéristiques de I'image, non olservables
diredement et représentées par un élément x d'un espace X, a partir des caradéristiques
de I'image observables et représentées par un élément y dun espace Y ; (ii) il n'existe
manifestement pas de liens déterministesentreles y et les x (en dautrestermes, plusieurs
X possbles peuvent corresponde aun y observé). Le deuxiéme point semble interdire

définitivement tout traitement sérieux du pobléme ; cependant, un traitement statistique
est souvent possble. De plus, ce type de traitement peut bénéficier de trois qualités
majeures : géenéralité, optimalité & soupges<.

Prédsonsles nsdonrésa cestrois qualités dans le amntexte mnsidéré.

Il Nexiste donc pas de liens déterministes entre les y et les x ; cependant, I'observation

de y dat appater une cetaine information sur x. Dans le contexte qui nows intéresse,

cette information est donrée par une loi de probabilité sur X et peut étre gpréhendée
grace ala loi des grands nombres, de la fagon suivante: si la situation se reprodut un

cetain nanbre de fois (a y donrg), la probabilit € p(Aly) (qui dépend dort de y) dun
ensemble A X est la propation des x se trouvant dans A. La « généralité» des

traitements datistiques est alors asauréepar larichesse des posshilit és de définir les lois de
probabilit és, condtionrelles a y, sur X. A y fixé cette « généraité » se traduit par la

paosshilit € de modélisation des stuations extrémement diverses, allant du lien déterministe
al'indépendancetotale entre y et x. En effet, dans le premier cas la probabilit é p(.|y) est
une mass de Dirac ¢ dans le deuxieme ca cette probabilit é ne dépend pas de y. Il est
ains possble de modéliser des liens « plus au moins » forts entre y et x. De plus, la
situation oulesliensentre y et x sont déterministes apparait comme un cas particulier des
modéli sations probabili stes.

Concernant I'optimalité wnsidérons une fonction L:X* —~ R moddisant la gravité des
erreurs: L(x*,x%) représente le ot de I'erreur « on pense que x est x', alors quele vrai
X est x* ». Notons que la fonction L, qu est appelée « fonction de perte », ou encore

«fonction e @0t », est indépendante des modélisations probabili stes éventuell ement
retenues. Suppasons que I'on dspose d'unereglededédsion d:Y - X, qu asocie dorc

a dague y observé un x inobservable, et que I'on souheite éaluer sa qualité.
Conraissant la probabilit & p(.|y), on peut cdculer le « risque » défini par

R(L.d,y) = [L(d(y).)p(x|y)dx (2.1

Observons que le « risque » est une quantité trés « parlante » pou un praticien, méme sil
n'a aicune onreissance particuliere de la théorie des probabilit és. En effet, R(L,d,Y)
désigne la « perte moyenne »: si I'on uiliselarégle d un nanbre n suffissmment grand
de fois, la perte globale subie et le produt de n par R(L,d,y). A y observé, on peut
dors rechercher ds(y)OX qu minimise l'intégrale (2.1) (dg(y) est dite « dédsion
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Bayésienne » liée aL ), et qui minimiserala perte globale subie gorées n dédsions. Il reste
a prédser une derniére généralisation. Lorsque I'on est confronté a n expériences, les n
observations y peuvent ne pas étre toutes égales et évoluer de maniére dédoire en suivant
une loi de probabilité définie sur Y. Prédsons dés a présent que cdte nouwele
générali sation re modifie pas la solution ogimale dg, qui reste cdle qui minimise la perte
globale. Cependant, prédser la maniere dort on prend en compte I'asped aédoire de y
nouws permettra de terminer la modéli sation probabili ste du probléme. Les quantités x et y
étant aléadoires, on peut les considérer comme rédi sations des variables aléaoires X et Y.
Laloi p(x,y) ducoude (X,Y) est donréepar laloi p(y) de Y et leslois p(x|y) de X

condtionrelle aY . Lerisque moyen associé alL et d est alors défini par
R(L,d) = E[L(d(Y), X)] (2.2
et ladédsion Bayésienne as0ciée aL est ladédsion qu minimise cerisque moyen :

E[L(d5 (Y), X)] = min E[L(d(Y), X)] (2.3

Finalement, la qualit é d'optimalit & peut se résumer de lamaniere suivante. Si laloi  p(x, y)
du coude (X,Y) est connte, la régle de dédsion d qui consiste aminimiser, pou
chaque y observé, le risque défini par (2.1), est cdle parmi toutes les régles possbles,
d'origine probabili ste ou pas, qu minimise la perte globale subie lorsque I'on traite un
nombre suffisamment grand des y. De plus, le cdcul de E[L(dS(Y), X)] nows donre le

montant de la perte minimale.

Enfin, les méthodes probabili stes de traitement présentent une « sougdese » dans le sens
ou I'optimalit € discutée ¢-desaus est adaptable ades préoccupations particulieres. En eff et,
devant une rédité « objedive » donrée modéisée par la loi p(x,y) ducoude (X,Y),
deux clients peuvent avoir des préoccupations différentes — vaire @ntradictoires —

moddlisées par deux fonctions de perte différentes L', L*, qu donrent le montant de
I'argent perdu, alongterme, par chaaun ces clients. Ces fonctions vont définir deux régles

de dédsions différentes d*, d*. Ains d* est optimale pou le premier client, qui perdrait
plus d'argent en appliquant d?, et d* est optimae pou le deuxiéme dient, qu perdrait
plus d'argent en appliquant d*.

Exemple

Considérons le probleme d'établi seement d'une cate d'une région comportant deux classes

«eal», naée E, et «forét », naée F . Suppasons que I'on souhaite travaill er « pixel par
pixel ». Celasignifie que sur chagque pixel on olserve un nveau de gris y et que I'on dat
|ui attribuer un x dans I'ensemble X ={E,F}. On se trouve dans un contexte probabili ste

s un riveau de gris donreé peut auss bien corresponde ade I'eau qua de la forét, ce qui
arrive fréguemment dans des images fortement « bruitées », fournies par des cgpteurs radar
par exemple. Laloi p(x,y) ducoude (X,Y) peut alors étre donréepar laloi p(x) de X,

qui est une probabilité sur X ={E, F} et désigne smplement la propartion de deux classes
dans larégion considérée et par les deux lois p( y|E), p( y|F) de Y condtionrdlesa X .
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Notons que ces deux derniéres |ois modéli sent simultanément la « variabilit € naturelle » de
deux classes et diverses dégradations dues a l’aquisition, la transmisson, et la visuali sation
des donrées. Suppasons que deux «clients » souhaitent se porter acquéreur de logiciels de
segmentation dimages stellite comportant de I'eau et de la forét. Le premier client, pou

lequel la surévaluation ce la dasse « eau » est plus grave que cdle de la dasse « forét »,
perd 1 euro quand un pxel « eau » est clas® atort comme édant « forét », et 5 euros quand
un pxel «forét » est clas$ atort comme dant « eau ». Un deuxiéme dient, pou qui la
surévaluation ckla dasse « forét » est plus grave que cdle dela dasse « eau », perd 1 euro
quand un pxel « forét » est clas® atort comme dant « eau », et 10 euros quand un pxel
«eal » est clas® atort comme étant « forét ». Nous avons dorc L'(E,E) =L*(F,F) =0,
L'(F,E) =1, L'(E,F)=5, e L*(E,E)=L*(F,F)=0, L*(F,E)=10, L*(E,F)=1. Les
deux minimisations de (2.1), qu séait ici L(d(y),E) p(E|y) +L(d(y),F)p(F |y) ,
donrent d'(y) =E s p(E|y) 25p(Fly), d'(y)=F si p(E}y)<5p(F|y), et d*(y)=E

s 10p(Ely)= p(Fly), d*(y)=F s 10p(Ely) < p(F|y) (rappelons que p(Ely) et

p(F|y) sont caculées apartir de p(x), p(Y[E), et p(y|F) par

p(E) p(Y[E)
E =
P(EY) = S (yIE) * p(F) P(YF)
(2.4
B(Fly) = P(F) p(Y|F)

P(E) p(Y[E) + p(F)p(y|F) ~

Pour un nanbre de pixels suffisamment grand —ce qui est pratiquement toujours le ca& en
imagerie — larégle d* asaure dnsi la perte minimale au premier client et larégle d* assure
la perte minimale au deuxieme dient. Si e modéle probabili ste mrrespond @rfaitement a
la rédité, ces regles snt optimales parmi toutes les regles opérant « pixel par pixel »,
d’origine probabili ste ou pes.

3. Modélesde M ar kov cachés
3. 1Méthodes locales contextuell es

L'utili sstion des dédsions Bayésiennes prédsées dans le paragraphe précélent peut ére mise an
défaut lorsque I'ensemble X est de cadina important. En reprenant la situation de
I'exemple d-deswuus, nadons S I'ensemble des pixels et considérons les « champs
aédoires» X = (X )gs, Y =(Y,)gs (NOtons que X et Y de I'exemple 2.1 deviennent

respedivement X, et Y,). Nous avonsvu quiil était possble d'éablir une cate de maniére
optimale en procédant « pixel par pixel ». Pour chague s dans S, les variables X et Y,
sont avaleurs dans X ={E,F} et Y =R respedivement. Larédisation X, = x, peut étre
estimée de maniére optimale apartir de la rédisation Y, =y, ; cependant, il est Iégitime
dimaginer que dautres Y, =y, cortiennent de I'information uile ala dasdficaion du

pixel s. En dautres termes, pou attribuer une dase a s, regarder les niveaux de gris aur
S et sur son vdsinage devrait étre plus efficaceque de le regarder uniquement sur s. On
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peut effedivement montrer que lorsque I'on uilise un vasinage V, de s, l'utilisation ce
Y., =), alaplacede Y, permet daméliorer 'efficadte des dratégies Bayésiennes:
pou toute fonction ce perte L, la perte moyenne minimale E[L(dg(Y,),X.)] est
inférieure ou égale ala perte moyenne minimale E[L(d;(Y,), X.)]. De telles méthodes de

traitement, dites «locdes contextuelles », ont été utilisées et donrent dans cetaines
situations des résultats de qualité suffisante; cependant, on se heurte rapidement a des
problémes de cdcul lorsque lataille de V' croit. Pour deux classs, il est aing difficile de
prendre en compte des voisinages de taill e supérieure ahuit. Le nombre de pixels étant
couramment de I'ordre de anquante mille, on est en droit d'imaginer quune partie non

négligeable de I'information dsporible ne peut ére exploitéepar les méthodes locdes.

3. 2Champs de Markov cachés

L'introduction des champs de Markov cadés [11, 37, 63 a permis de mrtourner, de maniére
particuli erement éégante, les problémes de cadcul mentionrés dans le paragraphe précdlent. Afin
de fixer lesidées, nows considérerons |e probléme de la segmentation satistique dimage. Pour S
I’ensemble des pixels, onconsidére deux ensembles de variables aédoires X = (X,) s €t

Y =(Y,)gs, appelés «champs aédaoires». Chaque X, prend ses valeurs dans un
ensemble fini de dasses Q :{wl,...,wk} et chaque Y, prend ses valeurs dans R. Nous

considéronsici lavariable catiée avaleurs discrétes car nous avons choisi |a segmentation
d'image comme calre ill ustratif ; cependant, dautres problemes comme déconvdution et
divers filtrages [14, 48, 72, 11B auraient pu ére casis, auquel cas la variable cabée
pourait éventuellement étre avaeurs continues. En admettant que I'ensemble S contient
N pixels, nows avons dorc X =QM et Y =R", ce qui rend les cdculs explicites des
dédsions Bayésiennes du paragraphe précéent impossbles pour les taill es courantes des
images. Comment manier les procesus X =(X.)gs € Y =(Y)ys, qu peuvent
comporter, chaaun, dus dun million de composantes ? Cela devient possble en adoptant
pou laloi ducoupe (X,Y) le modde dit « champ de Markov caté ». Laloi du coupe

(X,Y) éant donréepar p(x), laloi de X, et p(y|x), laloi de Y condtionrelle a X,
explicitons ces deux lois dans le calre d'un tel modele. Le champ aédoire X est un
champ de Markov par rappat aun systéme de voisinage V = (V,) o, aveclaforme des V,
indépendante de s, si saloi est delaforme

p(x) = yexpﬁ mec)E (3.0

avec C I'ensemble des cliques, ure dique éant soit un singleton, soit un ensemble des
pixels mutuellement voisins au sens de V (la fonction U(x):;qbc(xc) est dite

«énergie»). Les fonctions ¢, dites «fonctions de potentiel », traduisent ainsi une

conreissance a priori d'une prédominance de cetaines configuration part rappat a
d'autres. A titre dexemple, on uili se fréquemment les voisinages composés de quatre plus
proches voisins, ou les cliques ont les sngletons, les ensembles contenant deux pixels
voisins horizontalement, et les ensembles contenant deux pixels voisins verticaement.
Notons guun champ X dort la loi est de forme véifiant (3.1) vérifie I'hypahése de
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markovianité suivante: pou tout sOS, laloi de X, condtionrelle a (X,),.. est égale a
saloi condtionrelle a(X,),, :laloi de X condtionrelle atoutes les autres rédisations
ne depend qie des redisations aur le voisinage. En dautres termes, X, et (X,), sont
indépendants condtionrellement a (X, ),,, . Cependant, natons que cete indépendance n'a

plus lieu lorsque I'on supprime le @ndtionrement ; dans un champ de Markov, deux
variables X, X, sont toujours dépendantes, quelle que soit la position des pixels s, t

dans S.
La formule (3.1) ne permet pas le cdcul de p(x) ca la constante y est inconnie;

cependant, et cest cete propriété qui est fondamentale pou la suite, la loi de X,
condtionrelle alarestriction de X au voisinage V, est cdculable par

expE 5 9.06.%)
P z¢ (% =

cOC, e

(3.2

ouc=c-{s} (lasomme ¥ ¢.(x.,x,) est prisesur lescliques cC telles que slc, le
cdC, dc

pixel s éant fixé). Pour des voisinages de taill e raisonreble (quatre, hut, voire dowze
voising) le nombre des cliques contenant un pxel donreé reste raisonreble d le cdcul
explicite de (3.2) est possble. Ce dernier permet aors de proposer des méthodes itératives
de smulation ¢ X selon sa loi Markovienne (3.1). Parmi les difféérentes méthodks,
mentionnors I'échantill onreur de Gibbs, dort le déroulement est le suivant. Considérons
un x°0Q" quelconqie &, en faisant parcowrir & s I'ensemble S, dans un belayage
« ligne par ligne » par exemple, faisons, pou chagque s, untirage déaoiredans Q selonla
loi (3.2). Dans ces tirages, on tient compte, pou chaque s, des nouwelles valeurs de
cetains pixels de son vadsinage obtenues dans les tirages précélents, éventuellement
diff érentes de celes qui composent x°. Notons x* I'éément de Q" (qui est une image de
classs, ou ure cate) obtenu aprés le balayage complet de S et recmmencons, avec X' &
laplacede x°, et ainsi de suite ....On oltient une suite de rédisations X' = x*, X? = x?,
.. dun pocesws déaoire X*, X?, ... quest une dhaine de Markov avaleurs dans Q" .
On montre dors, en utilisant des propriétés élémentaires des chaines de Markov, qte le
procesus X', X?, ...converge e loi vers(3.1).

Il est ains possble de simuler, et c'est ce fait la qui est a l'origine des posshilit és du
contournement des problemes de cdcul mentionrés dans le paragraphe précélent, des
rédisationsde X selonlaloi donréepar (3.1).

Remarquors que le cdcul de la mnstante y est généralement impossble a case du

nombre trop important des rédisations possblesde X ; cependant, il existe destechniques
de son approximation déterministes [6] ou stochastiques [88]. La amnreissance de la valeur
approchéede y peut alors étre util e dans la recherche des lutions d'un certain nanbre de

problemes d'estimation des paramétres ou ¢k tests [88], ces derniers grvant a un choix,
dans une famille des modeles admisshles, de cdui le mieux adapté aux donrées en
présence

L’échantill onreur de Gibbs est un cas particulier des démarches générales connles ous
I'appellation « Méthodes de Monte Carlo par Chaines de Markov » (MCMC [92, 117),
dort la problématique est la suivante. On souhaite simuler une loi p(x) trop compliquée
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pou que I'on pusse le faire diredement. On construit alors des probabilit és de transitions
p(x'*(x"), suffisamment simples pour permettre leurs smulations, définissant une daine

de Markov dort les lois marginales tendent vers p(x) . Cette anstruction permet de faire
des smulationsde p(x) «alalimite », en faisant un nanbre suffisant de simulations slon

les transitions. Notons quen dehors de I'échantillonneur de Gibbs il existe une aitre
technique, dite de «Hasting-Metropdis», faisant parties des méthodes MCMC et
couramment utili séedans le cntexte des champs de Markov.

Laloi p(x) étant définie par (3.1), il reste adéfinir les lois p(y|x). Leur forme la plus

smple, couramment utili seg est (on suppcse les f, , qu sont les densités des lois de Y,
condtionrellesa X, = X, strictement positives) :

p(y¥) = |_1 f,. (¥s) =exp[y Log(f, (v.))] 3.3
Laloide (X,Y) estaors

P(x,y) = PO p(¥]X) =y exp[-U (x, y)] =y expl=y .(x)+ > Log(f, (y.)] (3.9

et laloi de X aposteriori p(x|y), qu est propationrelle, & une cnstante dépendant de y
prés, & p(x, y) = p(x) p(y|x), séait

P(XY) = y(y)exp[FU (x,y)] = v(y)exp[-;rﬁc(xc) + ZLog(fxs(ys))] (3.9

Nous congtaons que (3.5 différe de (3.1) par la présence dune somme sur les pixels ; les
singetons éant toyours des cliques, la structure Markovienne donréepar (3.1) est aing présarvée

1
Zp(x, y)

xQ

(naonsque y(y) = , avec p(x,y) donréepar (3.4)).

3. 3Segmentation bayésenne avecles champs de markov cachés

Il est @ing possble de smuler desrédisationsde X selonsaloi a posteriori (3.5) en utili sant
les lois condtionrelles (3.2), avec ¢ (X, X;) —Log(f, (y,)) alaplacede ¢ (X, %), €t

I'échantill onreur de Gibbs, ce qui permet la mise en place des différentes dratégies
Bayésiennes de segmentation. Parmi ces derniéres, les dratégies « Maximum des
Marginaes a Posteriori » (MPM [63]) et le « Maximum a Posteriori » (MAP [37]), qui
corresponcent aux fonctions de perte L,(x',x?) = ZJTX?XQ et L,(x",x%) =1 e SOML e
sUIS
plus fréqguemment utili sées. Notons la différence intuitive entre ces deux fonctions de
perte: la premiére mesure la perte par la propation des pixels mal classs, alors que la
deuxieme pénali se de |la méme maniére toutes les images de dasses diff érentes de la vraie
image, méme si la diff érence porte sur un seul pixel. A priori, lafonction L, peut sembler

quelque peu brutale ca s la différence porte sur un seul pixel une telle areur est
généralement négligeale; ainsi la fonction L, peut apparaitre omme plus ude d
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mieux adaptée ax besoins classques. Cependant, cette derniére n'est pas exempte de
critiques. Suppasons que la vraie image x* soit un damier « nar et blanc » et I'image
estimée x* est obtenue par le décdage d'un pxel sur la droite (par exemple) : tous les
pixels ont alors différents et dorc L,(x', x*) est maximale, cequi modélise mal le fait que
les deux damiers x* et x* apparaitrons, a I'adl, comme identiques. Bien entendu, toute
autre fonction de perte pourait ére utilisée; cependant, cet asped des méthodes
bayésiennes de segmentation ne semble pas susciter un intérét des utili sateurs. Cet état de
choses est probablement di au fait, relativement curieux, que I'utili sation de L, méne ades
résultats uvent tres comparables a caix oltenus en uilisant L, .

Lastratégie MPM séqit :

S MPM

M =d,(y), avec "™ =argmaxp(x, =ajy] (3.6)
wlQ
Le cdcul explicite des marginales a posteriori p(xs|y) figurant dans (3.6) n'est pas

possble ; cependant, en désignant par x*, ..., X" les images smulées slon p(x|y), ele
peuvent étre dasément estimées par

]1xé=w1 +"'+]Tx2=w]

n

p(x, =aly) =

(3.7

cequ permet lamise en dacede MPM. Nous voyors que (3.6) répondaux interrogations du
sous-paragraphe précélent et permet d'eff eduer larecherche de chaque X, apartir de toute

Iinformation dsponible Y =y. Le cdcul explicite des marginales a posteriori p(xs|ys)

(voir (2.4) de I'exemple 2.2) a é&é remplacépar une estimation, uili sant une technique de
type MCMC, des p(x.|y).

Lastratégie MAP séqit :

X =d,(y) = argmaxp(x|y) (3.9

et peut étre goprochée soit par le trés éégant algorithme de « reauit simulé » [37], soit par
des agorithmes rapides comme l'agorithme « Iterated Condtional Mode » (ICM [11]).
Dans le premier, onintrodut dans|’énergie U de (3.5) la«température » T >0 en posant
U;(x,y) =U(X,y)/T. En chaisisant une suite (T,) déaoissante & tendant vers 0O,

notons x, urerédisation ce X smuléeselon (3.5), avec U, alaplacede U . On morntre
aors que si la déaoissance de (T,) est suffisamment lente, la suite (x,) tend vers X
donré par (3.8) (lorsque plusieurs X vérifient (3.8), p(xn|y) tend vers le maximum absolu
sans que la suite (x,) converge nécessairement vers un éément donré parmi ces X). Dans

les cas des modéles complexes, I'algorithme du reauit simulé peut étre éventuell ement
accééré par des techniques de paralélisation [3, 52, 105, 116 L’agorithme ICM
reseemble al’échantill onneur de Gibbs: on eff edue des balayages de I'ensemble des pixels
et pou chaque sS onremplacelavaleur courante X, par une nouwelle valeur X.' (avec

éventuellement, X, =X.') obtenue par la maximisation ce la probabilit € p(xs|§<\,s,y) (dans
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I'échantill onreur de Gibbs, la nouwelle valeur est obtenue par le tirage dédoire selon cette
méme probabilité). On oltient ainsi une suite déterministe X', ..., X" telle que la suite
p(X|y), ..., p(X"|y) est croissnte ; cependant, sa awnvergencevers X donré par (3.8)
n'est pas asaurée

Exemple

Considérons le ca smple dun champ de Markov caché (modele d'lsing) relativement a
guatre plus proches voisins, a k clases Q :{wl,...,wk}. Les fonctions potentiel ¢, dans

(3.2) sont nulles sur les sngletons et séaivent sur les cliques d'ordre deux (formées par
les coudes (sit) de voisins « horizontaux » ou «verticaux »)

¢(s,t)(xs'xt) :a(1_26(xs’xt))' avec 6(Xs'xt) :1 SI Xs = Xt et 6(Xs'xt) :_1 SI Xs 7 Xt

Laformule (3.2), qu permet les tirages slon les lois condtionrelles et donc I'utili sation
de I'échantill onreur de Gibbs, prend alors une forme simple suivante : en ndant n(w ) le

nombre des pixels tOV, (variant de 0 a 4) tels que x =w, NOW aons

P(X, =wi|>q,s)=expa[2n(wl)—4]/ Zexpa[Zn(wj)—4]. En naant f, ..., f, les
1< )<k

densités des lois de Y, condtionrdlles a X, =w,, ..., X,=w,, la formule aalogue

corresponcant a la loi a posteriori p(x|y) est

P(x. =[x, y) = explr(2n(w,) - 4) + Logf, (y.)]/ 5 explar(2n(w;) - 4) + Logf  (y.)]

1< )<k

Notons que laforme simple (3.3) deslois p(y|x) est équivalente aux hypdheses

(H1) p(ys[x) = pys|x) et

(H,) lesvariables (Y,) sont indépendantes condtionrellementa X .

Ces hypaheses peuvent étre dfaiblies; en effet, s I'on remplace (H,) par
P(Y4[X) = P(Ys|%:), avec ¢’ sous-ensemble de S de petite taille & contenant s, la

Markovianité de laloi a posteriori (3.5), suffisante pour utili ser I'échantill onreur de Gibbs
qui permet la mise en place des dédsions Bayésiennes, est préservée Cependant,
I'ensemble des cliques C est enrichi par I'ensemble C' detoutesles « cliques» c' et dornc
la Markovianité de X a posteriori est relative aun systeme de voisinage de taill e plus
importante que sa Markovianité a priori [44]. Notons également que des champs de
Markov cadhés plus perfedionnés permettent de traiter le probléme de détedion des bords
dans le ca des classes texturées [38].

3. 4Chainesde M arkov cachées

Les chaines de Markov cadées nt parmi les moddes de Markov cadés les plus sSmples et les
plus anciens. Suppaorns que S est ordonré @ considérons, comme précélemment, un
procesus dintérét cade X =(X,,...,X,) € un pocesus observée Y =(Y,,....Y,).

Comme précélemment, chague X, prend ses valeurs dans un ensemble fini de dasses
Q :{wl,...,a)k} et chaque Y. prendsesvaleursdans R. Le procesuus X est une dhaine de

Markov s pour tout 1<n< N -1, p(X,.|[X,--X,) = P(X..1/X,) - Lalol de X est aors

n+l

10
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donréepar laloi de X, et les transitions p(X,,,
(Hy) p(y;i[x) = p(y|x) et (H,) lesvariables (Y;) sont indépendantes conditi onrell ement
a X, nows avons

X,). En posant les mémes hypahéses

p(X,y) = p(%,) p(yllxl)[! P(Xa|Xq1) P(Ya|X,) (3.9

A ladiff érence des champs de Markov catés, oules diff érentes quantités d'intérét doivent
étre estimées via des méhodes de type MCMC, dans le ca de chaines de Markov cadhées
ces quantités peuvent étre cdculées. Plus prédsement, pasons a(x.) = p(X,Y,---Y;),
B(x) = p(y, 1""yN|Xi)'

Ces quantités, appelées respedivement « probabilités forward » et « probabilit és
badkward », sont cdculables par lesréaursions siivantes [35] :

a(x) = p0x) P(Y.[x,), &
a(X.,) = ;a(xi )P X;) P(Visa

X

X)), por 1<i<N-1,;

B(xy) =1, et
B(x) = Zﬁ(XHl)p(XHl

%+1HQ

X ) P( Vi Xia) , POU 1<i< N -1

Laloi p(x|y) de X aposteriori est alorslaloi dune chaine de Markov donréepar :

P(x|y) =a()B0u)/ Y a(x)Bx)
o) (3.10

% Y) = B(%a) PG X ) P(Yia Xi2)  B(X)

p(xi+l
De plus, les marginales a posteriori sont donrées par :

p(xi|y) =a(x)B(x) Za(xil)ﬁ(xil) (3.1)

X LQ

ce qui permet le cdcul de la dédsion bayésienne MPM. Par aill eurs, la solution e la
dédsion bayésienne du MAP est également cdculable par I'algorithme de Viterbi [32].
Notons que le cadcul réaursif des quantités “forward” et “badkward” est possble grace da
présence dun adre total dans I'ensemble des indices de deux procesuus X, Y. Nous
retrouverons l'importance de cdte présence dans les modeles graphiques plus généraux
mentionnés dans la sous-sedion 6.7.

En résumé, le modele par chaines de Markov cadhées permet un cdcul dired des quantités
dintérét, aors que caui par champs de Markov catés fait appel a des smulations
itératives, souvent colteuses en temps cacul, qu permettent d’'estimer ces quantités.

Bien entendu, l'utili sation drede des chaines de Markov en segmentation dimages =
heurte al’absence d'un adre naturel dans I’'ensemble bi-dimensionrel des pixels S. Une
des posshilit és de transformation ce S en ure suite consiste en I'emploi des parcours de
type Hilbert-Peano [100. De tels parcours ort été utili sés dans le calre de la segmentation

11
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des images fixes et animées [9], multisenseur [42], ou encore multirésolution [35], ou le
caadere fradal de ces parcours peut étre exploité. On oltient ains des méthodes
concurrentes, plus rapides mais Sappuyant sur un modele moins stisfaisant au plan
intuitif, de cdles utilisant les champs de Markov caés. Laquelle de ces deux familles
doit-on uili ser dans une situation donrée? On trouvera dans [97] quelques éléments de
réporses dans des stuations smples; il apparait que la famille des méthodes rapides peut
étre ompétitive. Par ailleurs, en situations complexes ou le temps d'exéaution des
méthodes fondées sur les champs de Markov cadés devient prohibitif, les résultats obtenus
avecles chaines peuvent servir des initialisations, auss bien au niveau de |*estimation des
paramétres quau niveau de la segmentation poprement dite, jouant ains un role
d'accéérateur.

3. 5Arbresde Markov cachés

Soit S un ensemble dindices et X = (X )os, Y =(Y,)gs, OeUX processus aédoires,
chaque X, prenant ses valeurs dans un ensemble fini de dasses Q ={wl,...,wk} et chague
Y, prenant sesvaleursdans R. Soit S, ..., S" urepartition de S représentant diff érentes

« générations ». A chaque sOS' correspond s* [0 S'** appelé I'ensemble des « enfants »
de s, les ensembles des enfants des édéments de S' formant une partition de S'™. Par
ailleurs, onsuppase que S' admet un seul éément s' appelé « radne », on nate par s**
I'ensemble de tous les descendants de s, et par S™ son urique « pére ». En unssant chaque
pixel a ses enfants par une fléche on oldient ainsi un «graphe orienté », qui seranoté G.
Le processus X est unarbre de Markov sur G si saloi est donréepar :

P(x)=p(x) [ [] P(%[x.) (3.19

s0S-S" t0s

En suppcsant une nouwelle fois les variables (Y,) indépendantes condtionrellement a X
et P(Ys|X) = p(Ys|X;) . laloi p(x,y) ducoupe (X,Y) séait

PO, Y) = p(x,) P(Y4[%,) [ [] POx[x) pCye[%) (3.13

§1S-S" t0s

On montre dorsque laloi de X aposteriori reste une loi darbre de Markov. De plus, les
transitions « pére-fils » a posteriori sont cadculables ainsi que les Dlutions explicites des
dédsions Bayésiennes MPM et MAP [19, 58, 59, 93, 110 Les arbres de Markov
généraisent ainsi les chaines de Markov, gLe I'on retrouve dans le c& ou les générations
sont réduites aux singletons.

Notons que les observations Y, peuvent exister pou cetains t et ne pas exister pou

d'autres. Pour les t «sans observation» on pae p(y,[x)=1 et la formule (3.13 reste

valable. Nous nous trouvors ainsi en présence d'un modele cgable de modéliser un gand
nombre de situations en imagerie.

En particulier, il peut étre gopliqué ala segmentation dimages traitéedans les paragraphes
précélents (une image a segmenter avec I'ensemble des pixels S) seul S" aici une
existence physique (on pae p(y,|x,) =1 pou sOS-S"). Les ensembles S', ..., S"*,

12
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. . . n-1 ipe s .
ainsi que les variables X° =(Xg, X ) sont artificiels et servent uniquement en tant
Y,

Sl‘ll

Snfl

quoutils de cdcul. On a dnsi trois proceswus aédoires X5, X, avec Y, =y,

image observég X, = X, image recherchég et X" variables annexes.

Remarque

Dans le ca mentionré d-desaus, laloi de (X

(XS, Xq:Yg) €t sastructure, trés complexe, est également trés différente de céle des

champs de Markov cadés donréepar (3.4). Cependant, les résultats obtenus avec ce deux
modéles ot relativement proches, et chaaun deux améliore sensiblement les résultats des
segmentations obtenues avec la démarche « pixel par pixel », cette derniere expresson
signifiant que dhaque X, est estimé apartir du seul Y. Ains tout se pase mmme S
Iimportant était de prendre en compte le mntexte spatia par le biais dun modée
markovien, la nature exade de cedernier jouant un role sendaire.

o Yg) estaing laloi marginale de laloi de

Un autre exemple et cdui de deux images avec deux résolutions diff érentes: (X
et (X
(R,
chaaure des images X.., X, est obtenue apartir de deux images observées (y .., Yq)

Snfl ’ stfl )

; n-1 n 94 A
o Vo) (les cadinaux des ensembles S, S" sont différents). Les sgmentees

X,) sont alors obtenues a partir des images observées (y,..,Y,) (notons que

cequi doit améliorer la qualité de la méthode nsistant en recherches Eparées de X a

partir de y_,., et de X, apartir de y,, ), les variables xS = (Xgy-n X ) Mayant pas
d'existence physique. Enfin, on peut imaginer des cas encore plus généraux ou pou chague
«résolution» S' certains Y, sont observables et d'autres pas (chaaune des images
Yg =(¥,), s Comporte deszones non olservées). La encore, on [eut estimer X = (X,) s,

qui donre I'ensemble des variables (X.) s, correspondant aux vraies images ou aux

variables artificiell es.

Les arbres de Markov cachés apparaisent ainsi comme @ncurrents des champs de Markov
cadés, avec pou atouts une plus grande vitese d'exéaution, auss bien des méhodes
d'estimation des paramétres que des méthodes de segmentation, et une excdlente
adéguation au traitement des images multirésolution. Si une cetaine analogie des
efficadtés des deux modélisations a pu étre anstatée dans des cas d'images relativement
simples, des études comparatives plus approfondes sraient nécessaires pour pouvar
dédder, apriori, quel type de modéli sation est le mieux approprié aune situation donrée
Notons également les récents modeles « mixtes », utilisant un champ de Markov a une
résolution gosgére @ un arbre aix résolutions plus fines, visant a remédier aux «effets de
bloc » pouvant apparaitre dans les arbres. Ces derniers ©nt dus au fait que la loi de
(Xs, X,), pou s,t0S", est dépendante du lien de parenté entre s et t (pére commun,
grand pere ommun et pere différent, arriére grand pere commun et grand pere diff érent,
..). Pour des diff érences de resolution ce deux outrois ( X, ou X, est unchamp de

Markov) ces modéles peuvent atténuer les effets de blocs tout en gardant des temps de
cdcul trés compétitifs par rapparts a caux nécessaires a I'utili sant des champs de Markov
[47, 79.

13
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3.6 Choix de modéle ¢ de méhode

Lorsque I'on est en présence des donrées bruitées que I'on souhaite restaurer, ici une
image que I'on souhaite segmenter, on se trouve ansi devant un gand nambre de
posshilités de dhoix. On peut opter pour les champs, les chaines, ou pou les arbres de
Markov cadhés ; de plus, divers modéles « hyhrides » faisant intervenir simultanément ces
diverses markovianités nt envisageales. Dans chaan de ces modéles £ pose, par
aill eurs, la question duchoix du vasinage définissant la markovianité. Lorsque I'on a opté
pou unmodéle @ un vasinage donrg, il se pose encore le probléme du choix du bruitage :
bruit gaussen additif, bruit gaussen général, bruit quelconque, bruit dort la forme varie
avec la dass ....De plus, le nombre de dasss peut également étre wnsidéré, dans
certaines stuations, comme inconnu.Nous constatons immédiatement quiil est imposshble,
du fait de la trop gande diversités des modélisations possbles, dimaginer une éude
comparative présentant un qlelconqe caadére exhaustif. Cependant, dans une situation
donrée on peut envisager de proposer un mode de séledion, parmi une famille limitéede
modéles, de cdui le mieux adapté. Dans le calre du choix parmi plusieurs modéles par
champs de Markov catés on peut utili ser des approximations de type Monte Carlo et la
pseudo-vraisemblance pou la séledion de champs de Markov lorsque ce dernier est
observé [51], ou des approximations de type pseudo-vraisemblance [103 et champs moyen
[31], lorsque ce dernier est cadé. Notons également limportant probleme de la
détermination, a partir de I'image observée du nambre de dasses ; en particulier, ce
probléme se pose dans les études des quences dimages ou ce nombre peut évoluer au
cours du temps. Une des techniques récentes pou traiter ce probleme, gque I'on peut
assmiler soit a un pobleme de séledion e modéle, soit a cedui de I'estimation des
parametres, consiste en I'utili sation des méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov
« a sauts réversibles » (RIMCMC, RJ pou « reversible jump » en anglais), ou le nombre
des classes apparait comme un parametre que I'on estime. A titre d'exemple, citons [5]

pou I'applicaion ce telles techniques aux images a niveau de gris et [53] pou leur
application aux images couleur. Enfin, mentionnors également une méthocde de séledion
automatique du meill eur modéle, parmi les champs de Markov, les chaines de Markov, et
unmodéle locd, éudiéedans des stuations sSmples dans[97].

4. Modélesde Markov Couple
4.1 Textures

Considérons le ca& d'une seule dasse dans I'image présentant une « texture », que nous
allons considérer, dans le calre probabili ste retenu, comme la rédisation dun champ
aléaoire dort les compaosantes ont spatialement dépendantes. Si I'on suppase les champs
aléaoires gationraires au second adre, il existe un certain nambre de modeles comme les
modeles de Markov, CAR, AR, ou ARMA [44]. Les modeles de Markov sont parmi les
modeles les plus smples. A titre dexemple, suppasons que I'image représente une forét

dort la texture est modélisée par un champ aédoire Y =(Y,). s gaussen et markovien

relativement aux quetre plus proches voisins. Saloi séait :
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yTF‘ly]

_ 1 -
p(y) - \/m exp[

(4.1)

1
= —————ex By, = v) = Y BA(Y, — Vs
deteT) [(tgmc (Y - Y.)° (tuzm (Y, - ¥.)

ol C* est I'ensemble des pixels voisins horizontalement et C? est I'ensemble des pixels
voisins verticdement.

4.2Markov cachés et Markov couple
Considérons le probleme de segmentation dune image en deux classes texturées « eau » et
«forét ». En adoptant le modéle champs de Markov cadés, considérons X de Markov

relativement aux quetre plus proches voisins et suppaons que les deux textures ont
modélisées par lesloisdetype (4.1). Laloi de (X,Y) séait

p(x, y) = p(x) p(y|x) =
(4.2)

1/det(2n|'( p[_cmczmée (X )= (t, uZ)DcﬁXt . (t, 0)0c? x{ Xu yU)]z )

N

—

y(x)expl= » @.(X.,Y.)]

dictoc?

On recnreit I'éaiture markovienne sous I'exporentielle ; cependant, il n'est pas certain
_ 14

ue y(X) = ————

d (9 Jdet@r (x))

p(x|y) soit de Markov. Cela pose probleme ca la markovianité de p(x|y) est

indispensable pour mettre en cauvre aiss bien les procédures d'estimation des paramétres
gue les ssgmentations bayésiennes. Lorsgue I'on utili se les champs de Markov cadés (ce
qui signifiera, dans lasuite, que le champ de dasses X est de Markov), onest alors amené
a faire diverses approximations, qu souvent reviennent a considérer que y(x) dans (4.2
ne dépend pes de x [55, 69. En effet, laloi « approchée» p'(X]y) est alors markovienne

cequi rendles divers traitements, mentionnés dans la sedion précélente, passbles.
Considérer un champ de Markov Coude nsiste aposer diredement la markovianité du
coupe (X,Y) [82]. En reprenant I'exemple précélent, posons diredement :

admette |la méme forme d'éaiture. |l n'est dornc pas certain que

p(x,y) =Aexpl- > @.(X.,Y.)] (4.3
coctic?
avecles ¢, définies dans (4.2). Nous constatons que dans |le modéle Markov Couge laloi
p(x|y) (qui est égale alaloi approchée p'(x|y) ohtenue dans le modéle Markov cadé) est
markovienne, ce qui rend les traitements posshles sans approximation dumodée. Notons
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gue dans le modéle de Markov Coupe la nature ésentuell ement markovienne de laloi du
procesus X nest nullement évidente ; en effet, en multipliant et en divisant (4.3) par

y(X) et en intégrant par rappat & y ontrouve p(x) :Lexp[— @.(X.)]. Ainsi, par
y(X) «CTC?
rappat au modele de Markov caché dassque on perd la markovianité de p(x), qu n'est

pas nécessire aux traitements, et on gagne la markovianité de p(x|y), qu est

indispensable.

De maniére analogue, on peut introdure les chaines de Markov Couge [84]. Il est dors
possble de prédser des condtions us lesquelles la chaine X n'est pas de Markov ; il en
résulte que le modele « chaine de Markov coude » Z =(X,Y) est strictement plus général
gue le modéle « chaine de Markov cachée».

Au pan intuitif, cette généralisation est visible lorsque I'on considére les transitions
P(Z.4|Z) = P(X.1, Y% ;) - Dans une haine de Markov cadée ¢assque vérifiant (3.9)

cette transition est donréepar p(X,y, Yi/X s ¥1) = P(%.4/%) P(Yisa%.1) , € dans une chaine
de Makov Coude dle et donree pa la formule générae
P(%s Yiaa % Vi) = P X Y1) P(Yia[%1, %, ¥;) - O peutt ainsi considérer que a premiére
est obtenue a partir de la semnde en approchant p(x.,,%,Y.) par p(x, /%) et en

approchant p(Y;.[X.., X, ;) Par p(Yiu/X.) -

Les premiéres études montrent que I'utilisation des chaines de Markov Coupe peut
améliorer les divers résultats de segmentations, en particulier ceux de la segmentation non
supervisée des images utili sant le parcours de Hil bert-Peano, olienus avec les chaines de
Markov cadés [25]. Enfin, les arbres de Markov cahés peuvent également étre
généralisés aux arbres de Markov Cougde [85], dans lesquels tous les traitements et tous
commentaires concernant les arbres de Markov cadés restent valables.

Notons également les récants modeles dits chaines de Markov « Triplet » [86] et champs
de Markov «Triplet» [87]. IIs ot obtenus en introdusant un pocesaus artificiel
U =(U,)s €t enconsidérant lamarkovianité dutriplet (X,U,Y). On montre dors que les

chaines Triplet sont plus généraux gue les chaines Coupe @ autorisent néanmoins les
traitements Bayésiens MPM [86]. Enfin, il existe un lien entre les modéles de Markov
Triplet et lafusion de Dempster-Shafer [1, 99, 10], qu est prédsé dans la sedion 6 ci-
desoous.

4.3Markov cachés avecun bruit corrélé

Considérons un processus de Markov (champ, chaine, ouarbre) X = (X,)sg dort laloi est

p(xX). On peut aors montrer que I'hypahese simplificarice selon laquelle

p(y|x) = ll p(ys|xs) n'est pas une hypahese nécessaire pour que p(x| y) soit de Markov.
N

En dautres termes, on peut considérer Y =(Y,)os tel que les (Y,) ne sont pas
indépendants condtionrellement a X , avec p(x) et p(x|y) de Markov.

On dstingue ansi quatre familles de modeles de généraité strictement croissnte : les
Markov cadés avec bruit indépendant, les Markov cadés avec bruit corrélé, les Markov
Coupe, et lesMarkov Triplet.
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5. Apprentissage des M odéles de Markov
5.1 Champsde Markov

Suppasons que laloi de X donréepar (3.1) dépende d’'un ensemble des paramétres a, qu
apparaisent dans les fonctions « patentiel » ¢, qu deviennent ¢ , et le probléme est son

estimation a partir de X . Laméthode générale du Maximum de Vraisemblance (MV), dort
le principe est :

a(x) = argmaxy(a) expﬁ— ;¢g (XC)E (5.1

ne peut étre gpliquée diredement ca y(a) est inconnwe. La premiére idée &t de
remplace la vraisemblance par la « pseudo-vraisemblance» pv(x), qu est le logarithme
du produt par rappat a s S deslois condtionrelles (3.2) [11]:

|:| §1 exp[_ ¢C(X51 XE)] E

XVS)H: Log = C (5.2
eXp[— ¢c(xs =W, ’)]

- 2,500 290 =@l

Lafonction y(a) disparait et on peut, sous certaines condtions, cdculer ou approcher le

Maximum de la Pseudo-Vraisemblance (MPV). De plus, MPV jouit de bonres propriétés
asymptotiques [39]. Notons que I'emploi de la pseudo-vraisemblance peut paraitre quelque
peu surprenant de prime @ord; en effet, les bonres propriétés du comportement
asymptotique sont surtout connwes dans le ca& de l'estimateur du maximum de
vraisemblance (MV), cedernier étant égal a MPV lorsgue les donrées sont indépendantes,
dornc en I'absence de la markovianité. Cependant, cette incohérence n'est quapparente ca
les bonres propriétés asymptotiques demeurent lorsque I'on remplace le MV par le
maximum dune fonction «score» quelconque, des que cdte derniére devient
suffisamment « proche » dela vraisemblancelorsque lataill e des donrées augmente [21].

Une deuxiéme méthode, gue nous appell erons « Estimateur Empirique » (EE) et qui peut
étre gpliquée lorsque la taille du vdsinage d@ le nombre de dasss ne sont pas trop
importants, consiste a céculer la fréquence dapparition de dcawne des classes
condtionrellement a toutes les configurations du vadsinage, et a rechercher a qu guste
ces fréquences aux lois condtionrelles donrées par (3.2). Lorsque I'énergie dépend
linéarement du vedeur a=(ay,...,0,), a savoir
U,(x) = Z ai[;qbc(xc)]: ZaiUi(x), cet gjustement peut ére fait au sens des

1<ism I<is<m

pv(x) = Logij P(X

moindres carés [44, 77.
Enfin, toyjours us I’hypaheése de la dépendancelinédre, on peut montrer que :

ap, (x)
oa.

=U, (0 - E,[U, (X)], (5.3
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I’espérance E,[U, (X)] pouant étre gprochéepar la moyenne empirique cadculée apartir
des smuléesde X . Il est alors possble de mettre en placedes méthodes dites du gadient
stochastique (GS) qui permettent de trouver, sous certaines condtions, I'estimateur du MV

[114.
5.2Champsde Markov cachés

Notons a I'ensemble des paramétres donrent la loi p,(x) de X, B I'ensemble des
paramétres donrant les lois condtionrelles pﬁ(y|x), et 60=(a,B) I'ensemble des

parametres que I'on cherche a atimer. Nous nous intéressons a leur estimation a partir de
Y ; unetelle estimation sera dite « estimation dans le ca des donrées incompletes », alors
gue cdle dfeduée apartir de (X,Y) sera dite «estimation dans le ca des donrées
complétes ». Nous déaivons briévement trois méthodes générales d'estimation dans le ca
des donrées incompl etes.

Lavraisemblancede laloi de Y, qu séait p,(y) = Zpa (X) pB(y|x), est trop complexe

x0Q

pou que I'on puse ewisager le cdcul dired de 'estimateur MV. Le principe de la
méthode « Expedation-Maximizaion» (EM [64]), qu permet de définir une suite (8")
telle que lasuite (p,. (y)) est croissante, est le suivant :

(i) onsedonreun paramétreinitial 8° ;
(i) 8% est défini apartir de 0% et y par

o = arggnaerq[Log(pe(X,Y)|Y =] 5.4

Notons que I'appellation EM vient du fait que (5.4) donre généradlement 89" en deux
temps: cdcul de I'espérance E,, (en anglais « expedation»), et sa maximisation (en

angais «maximizaion»). La mé&hode EM est trés largement utilisée ¢ donre
géné&ralement des résultats satisfaisants; cependant, dans le cntexte des champs de
Markov cahés on applicdion est malaisée ¢ I'on dat sécater du pincipe généra en
utili sant diverses approximations. Parmi ces dernieres on peut citer des approximations
fondées ur des smulations dochastiques [17, 18,64, 77, 89, 119 ou encore sur les
« champs moyens » [16, 29, 11§. Mentionnors également la difficulté de montrer la
convergence de la suite définie par EM, méme dans le ca& ou les deux phases peuvent étre
traitées par des cdculs exads, vers le maximum absolu de vraisemblance Les uls
résultats généraux sont du type « sous de bonres conditions la suite cnverge vers un ces
points gationraires», un pont stationreire éant un pant anndant le gradient de la
vraisemblance Lorsgue la vraisemblance et suffissmment réguliére, on oliient les
résultats du type «lorsque l'initialisation est suffisamment proche du maximum de
vraisemblance @solu, alors la suite nverge vers ledit maximum » [64]. On constate quil
est tres difficile de vérifier de telles hypaheses dans des stuations rédles; en effet, pou
étre sOr de trouver labonre solution onse doit de savoir ou €l e se trouve. Cela dit, cetype
d’hypahése ne semble pas ouvent nécessaire @ la méthode EM donre généralement de
bors résultats dans la pratique.

La deuxieme méthode générale, appel ée« Iterative Condtional Estimation » (ICE [79, 8Q)
est applicable dées que I'on dspose d'un estimateur de 60O a partir des donrées
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complétes é:é(X,Y) et dune méthode de simulation ¢ X selon p9(><|y). Le
déroulement de ICE est le suivant :

(i) onse donreun peramétreinitial 8° ;
(ii) 87" est défini apartir de 0% et y par:
0% = E,[6(X,Y)Y =] (5.5

lorsgue cete espérance est cdculable, et par :

O(xt,y) +..+0(X,y)
|

6q+l =

(5.6)

avec x', ..., X' simulés slon p_, (Xy) , lorsquielle neI'est pas.

Remarquors quil peut arriver d'appliquer (5.5 pou certaines compaosantes de 6 et (5.6)
pour les compaosantes restant.

Nous avons vu que X pouwait ére smulé selon pe(x|y) par I’échantill onreur de Gibbs,

I'existence de 6 :é(X,Y) est ainsi la seule mndtion a vérifier. C'est une condtion trés
faible ca, s I'on re trouve pas un estimateur a partir des donrées completes (x,y) il est
ill usoire d’en chercher un a partir des sules incompletes y. Ains s pB(y|x) est donrée
par (3.3 e s les k denstées f,, ..., f, sont paramétrées, on peut poser
6 =6(X,Y) = (@(X), B(X,Y)), avecpou d(X) I'un ces estimateurs du paragraphe 5.1 et
pou B(X ,Y) les estimateurs des moments empiriques, valables dans les cas des densités

classques aur R. Bien gue souffrant de I'absence de résultats théoriques concernant son
comportement asymptotique, ICE ne fait pas appel a la nation de vraisemblance & peut

utili ser tout estimateur 6 = é(X,Y) , cequi larend relativement soupe d générale. De par

cette soupdess, ICE semble bien adaptée aix champs de Markov cadés et a éé utili sée
avecsucces dans de nombreuses stuations[8, 9, 13, 22, 3054, 6670, 96, 97. Par aill eurs,
des liens existent entre EM et ICE dans le calre du modele exporentiel, ou ICE apparait
comme plus générale [23].

La famille des méthodes dites « pleinement bayésiennes » (« fully bayesian » en anglais)
constitue une troisieme famill e générale de méthodes posdgbles d'estimation des paramétres
[46, 71. Sachant que seul Y =y est observé d@ que 'onrecherche 6 pou pouvdr estimer

X =X, on peut considérer que I'on recherche le omude (0,X) a partir de Y =y. Des
méthodes bayésiennes de cdte recherche peuvent étre envisagées des que I'on dspaose
d'ure loi de probabilité sur (©,Q“®), qu sera suppcsée ére la loi du couge de
variables aéaoires (W, X). Pour disposer d'une telle loi il suffit de se donrer ure loi
p(6) sur 'ensemble des paramétres © ; ona dors p(6, x) = p(6) p(xX6) , ol p(xP) est la
loi de X correspondcant a 6. Laloi p(6) dat ére doisie de maniére que p(@,x) ait une
structure markovienne ; la loi p(6,><|y) garde dors la méme structure markovienne d les
rédisations de (W, X) sont simulables slon ure des proc&dures MCMC, comme
édhantill onreur de Gibbs ou I'algorithme de Hasting-Métropdis. On peut alors utili ser ces
simulations pou estimer p(6,x|y) et procéder a une etimation bayésienne simultanée
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utilisant la loi estimée du coude (8,x). On peut également Sintéresser uniqguement a
I'estimation e 6 ; en effet, les rédisations de (W, X) donrent des rédisations de W, qui
peuvent étre utilisées pou l'estimation e p(6), cete derniére servant a I'estimation
bayésienne de 6. Notons que dans les deux cas (estimation de (6,X) ou estimation ce 6)
les estimations utilisent des fonctions de perte qui peuvent étre choisie de maniere
arbitraire, cequi constitue un avantage de cetype d'estimation. A titre d'exemple, si I'ona
choisi d'estimer 6 avecpou objedif final I'estimation de x apartir de y (nows dirons la
segmentation), on peut considérer une fonction e perte favorisant l'estimation des
composantes de 8 par rappat auxquelles la segmentation est peu robuste. Mentionnors
également lagestion e lanonstationraerité de X comme une aiutre posshbilit € d'utili sation
des méthodes « pleinement » bayésiennes. En effet, pou un champs de Markov X non
stationreire les paramétres 6 dépendent des cliques et I'on peut alors les considérer
comme une rédisation dun champs aédoire. Ainsi la variable déaoire W, qu était ci-
desaus a valeurs dans ©, devient un champs aéaoire W = (W,) .., avec C I'ensemble

des cliques défini par la markovianité de X . On peut alors considérer, pou des lois de W
suffisamment simples, ure structure markovienne pou p(w,x|y), ce qui permet la

simulation ce (W, X) selon cette derniere loi, et dornc galement la simulation e W selon
p(vv1 y) . Lesdites smulations permettant des restaurations bayésiennes de W, ces dernieres

donrent des champs des paramétres définissant des non stationrarités de X [2]. Notons
que les méthodes pleinement bayésiennes résolvent le probleme de I'estimation ce 6 enen
posant un autre: la loi p(6) dépendant nécessairement des paramétres, comment

déterminer ces derniers ? Ce probléme semble avoir moins dinfluence sur la qualité des
résultats; la loi p(f) est généralement choisie parmi les lois sSmples, comme, a titre
d'exemple, leslois uniformes sur des ensembles compads.

Mentionnors également d’autres méthodes d'estimation, comme cél e dérivant du gadient
stochastique [115 qui présente une dude mathématique rigoureuse, cdle utilisant le
gradient pou accéérer les méthodes dochastiques [117], ou les méthodes utili sant
aternativement I'estimation des parameétres et la restauration duchamps x sur la bse des
parametres courants, comme cel e de Besag [11], oucdle de Lakshmanan et al. [60].
Signalons la posshilité de I'estimation des modéles plus généraux, ou la nature des
densités f,, ..., f, n'est pas conne ; cependant, chaaune gpartient a un ensemble wnnu

de formes admissbles. A titre d'exemple, imaginors que chaaune des densités f,, ..., f,

est gaussenne ou Gamma, mais on re sait pas dans quel cas, parmi les 2 cas possbles,
I'on se trouve. On peut alors proposer des procédures qui estiment o, donrent le type pou
chaaune des f,, ..., f,, et estiment les paramétres B, fixant f, dans le type donré. De

telles méthodes, qu peuvent étre des extensions de EM ou I CE, sont appel és estimateurs de
«mélanges généralises» [8, 22, 42, 8L Mentionnors égaement une méthode récente
[12Q permettant une estimation non @ramétrique des densités f,, ..., f,.

Exemple

Considérons un exemple, extrait de [22], dune segmentation nonsupervisée « pixel par
pixel » dune part, et d'une segmentation nonsupervisée utili sant le modéle par champ de
Markov caché, dautre part (Figure 1). L'image « cible » a deux classs a éé bruitée &
utili sant deux densités de probabilit é tres proches (admettant, en particulier, la méme
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moyenne & la méme variance). L'cal humain ne distingue pas les classes dans I'image
bruitée &, conformément a la théorie, la segmentation «pixel par pixel » donre des
résultats bien médiocres (pourtant ces résultats sont proches de caix, ogimaux, olktenus
aveclesvrais paramétres). Le résultat obtenu avecles champs de Markov cadés, tout a fait
corred, montre dors I'éendue des posshilit és damélioration des traitements par la prise
en compte, au travers des modeles de Markov, del'information spatialement contextuell e.

Image des classes Image observée Segmentation «pixel | Segmentation par

X =X Y=y par pixel » champs de Markov
Figure 1

Image originale, la version bruitée(mémes moyennes, mémes variances), segmentation par
une méthode « pixel par pixel » et une méthode fondée sur le modéle par champ de
Markov cadé.

Nous constatons la tres grande richese des posshilités de proposer une méthode
d'estimation des paramétres des champs de Markov cadés. Ces méthodes nt
généralement itératives et colteuses en temps de cdcul. Par aill eurs, le temps d’'exéaution
peut étre tres variable en fonction de la cmplexité des images traitées, cette derniere
influant sur le nombre des diverses itérations. Notons quil serait sans doue périll eux de
vouloir les classer en fonction ce leurs qualités, ces dernieres éant fonction des diff érents
types d'images.

5.3ChampsdeMarkov Couple

Mentionnors brievement la posshilit € de I'utili sation ce ICE dans le contexte des champs
de Markov Couge. Le procesuus Z = (X,Y) est de Markov, saloi p,(X,y) dépend des

parametres 8 que l'on cherche a estimer a partir de Y =y. Nous devons dabord
considérer un estimateur a partir des donrées completes 6= é(X,Y) = é(Z) , ce qui est
possble en adaptant I'un des estimateurs MPV, EE, ou GS brievement déaits dans le
paragraphe 5.1 (notons bien que I'on considereici Z =(X,Y) alaplacede X considéré
dans le paragraphe 5.1). Par aill eurs, X éant Markovien condtionrellementa Y =y, ses
simulations Elon pe(x|y) sont posshles. Les deux condtions suffisantes de I'applicaion

deI'lCE sont ainsi remplies.
5.4Chaines et arbres de Markov cachés et couple.

Dans les cas classques des chaines ou arbres de Markov catés avec du kruit gaussen,
I'estimation des paramétres ne pose pas de probleme majeur [9, 58, 59. A titre d'exemple,
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les formules de réestimation (5.4) définissant I'algorithme EM peuvent étre explicitées
analytiquement, ce qui rend I'estimation rapide. Par aill eurs, diverses études montrent que
dans le ca des bruits gaussens l'algorithme EM est, lorsquil sagit dutiliser les
parametres estimés a des fins de dassficaion Bayésienne, tout a fait performant. En
d'autres termes, la qualité des ssgmentations effeduées sur la base des paramétres estimés
par EM est proche de cdle des segmentations effeduées a partir des vrais parameétres et
cdajusquaun riveau élevé du kruit. De plus, EM est trés robuste dans le sens ou, lorsque
les donrées ne suivent pas nécesssirement un modéle de Markov cadé, la qualité des
segmentations effeduées aur la base des paramétres estimés a partir des sules donrées
observées par EM est proche de cdle des sgmentations effeduées sur la base des
paramétres estimés a partir des donrées completes. Notons que ICE est également
applicable @ donre des résultats proches ; cependant, EM présente un avantage par rappart
a ICE au niveau dutemps de cdcul : dans les itérations, les paramétres a delaloi de X
sont réestimés par les mémes formules analytiques mais les parameétres du truit, réestimés
par des formules analytiques dans EM, le sont a partir des smulations dans I CE.

Les chaines de Markov cadées peuvent étre gpliquées diredement a la segmentation
dimages, en transformant au prédable I'ensemble bi-dimensiond des pixels en un
ensemble mono-dimensionel en uilisant le parcours de Hilbert-Peano (Figure 2). On
obtient alors des méhodes non supervisées rapides pouvant donrer des résultats
comparables a caux oltenus avec les champs de Markov [97]. Ces méthodes rapides
peuvent également servir al’initialisation des méthodes fondées aur les champs de Markov
[30].

Le principe de la méthode ICE sapplique diredement aux modeles par chaines et arbres
Coupe; en particulier, il est possble de proposer des variantes de | CE adaptées aux bruits
corrélés et non Gausgens et les premiers résultats numériques ont encourageants [25].
Enfin, le probléme de I'estimation des paramétres dans les Markov Triplet est identique a
cdui del'estimation des paramétres dans les Markov Coupe ; en effet, le Triplet (X,U,Y)

est également un Coupe (V,Y),avecV =(X,U).

4 pixels 16 pxes

Figure 2

Construction du @rcours frada de Hil bert-Peano

5.5Choix de méthode non superviséede segmentation

Lorsque I'on est confronté au probléme de segmentation statistique non supervisee dune
image, ona dns a sa dispasition uncertain nanbre de modéli sations markoviennes et |l
possble dappliquer a daaune delle une ceataine stratégie bayésienne, apres avoir
prédablement estimé les paramétres par I'une de nombreuses méthodes possbles.
Comment faire un bonchoix en faced'un pobléme mncret ? La richesse des méthodes
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répondant a la richesses des images, le probléme et bien complexe d il n'existe pas, a
notre conreisance, détudes pousEes a cesyjet.

Signalons cependant une éude simple présentée dans [97] dort une des conclusions est
guune méthode locde trés smple peut donrer, dans des stuations particulieres, de
meill eurs résultats que les méthodes markoviennes (voir Figure 3, extraite de [97]).

O e Wi 5 rosme

Figure 3

Image atrois classes obtenue apartir dune image rédle par seuill age (1), saversion ruité
avec du kruit corréé (2), segmentation par une méthode locde « pixel par pixel », avec
I'estimation des parametres adaptative sur une fenétre mobile (3), segmentation par les
chaines de Markov catées (4), et par les champs de Markov cadés (5). T : poucentage
des pixels mal classs.

6. Extensions

La robustesse des modéles de Markov cadés, auss hien en ce qui concerne la robustesse
des traitements par rappart a l'adéquation des modeles aux donrées guen ce qui concerne
les traitements non supervisés (parameétres estimés a partir des donrées incomplétes) par
rappart aux traitements supervisés (paramétres estimés a partir des donrées completes),
permet de proposer leur utilisation dans des stuations toujours plus complexes. Nous
présentons brievement ci-aprés une liste non exhaustive des stuations plus générales
auxquell es les modélisations et les traitements précélents peuvent sadapter sans difficultés
majeures.

6.1 Images multisenseurs.

Dansle ca de plusieurs snseurs chague Y, prend sesvaleurs dans R™, situation alaquelle

les diff érents modeles de Markov cachés  généralisent aisément lorsque les paramétres
sont connus. Lorsque les bruits sont gausgens, oulorsquils ne sont pas gaussens mais que
les ®nseurs ont indépendants, I'estimation des parametres ne pose pas de probléme
particulier, méme lorsque la nature exade des compasantes du mélange n'est pas connte
[42]. Lorsque les bruits ont non récessirement gaussens et que les enseurs ont
dépendants, I'estimation est plus compliquée naamment dans le ca ou les types de
densités ne sont pas conntes [81]. Lorsque les enseurs operent dans des bandes gedrales
complémentaires et lorsque leur nombre dépasse la dizaine, on est en présence de
I'imagerie « hyperspedrale » [61, 90, 98, 104 L utili sation des champs de Markov dans
ce ontexte se heurte ala aoissance rapide du nanbre des parametres; cependant,
I'utili sation des approximations pertinentes ou dautres modeles Markoviens constituent
des perspedives intéressantes de recherche d@ appartera sans doue des réporses efficaces
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aux problemes  posant dans un certain nanbre de situations. Notons que le probleme de
la segmentation des images couleur entre dans cette problématique (trois bandes « rouge »,
« vert », et « bleu ») [53].

6.21mages 3D et séquences d’images.

Lorsgue I'ensemble des pixels ® trouve dans R*, onles appelle dors « voxels », ona une
image 3D, ou ure séquence dimages. Les champs de Markov cadés ® généralisent
aisément a cdte situation et peuvent étre utili sés dans des stuations trés diverses. Citons, a
titre d'exemple, des applicaions en séquences d'images [45, 57, en imagerie satellitaire
[4] oumédicde [26, 75. Cependant, le nombre de paramétres croit rapidement et la durée
des divers traitements utili sant des techniques MCMC peut devenir rédhibitoire. Comme
dans le ca& bidimensionrel, on peut alors imaginer d'utili ser les chaines de Markov, aprés
avoir converti I’'ensemble des voxels en ure suite, par des parcours de type Hil bert-Peano
[100. L’introduwction des modéles Coupe ou Triplet est possble, de méme que les
traitements des images 3D — ou ds quences dimages — multisenseurs. Enfin,
I'estimation des paramétres, dort le nombre cgpendant croit rapidement, ne pose pas de
problémes autres que caix liés ala complexité de la programmation informatique & a la
duréede I'exéaution des programmes.

Exemple

Considérons un exemple, extrait de [9], dutilisation des chaines de Markov cadées dans
la segmentation des fquences dimages. En construisant un parcours de Hil bet-Peano dans
I'ensemble des pixels de I'image @urante @ dans cdui de I'image précélente (Figure 4),
on olient une dhaine de longueur égale adeux fois le nombre de pixels (notons I'existence
de deux matrices de transition dfférentes: une matrice « spatiale » qui gére les transitions
entre deux variables indicées par les pixels dans une méme image, e une matrice
«temporelle» qu gére les transitions entre deux variables indicées par les pixels ®
trouvant dans deux images diff érentes). Nous constatons que la segmentation uili sant un
tel parcours (Figure 5, séquence 2) est plus efficaceque cdle utilisant les images de
maniere indépendante (Figure 5, séquence 1).

» Imagen+1

. Image n

Images n et
—>» n+1

Figue4

Construction du prcours fradal de Hilbert-Peano spatio-temporel (image wurante d
image précélente)
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®

Séquencereédle Séquencel Séquence2

Figure5

Séquence rédle, segmentation a partir de I'image urante (sequence 1), segmentation a
partir de I'image murante & de I'image précélente (séquence 2).

6.3 mages multirésolution

Reprenors la situation du m@ragraphe 3.4, ot S', ..., S" est une patition & S
représentant diverses « générations ». Il existe dors une grande diversité des cas possbles.
Les variables X peuvent avoir une existence rédle pou certaines genérations et fictive
pou dautres, leurs ensembles d'arrivée pouvant par aill eurs varier avecla génération. La
markovianité du pocesaus de X =(X,)ys peut aors ére de type «arbre», avec des

traitements utili sant des cdculs direds et Sapparentant aux cdculs classques dans les
chaines de Markov, ou @ type « champ », ou les cdculs direds ne sont pas posshles et
I'on dat faire gpel adestechniques de simulation, genéralement de type MCMC [43, 79.
Notons que le panachage de deux types de modéles est posshle; en effet, ains que
mentionné d-dessus, on peut imaginer une pyramide ol la restriction de X a S', naée
X', qu est de forme redanguaire, est un champ de Markov et la loi de sa restriction a
S-S' est unarbre de Markov [47, 7§. Laloi de X est alorsdonréepar (3.12), aveclaloi

d'un champ Markovien p(x') alaplacede p(x,). En adoptant les hypathéses classques
de I'indépendance des (Y,) condtionnellement & X et p(y,|X) = p(y4|%,), p(x,y) garde
lastructure de p(x), et il en est de méme de p(x| y) . Cette derniére propriété rend passhle
soit le cdcul dired de diverses quantités d'intérét, soit leur estimation a partir des sSmulées
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de X selon p(x|y) via des méthodes MCMC. Les quantités dintérét en question

permettent alors auss bien I'estimation des parameétres par des méthodes comme EM ou
ICE que les ssgmentations bayésiennes correspondant a diff érentes fonctions de perte.
Enfin, les générali sations aux modeles Coupe, ou onattribuerait a Z =(X,Y) lastructure
markovienne de X, et aux moddes Triplet, ou cete structure serait attribuée a
T=(X,U,Y), sont envisageales. Notons également I'existence des regles générales

permettant de cdculer, lorsgue les deux processus X et Y sont indexés par des éléments
d'un gaphe quelconque, des lois marginales d'une partie des variables aédoires, ou
leur loi condtionrelle aune aitre partie des variables aédoires [7, 50.

On trouvera dans [110 une synthése récante des résultats concernant 'utili sation des
modeles de Markov en multirésolution.

6.4 Fusion de Dempster-Shafer

Cette sous-sedion est consaaée ala description des posshilités de généraisation des
modeles de Markov cadés en utili sant la théorie de I'évidence de Dempster-Shafer. En se
placant sur un pxel et reprenant I'exemple d'eau et forét de lasedion 2, nos avonsvu que
la probabilité a posteriori, qu permet la segmentation bayésienne, est
P(Ely,) O p(E)p(Y,|E), P(F|y,) O p(F)p(y|F). En considérant la probabilité
a(E) O p(Y4|E), a(F) D p(ys|F) (la probahilité q est ains définie uniquement par
I'observation y, ), nouws constatons que la probabilit & aposteriori est obtenue apartir de la
probabilité a priori  p(E), p(F) e la probabilité q par la «fusion»
p(Ely,) O p(E)a(E), p(F|y,) O p(F)q(F). Il sagit 1a dun cas particulier de la fusion
de Dempster-Shafer (DS), qu Sapplique dans des modéli sations plus générales proposées
dans le calre de la « théorie de I'évidence » [1, 99, 10]. Afin dill ustrer I'intérét de la
fusion DS dans certains problémes pouvant survenir en segmentation dimages continuors
I'exemple d-desaus en suppasant que des nuages apparaisent dans lI'image « eau » et
« forét ». Nous dmmes ainsi en présence de la dasse « nuages » naée N, avec p( yS|N) ,

ce qui donre une probabilité q définie sur {E,F, N} par q(E) O p( yS|E),
a(F) O p(y|F). e q(N) O p(y,N). Si noss ®mmes intéresss uniquement par la
détedion de l'une des clases E, F, observer N ne nous appate aucune information
utile. Dans le calre de la théorie de I'évidence cefait est moddlisé en asgmilant N a
{E,F}, cequi nots méne & onsidérer que q est définie sur {E, F,{E, F}} (danslelangage
de la théorie de I'évidence q est dite « fonction de masse »). On peut aors dire, dans un
cetain sens, quune fonction e mase généralise la probabilité, cete derniere dant
obtenue pour les fonctions de masses nulles sur {E, F} (lorsgue les nuages disparaisent, la
fonction e masse redonre une probabilité dassque). La fusion DS de q avec la

probebilité a priori  p(E), p(F) donre dors p(Ey,) O p(E)[a(E)+q(N)],
p(F|yS) O p(F)[a(F) +q(N)], qu est une probabilité « généralisant » la probabilité a

posteriori (on oliient la probabilit & aposteriori classque lorsgue les nuages disparai ssent)
et qui peut étre utili sée ades fins de dasdfication.

Cette démarche se généralise ai cas de m senseurs indépendants, certains d'entre aux
pouvant étre sensibles a dautres clases que cdles dintéét, dautres pouvant étre
insensibles a cataines classes d'intérét ... Ce type de modélisation peut étre gpliqué dans
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les modeles de Markov. Les premiéres études, relativement récentes, concernent les
champs ou chaines de Markov cadés [8, 33, 34, 10J En particulier, on montre que
lorsque I'information a priori est donréepar une loi de probabilit &€ markovienne € lorsque
les ®nseurs ot indépendants condtionrellement & X, le résultat de la fusion de
Dempster-Shafer est une loi de probabilit é markovienne, qu redonre la loi classque a
posteriori lorsgue I'information fournie par les enseurs est de type probabili ste (dans
I'exemple d-desaus, la fusion en présence des nuages donre une loi markovienne, cete
derniere devenant la loi markovienne a posteriori clasdque lorsque les nuages
disparaissent) [8]. Par aill eurs, on peut également considérer le ca ou I'information a priori

est markovienne d « évidentielle » : on garde I'éaiture markovienne, avecles fonctions de
mass ala placedes probabilit és. La fusion de Dempster-Shafer d'une telle « fonction ce

masse markovienne » avec la probabilit é q(x) = |_J g.(x,) (ou, comme précélemment, g,
ER

est définie sur chaque pixels a partir del'observation y, par q(x,) O p(ys|xs)) détruit alors

la markovianité ; cependant, on montre que les egmentations bayésiennes ont possbles
ca lerésultat de lafusion est un modéle de Markov Triplet [86]. Cela Sétend a un cas de
m capteurs, dés qu'un au moins parmi eux est de type probabili ste. La probababilit & g, est

dans ce ca obtenue par lafusion DS, sur chague pixel, des masses (ou grobabilités) o, ...,

0. associées aux observations produtes par les m cgpteurs. Enfin, signalons également la
posshilit € dextension de cetype de démarche au cas des capteurs corrélés [83].

Exemple

Considérons I'exemple suivant extrait de [8]. On dispose d'une image radar, dune image
optique, et d'une vérité terrain avec quatre dasss. L'image optique @ntient des nuages,
qui constituent une dnquieme dase sans intérét. Les résultats de trois gmentations non
supervisées (« pixel par pixel » apres fusion DS de deux capteurs, markovienne dassque a
partir de la seule image radar, et markovienne gres fusion DS de deux capteurs) sont
présentés a la Figure 6. |l apparait que la troisieme méthode @ouit a un taux derreur le
plus intéressant.

Image radar N | Image SPOT Véritéterrain
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(@) taux erreur 0.29 ] ) auxrr0.3 B (c) taux erreur 0.23

Figure5

Images radar et optique, vérité terrain, segmentation «pixel par pixel » apres fusion DS de
deux capteurs (a), segmentation markovienne dassque apartir de la seule image radar (b),
et segmentation markovienne gres fusion DS de deux capteurs (c).

6.5Donnéesincomplétes

Dans ce qui préc&le nous avons suppcse tous les (Y,) observés et tous les (X,)

recherchés, situation qu porte parfois le nom du probléme des “donrées cadhées’. La
situation des “donrées incomplétes’ plus générale, peut encore ére traitée e uili sant les
modeles de Markov. Dans une tell e situation, suppcsons que X est observésur S 0 S et

Y estobservésur S, 0 S (onretrouve lasituation précéente avec S, =0 et S, =S). On
peut alors mettre en place dés que I'on dspose dun modéle de Markov cadé pou laloi
de (X,Y), des méthodes Bayésiennes destimation ce X4 g apartir de Y . Notons que
cda est en particulier vrai pour S =0 et S, #S : on peut ains estimer les rédisations
des X, méme pou les pixels éoignés des ééments de S, sur lequel on otserve les Y,
(rappelons que dans un champ de Markov X = (X,) s lesvariables X,, X, sont toujours
dépendantes, quell es que soient les positionsde t et u dans S).

6.6 Modéesde Markov flous

Nous avons implicitement admis guun pxel donré ne pouvait appartenir qua une seule
clas® dans I'ensemble Q ={w,,...,w,}. En considérant I'exemple de I'eau et la forét, on
peut imaginer, en imagerie satdlitaire, I'existence des pixels contenant simultanément de
I'eau et des arbres, sans quaucune des deux classes ne simpaose. On peut alors paoser

X,=0 s s est«eau» X,=19 s est«forét», et X, =x,]0,] s lapropation cela
surfacede la forét dans le pixel est x,[]0,1]. On oltient une gpartenance « floue » du
pixel (on dt quele pixel est « purement flou» s X, 0,1 et quil est « dur » S X, D{O,l})
et on peut considérer cette gpartenance ®mme déaoire en dfinissant une loi de X, sur
[0,1]. Une des posshilité et de définir cette loi par une densité par rappat a la mesure
V=0,+0,+ U, ou d,, O, sont des masss de Dirac &1 O et 1, et u est la mesure de
Lebesgue sur ]J0,J. On a dos P, =hv, aec h postive telle que
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1

h(0) + h(1) +Ih(t)dt =1. Notons que |'utili sation des masses de Dirac permet de retrouver
0

le modele dassque en considérant h nule sur ]0,1 . Un champ de Markov flou est aors
obtenu en considérant un systéme de voisinage, I'ensemble C des cliques correspondant,
et 'ensemble des fonctions ¢_:[0,]°*%® _ R. Saloi séait P, =gv”", avec N le

cadinal de S et g densité, définie sur [0,1]", de la forme g(x) :yexpﬁ- Zcpc(xc)E
cLJ

(éaiture analogwe a(3.1). Si fo et f. sont les deux gaussennes modélisant les bruits
«eal » et «forét », avec les moyennes m., et m. et les variances 02 et g2, on eut
considerer (atitre d'exemple) que ladensité f, delaloi de Y, condtionrelle a X, = x,
est urne gausdenne de moyenne m,=(1-x)m.+Xxm. et de variance
o, =(1-x)0¢ +x0¢ (en procédant ainsi on retrouve les gausdennes f. et f. lorsque
le pixel considéré et dur). En définissant classquement la loi de (X,Y) par
p(x,y) = g(x)l_j f. (¥s), onmontre que laloi de X a posteriori est de Markov, ce qui
7

permet I'utili sation de I’échantill onneur de Gibbs et, par conséquent, rend pasble la mise
en cauvre de différentes dratégies bayésiennes (notons la grande richesse des posshlités
pou lesfonctions de perte).

De tels modéles de Markov «flous» ont été introduts dans [96], et des modees
semblables ont été récanment utili sés avec succés dans la segmentation floue des images
de caveau [95]. Notons I'utili sation des champs alédoires cadés flous, dans le calre des
modéli sations plus smples, sans masses de Dirac, est plus ancienne [56].

Nous présentons aur la Figure 7 quelques exemples visuels, extraits de [96], de smulations
et de segmentation nonsupervisée (estimation des parameétres avec ICE) des champs de
Markov flous. Par all eurs, il est a noter que I’'algorithme de segmentation re mnfond [&s,
du moins dans des cas smples éudiés, le bruit avecle flou : la segmentation d une image
binaire (sans flou) donre une image "presque" binaire (avectrés peu de flou) [96].

Ce type de démarche peut étre également utili sé pour généraliser les chaines et les arbres
de Markov classques aux chaines et arbres de Markov flous sans difficulté autre que cdle
de la omplexité dgorithmique aoissante. Un autre type de généralisation passble serait
de mnsidérer Q =[0,1]*, sans que la somme des appartenances floues & daaune des

classes it nécessairement égale aun comme dans [95, 94.

Image 1 Image I Image 3
(20% de flou) (50% de flou) (70% de flou)
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F

Image - Image 5 Image6

Version bruitéede I'lmage 2 Segmentation superviséede Segmentation nonsupervisée
I'lmage 4 del'lmage 4

Figure 7

Simulations, par édhantillonreur de Gibbs, des rédisations de champs de Markov flous
(Images 1, 2, et 3). Version bruitée de I'lmage 2 et les ssgmentations supervisée & non
supervisée(respedivement Images 4, Set 6).

6.7Modées graphiques

Les champs, chaines, et arbres de Markov sont des cas particuliers des « modeles
graphiques » plus généraux. Pour un ensemble des pixels S on appelle graphe le mude
G=(S,A), ou A est un ensemble d’arétes (segments liant deux pixels). On peut alors
traduire, de fagon parfois élégante d@ fadle a g@préhender intuitivement, les diff érentes
dépendances des variables alédoires (X,) indicées sr S en présence ou absence d'arétes
[7, 40,41, 50, 102, 108 Considérons, atitre dexemple, le ca des réseaux bayésiens. On
dit que le graphe et orienté s chaque aéte est une fleche; un gaphe orienté et dit
agyclique sil n'est pas passble de revenir aun pxe en suivant des arétes dans e sens des
flédhes. Un réseaux bayésien est un pocessus X = (X,) o tel que pou un gaphe orienté

agcligue G=(S,A) sa loi séait p(x):|_1p(xS Xpa(s)s @VEC pa(s) I'ensemble,
ER!

éventuellement vide, liés a s par une fleche orientéevers s (pa(s) est dit « parents de
S »). Lorsgue chaque pixel, al’exception ce laradne, admet un parent unigue on retrouve
les arbres de Markov de la sedion 3.4,les chaines de Markov éant un cas particulier des
arbres, et donc un exemple tres smple d'un réseau bayésien. On peut aors considérer que
le procesaus X n'est pas observable & I'on ofserve un procesaus Y = (Y,) s, dort laloi
condtionrelle a X est donrée par p(y|x) = r! p(ys|xs). La structure de réseau bayésien

9]
est alors conservée par la loi de X a posteriori p(x|y) et le probléme du cacul des

différentes lois dintérét liées & p(Xy), comme les lois marginales p(x|y), peut étre

abordé. En absence de boucles, ure bouwcle dant un parcours dans I'ensemble des pixels,
commengant et finissant sur un gxel donrg, et suivant les arétes dans le sens des fleches ou
dans le sens inverse, les lutions ot analogues a cdles présentées dans les cas des
chaines et les arbres. En présence des boucles, les lutions ont plus compliguées : on dat
procéder a la @nstruction dun nouweau réseau dort les pixels ont des ensembles des
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pixels originels : de telles méthodes ot dites de « regroupement » [7]. Le nouveau réseau
ains obtenu est, sous de bonres condtions, sans bowles et les méthodes smples
précélentes sappliquent. Notons également que les champs de Markov sont des cas
particuliers des procesaus aur graphes non aientés (il n'y a pas de fleches). Dans ces
derniers, on peut sintéresser ala « propagation ce I'information » (« belief propagation »
en anglais), laguelle est trés uvent modéli sée par une probabilit & Un cetain nanbre de
résultats obtenus dans un cadre diff érent peut aors étre transposé ala problématique de la
segmentation des champs de Markov cadés; citons, a titre dexemple, I'utili sation dune
tell e propagation pou approcher leslois marginalesde X apaosteriori [10§.

Notons également divers résultats permettant de se ramener d'un gaphe non aientés a un
graphe orienté [107).

7. Conclusions et Perspedives

Lestraitements gatistiques dimages fondés sur des modéles Markoviens peuvent présenter
des qualités exceptionrelles. L'avantage de ces modeles par rappat a des modéles
«locaux » démule de leur aptitude aprendre en compte, de fagon souvent éégante d
mathématiquement rigoureuse, I'ensemble de l'information dsponible. De plus, les
diverses études mblent indiquer quune etraordinaire robustese Sajoute aix qualités
classques des méthodes datistiques que sont la soudese d I'optimalité. Cette robustesse
permet d'envisager des complexificaions croissantes des modéles : séquences dimages,
images 3D, multirésolutions, multi senseurs avec senseurs corrélés et non récessairement
Gaussens, utilisation de lathéorie de I'évidence & du flou, modéles de Markov Cougde «
Triplet, .... .

Mentionnors, de maniére non exhaustive, quelques perspedives £ dégageant de ce
article.

La production toujours croissante d'images nécesste la mnception des méthodes toujours
plus rapides, plus générales, plus automatiques. Une des perspedives pouvant étre utile en
situations complexes impliquant de grandes masses des donrées, comme séquences
dimages 3D multirésolutions et multi senseurs & chaque résolution, est de considérer une
suite des modeles de Markov de mmplexité aoissante, chaaun deux utili sant les résultats
du modeles précélent comme initi ai sation.

Nous avons noté que les champs, chaines, ou arbres de Markov présentés faisaient partie
des « modéles graphiques » plus généraux, faisant aduellement I'objet d'une adivité de
recherche importante. Les divers résultats obtenus en dehors des préoccupations li ées aux
tratements d'images sront sans doue parmi les outils les plus dimulants dans la
recherche des diverses généralisations des modéles utilisés en imagerie. Plus loin, les
prolongements vers les réseaux de neurones (citons, a titre d'exemple, [109) pouraient
également constituer un axe intéressant de recherches dans les années a venir.
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