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Résumé

Le filtrage de Kalman permet d’estimer un processus multivarié inobservable,, },,cn & partir d’'un processus multivarié
observéy = {y,},,en- Cet outil admet de multiples applications, en particulier en traitement du signal. Dans sa formulation
classique, il s’appuie sur un modéle stochastique dynamique dans Jegésfie une équation d’'évolution linéaire et la loi
dey conditionnelle & est donnée par les lojs(y, X, ). Nous proposons dans cette Note deux généralisations successives du
modeéle classique. La premiére, qui mene au modéle dit « Couple », consiste a supposer gque I'équation d’'évalesoermle
fait vérifiée par le couplé€x, y). Nous montrons que le nouveau modeéle est strictement plus général que le modele classique
et qu'il peut, néanmoins, servir de support a la mise en place d'un filtrage de type Kalman. La deuxieme, qui méne au modéle
dit « Triplet», consiste a supposer que I'équation d’état est vérifiée par un {iplety), our = {r,},cy €St un processus
auxiliaire, éventuellement sans existence physique. Nous montrons que le modéle Triplet est strictement plus général que I
modeéle Couple, et permet encore la mise en place du filtrage de Kehmarciter cet article: F. Desbouvries, W. Pieczynski,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Kalman filtering enables to estimate a multivariate unobservable preee$s, },cn from an observed multivariate process
Yy = {¥nlnen. It admits a lot of applications, in particular in signal processing. In its classical framework, it is based on a
dynamic stochastic model in whichsatisfies a linear evolution equation and the conditional lay gif’enx is given by the
laws p(y, 1) . In this Note, we propose two successive generalizations of the classical model. The first one, which leads to the
“Pairwise” model, consists in assuming that the evolution equationi®fndeed satisfied by the paix, y). We show that the
new model is strictly more general than the classical one, and yet still enables Kalman-like filtering. The second one, which
leads to the “Triplet” model, consists in assuming that the evolution equatiariso$atisfied by a tripletx, r, y), in which
r ={ru},en is an (artificial) auxiliary process. We show that the Triplet model is strictly more general than the Pairwise one,
and yet still enables Kalman filteringo cite this article: F. Desbouvries, W. Pieczynski, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336
(2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.
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1. Introduction
Considérons le modéle dynamique stochastique linéaire classique

{Xn-i-l = F%Xn + Gn Un, (1)

Yn= H,]{Xn + VvV,

dans lequek = {x,},en €st un processus d'intérét inobservable (ou cachg)ety, },.cn le processus observé.
Les vecteurs aléatoires,, y, etu, sont & valeurs respectivement daki$, R? et R?, et les vecteurs aléatoires
w, = [ul, v]1T sont centrés, indépendants et indépendants den tel modéle est, en particulier, un « processus
de Markov caché » (le processugst de Markov).

Dans de nombreuses applications, on cherche a calculer récursivement certaines lois liees a ba loi de
conditionnelle &y (dite «a posteriori»), au fur et & mesure de l'arrivée de nouvelles observations. Considérons
par exemple le probleme de filtrage, ou I'on souhaite calculer récursivepi®nlyo..), avecyo., = {Yi}i_o-

Les EQS (1) impliquenp (X, 111Xy, You) = pXn+11%n) €t p(Yn+1IXn+1, Yon) = p(Yn+11Xn+1), C€ qui permet de
calculerp(Xu+1/yon+1) & partir dep (X, [yo..) par

PYn+1lXn+1) fRN P Xn411Xn) p(Xn [Y0:n) X
fRN PYn+1lXn41) [./]RN P (Xn11%n) p(XnlYoin) dx;] dxn+1 .

Si de plusxg etw, sont Gaussiennes, les densités a posteriori sont également Gaussiennes; calculer récursivemet
les lois p(X,|yo.n) revient alors & calculer récursivement leurs moyennes et matrices de covariance, et (2) se ramene
au célébre filtre de Kalman [6] (voir également [1,5,3]). Si I'hypothése Gaussienne n’est pas vérifiée, ou si (1) est
remplacé par un modéle non linéaire, le calcul de (2) peut devenir impossible. Pour cette raison, des méthodes d
calcul approché, a base de simulations Monte Carlo, ont été proposées [13,4,2].

2. Modéle de Markov Couple

De maniére analogue a celles qui ont permis de généraliser les champs, chaines, et arbres de Markov cachés a
champs [9], chaines [12], et arbres [10] de Markov Couple, nous proposons de considérer un modéle dans leque
le couple[x, y] vérifie les mémes contraintes guedans le modéle classique. Plus précisément, considérons le
modéle vectoriel suivant :

(2)

PXn+1lYon+1) =

x| _[Fy Fq[% 1[G G2][w )
Yn N H% Hs Yn-1 Gﬁl GEZ \
—— —_— —_——

Zn+1 T Gn Wi

dans leque{w, },>0 sont des vecteurs aléatoires centrés, indépendants et indépendagntdJdetel processus
Z={z,},en (aveczg = Xp) sera appelé « Modele linéaire de Markov Couple » (MLMCouple). Ce modéle est une
généralisation directe du Modéle linéaire de Markov caché (MLMC) classique (1), ce dernier étant obtenu en
posant2 = Oyyx,, H2 =0,x,, G2=0yyx,, G21=0,x, etG22=1,,,.

n

Proposition 2.1. Pour le modéle défini pai3), la loi p(X,+1|Yon+1) €St obtenue a partir de(x, |yo.,) par

PYnt1lXnt1.Yn) Son PCnst11Xn, Yas Ya—1) P X |Y0in) A%
fRN PYn+1Xu+1, Yn) [fRN PXnt+11%n, Yns Yn—1) PKn 1Y 0n) ax;, ] dxn+l .

(4)

PXn+1lYon+1) =

La preuve se trouve en annexe. Notons que la formule (4) généralise bien (2); en effet, dans un MLMC
Pnt1%ns Yo, Yn—-1) = pXnt11Xn)s PYn+11Xn+1, Yn) = p(Yn+1/Xn+1), €1 (4) devient (2).

Supposons maintenant que le processus {w,},cn est Gaussien et que(Xg) ~ N (Xo, Po). Les densités
p (X 1You) €t p(Xy+1]Yo:n) SONt alors Gaussiennes. Posons

P(XnlYon) '\’N(knln’ Puin), P(Xnt1lYon) '\’N()A(n+l|ns Pri1n)s (5)
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et soit
~ T
eond=[2 2] [ 8)-[S B[S o[ & 0
n sT R, G G G G2|| s R,||G? G2

2, G

n

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2 (Filtre de Kalman Couple). Soit le modélg3). Supposons que(Xg) ~ N (Xo, Po) et que
pWy,) ~ N (0, Q). Kn+1jn+1 €t Pry1jn+1 SONt Obtenus a partir d&y,, etP,, par:

Rustin = [Fr = GG & + GRAG) Ty + [F2 — GIA(E2D) T HE a1, (7)
Prsan =[G} = GG TG + [Fy - GIA(G2) T HIPaw[Fy - GG HIT ()
Rn+1ln+1 = Xnt1jn + Pn+lln(Hn+1) [G22, + Hn+1pn+1\n(H,ll+1)T]_l (Ya+1 —Hj 1&gt — HaqYn),  (9)
Pui1int1 = Pui1jn — Pagan (H n+l) (G2, + Hn+1Pn+1ln(Hi+1)T]_lHi+1Pn+l\n' (10)

La preuve se trouve en annexe. On vérifie qUEXSi= Oyx,, H2 = 0,x,, G2 =Oyxq, G21= 0,4, et

n

G,%z =l,4xq, l&e modele (3) redevient le modele classique (1), et les Egs. (7)—(9) et (10) coincident respectivement

avec [1, Eq. (5.5), p. 115], [1, Eq. (5.12), p. 117], [1, Eq. (5.6), p. 116] et [1, Eq. (5.11), p. 117] qui constituent le
filtre de Kalman classique.

Proposition 2.3. Soitz, = [xT T 1]T (aveczg = Xp), et supposons qugz,},>o est un processus centre,
Gaussien et Markovien. AIorSL) Supposons quéx,},>0 est un processus de Markov, et gye= 1. Alors
Vi, p(YnlXn+1, Xn+2) = PVnlXnt+1), OU p(YnlXut1,Xn) = p(ynlXn+1). (2) Réciproquement, supposons que
PYnlXn+1, Xn42) = p(YulXn+1) Ya, OU QUEP(Yn[Xn+1, Xn) = p(YnlXn+1) Va. Alors {Xn}n20 est un processus
de Markov.

La preuve se trouve en annexe.
Remarques.

(1) Lintroduction de modeles Couple dans le contexte du filtrage de Kalman n’est pas entierement originale. De
maniére indépendante, un modele voisin a été proposé dans le cas Gaussien [7, Corollaire 1, p. 72]. Dans c
modele, le couple, =[x}, yT1" (et nonz, = [x[.y! ,17) vérifie une équation linéaire similaire a (3) et est
donc de Markov. Les équations de filtrage optimal pour ce modéle ont également été établies [7, Egs. (13.56)
et (13.57)]. Cependant, les Egs. (7) & (10) de la Proposition 2.2 (qui constituent le filtre optimal pour le modéle
(3) dans le cas Gaussien) sont, a notre connaissance, originales. De méme, aussi bien la formule (4), qu
généralise (2), d'une part, et (7) a (10), d’autre part; que la Proposition 2.3, qui précise le caractére strict
de la plus grande généralité des modéles Couple par rapport aux modéles cachés classiques, sont, a not
connaissance, originales.

(2) La condition nécessaire de la Proposition 2.3 implique que I'on peut trouver des modéles de MarkowCouple
tels quex n’est pas de Markov, et donc, en particulier, que les MLMCouple (3) sont strictement plus généraux
que les MLMC (1) classiques.

(3) Lacondition suffisante de la Proposition 2.3 est locale et peut donc se vérifier facilement dans le cadre d’'un mo-
déle dynamique stochastique (non nécessairement linéaire). A titre d’exemple, revenons au MLMCouple (3).
On vérifie que st 0, alors p(Xn+11%n, Yn—-1) = pXu+1/Xn) €t le processus est donc de Markov. Notons
que le cas? =0, H2 # 0 fournit un modéle plus général que (1), dans lequest cependant Markovien.
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3. Modélede Markov Triplet

De maniére analogue a celles qui ont permis de généraliser les champs et chaines de Markov Couple aux chamj
[11] et chaines [8] de Markov Triplet, nous proposons de considérer un modéle dans lequel le processus Coupl
est remplacé par un processus Triplet. Plus précisément, nous considérons le modéle vectoriel suivant :

Xn4+1 Xn
M+1 =F My +gnW/n7 (11)
Yn Yn-1
—_——
tn-%—l

dans lequet = {t,},cn est le processus Triplek, = {X,}.en & processus caché que I'on cherche a estimer,
Y = {Yulnen le processus observé, et= {r,},cn Un processus supplémentaire, éventuellement sans existence
physique. Les vecteurs aléatoirgs,},>0 sont centrés, indépendants et indépendam[s@%]T. Nous avons
donc un processus Coupbe, y) avecx* = (x, ).

Dans le cas Gaussien, les 19isx} |yo.,) peuvent étre calculées recursivement par (7) a (10). Comme les lois
p(Xx|Yo:) €n sont des lois marginales, cela signifie que le modéle Triplet (11) autorise la mise en oeuvre du méme
filtre que le modéle Couple (3). De plus, le modele (11) est strictement plus général que le modeéle (3). En effet,
nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Proposition 3.1. Soitt, = [z,r/17 (avecto = [x].r{17), et supposons qug,},>o est un processus centré,
Gaussien et Markovien. Alofd) Supposons quéz,},>o est un processus de Markov, et gyeest a valeurs
dansR. Alors Vn, p(r,|z,, Zy+1) = p(rulzy), OU p(rylz,, Z,—1) = p(ra1Z,). (2) Réciproguement, supposons que
p(rn|2n, Zy1) = p(rnlz,) Vi, 0u quep(r,|z,, Z,—1) = p(r,1z,) VYn. Alors{z,},>0 est un processus de Markov.

La preuve, omise, est analogue a celle de la Proposition 2.3. On peut ainsi cortsidéxer, y) vérifiant (11),
donc Markovien, tel quéx, y) ne soit pas Markovien (voir les remarques a la fin de la Section 2), donc ne vérifie
pas (3).

Annexe. L'annexe, qui contient les preuves des Propositions 2.1, 2.2 et 2.3, sera conservée cing ans dans le
Archives de I’Académie. Une copie peut étre obtenue sur demande.
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