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Résumé Les modélisations par chaines de Markov cachées (CMC), dont la possibilité de calcul
explicite de la loi Markovienne du processus caché conditionnelle aux observations est
le principal intérét, trouvent de trés nombreuses applications dans les domaines les plus
divers. Ce modéle a été récemment généralisé aux chaines de Markov « Couple », présentant
les mémes avantages que les CMC au niveau des traitements et proposant un pouvoir
modélisant plus important. L'objet de cette Note est préciser comment les Arbres de Markov
cachés, qui sont des extensions des CMC, peuvent également étre généralisés aux modéles
originaux appelés «Arbres de Markov coupleBeur citer cet article: W. Pieczynski,
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Pairwise Markov trees

Abstract The Hidden Markov Chain (HMC) models are widely applied in various problems.
This succes is mainly due to the fact that the hidden model distribution conditional on
observations remains a Markov chain distribution, and thus different processings, like
Bayesian restorations, are handleable. These models have been recetly generalized to
“Pairwise” Markov chains, which admit the same processing power and a better modeling
one. The aim of this Note is to show that the Hidden Markov trees, which can be seen as
extensions of the HMC models, can also be generalized to “Pairwise” Markov trees, which
present the same processing advantages and better modelling fowie this article:
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1. Introduction

Dans les modéles de Markov cachés on considere un processus stochastique de Markov inolservable
et un processus obser¥édont on se donne les lois conditionnelle¥ d_e probléme est de «restaurey »
a savoir estimer la réalisation déa partir deY, ce dernier pouvant étre percu comme étant une version
«bruitée » deX. On se heurte alors a une limitation suivante : il est possible d’appliquer diverses méthodes
générales d'estimation, dont les méthodes Bayésiennes, lorsque laXoicdaditionnelle av, dite «a
posteriori», reste Markovienne. Cette derniére propriété a lieu lorsque les l@icdeditionnelles ax
ne sont pas trop compliquées, ce qui limite le pouvoir modélisant des phénomeénes réels par ce type de
modele. En particulier, ce phénoméne est visible lorsque 'on utilise les champs de Markov cachés en
traitements d'images : garder la Markovianité Xea posteriori rend difficile une modélisation correcte
des textures et des approximations du modeéle doivent étre effectuées [3]. Une solution a ce probléme a
été récemment proposée en considérant les modeles plus généraux, dits champs de Markov couple, dans
lesquels on considére la Markovianité du couple- (X, Y) [6]. Cette derniére assure la Markovianité de
X a posteriori, ce qui permet les différents traitements, et la Markovianiteanditionnelle ax, ce qui
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permet de modéliser correctement les textures. Cependant, il ne s’agit plus nécessairement d’un champs de
Markov caché cai n’est plus nécessairement un champ de Markov. Un modéle analogue dit chaines de
Markov Couple (CM Couple) généralisant les chaines de Markov cachées [1] a ensuite été proposé [7] et il
a été démontré qu’une telle généralisation augmente strictement le pouvoir modélisant de ces derniéres sans
perdre leurs pouvoir de traitements [8]. L'objet de cette Note est de montrer que les modéles par Arbres de
Markov cachés (AM Cachés [2,4,5]), qui peuvent étre vues comme des extensions des CM Cachées, sont
également généralisables aux arbres de Markov « Couple » (AM Couple). En particulier, nous montrons
que la généralisation est stricte dans le sens ou le processus caché n’est plus nécessairement de Markov
(une CNS pour qu'il en soit ainsi est précisée).

Comme perspectives, nous pouvons mentionner I'extension des résultats présentés a des réseaux
stochastiques plus généraux [9].

2. Chainesde Markov couples

Soit X = (X1,...,X,) etY = (Y1,...,Y,) processus stochastiques, ou cha@ije= (X;, Y;) prend
ses valeurs dan® x R, avec Q = {w1,...,w;} et R I'ensemble des nombres réels. Le processus
Z=(Z1,...,7Z,) estappelé le processus « Couple » assodiéedly . Afin de simplifier, nous noterons les
différentes lois avec la méme lettpe Ainsi p(x), p(x;), p(xi, xi+1), p(zi) = p(xi, yi) sont respectivement
des densités des lois &g X;, (X;, X;+1), etZ; = (X;, Y;). De mémep(x;11|x;) désignerala loi d&; 1
conditionnelle a; = x;, p(y|x) sera la densité de la loi déconditionnelle aX = x, etc. Par ailleurs, afin
de réduire I'écriture, on écrira dans la sujta la place déx, y) a chaque fois que cela sera possible, méme
si les deux écritures doivent étre présentes dans une méme équation.

Le processu¥ est dit une chaine de Markov Couple (CM Couple) stationnaire si sa loi est donnée
par p(z) = p(z1) p(z2|z1) - - p(znlzn—1), €t si les p(z;, zi+1) sont indépendantes die La loi de Z
stationnaire est ainsi déterminée par une loi de probahilité, zi11) sur (2 x R)2. On vérifie les
propriétés suivantes [8] : (I9(y|x) et p(x|y) sont des chaines de Markov; (2) en prenafit, z;+1) =
p(xi, xix1) p(yilxi) p(yi+1lxi+1), on retrouve une CM Cachée classique, avec(lé$ indépendantes
conditionnellement & ; (3) p(yilxi, xi+1) =p(yilx;) implique queX est une chaine de Markov, la
réciproque étant vraie des que = x3 implique p(y2|x1, x2) = p(y2|x2, x3). Par ailleurs, on vérifie
que les probabilités «forwarde(x;) = p(y1,..., yi—1,zi) €t «backward»8(x;) = p(yi+1, ..., Ynlzi)
sont calculables de proche en proche par formules (2.1), (2.2), et que les trangitions|x;) et les
marginalesp” (x;) (qui permettent le calcul de certaines méthodes Bayésienne de restauration) de la loi de
X conditionnelle & = y sont données par les formules (2.3).

a(xy) =p(z1), et a(xit1)= Za(xi)p(ZiJ,-ﬂZi) pour 2<i < n, (2.1)
xl‘EQ
Bl =1, et Bxi)= Y BirD)pzipalz) pourl<i<n—1, (2.2)
Xi+1€Q
Vv e — PGEiH1IZDB (i1 vy _ @DB(xD) 23
P’ (xigalxi) B(x) ) p” (xi) —Zwega(w)ﬂ(w) (2.3)

Lorsquep(z1) = p(x1) p(y1|x1) et p(zi|zi—1) = p(xilxi—1) p(yi|x;) (CM Cachée classique), les formules
(2.1)—(2.3) donnent les formules classiques.

3. Arbresde Markov couples

Soit S un ensemble fini d’'indicesy = (Xy)ses, ¥ = (Yy)ses, deux processus, @&t = (Z;)scs Processus
donné paZ, = (X,, Yy). Comme précédemment, chaqug, Y,) prend ses valeu® x R. SoitS?, ..., §"
une partition deS. PosonsN = CardS) et, pour 1< i < n, N’ = Card$’). Supposons qu&/! =1 <
N2< ... < N" etpourtout I< i < n — 1, associons & chaque S° un sous-ensemble” de S'*+1, appelé
«enfants de », de maniére a ce que™), g Soit une partition des’+1('unique élément dev* est appelé
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«racine »). Par ailleurs;"+ désignera I'ensemble des descendantsetepour touts € S — S1, son unique
«pére» sera notg .

DEFINITION 3.1. - Le processug est appelé Arbre de Markov Couple (AM Couple) si

n
@ =pe) ][] plslzs. (3.1)
i=25es8i
Il est appelé Arbre de Markov Caché (AM Caché) si sa loi marginale par rappbrtdite aussi loi
«a priori» deX, est de forme (3.1).

Notons que lorsque(zs|zs-) = p(xs|xs-) p(ys|xs), on retrouve les AM Cachés utilisés dans [4].

Nous allons montrer deux résultats suivants : (i) AM Couple jouit des mémes propriétés intéressantes
que AM Caché : la loi deX a posteriori est une loi d’'un AM dont on peut calculer les transitions et les
marginales; (ii) les AM Couples généralisent strictement les AM Cachés dans le sens qu'il existe des AM
CouplesZ = (X, Y) tels queX n’est pas un AM (une CNS pour qu'un AM Couple soit un AM Caché,
portant uniquement sur les transitions, est précisée). Notons que le premier résultat n'est pas entiérement
original car le AM Couple considéré peut étre vu comme un cas particulier des modeéles partiellement
observés a structure triangulée [9] ; cependant, son établissement direct dans le cadre considéré clarifiera,
de maniére utile pour un praticien, les récurrences nécessaires aux calculs des diverses quantités d'intérét.

PrROPOSITION 3.1. —SoitZ un AM Couple défini paf3.1). Alors la loi p¥ de X conditionnelle & =y
admet I'écriture(3.1)avec des a la place deg. De plus, I'égalit&(3.2) donne les transitiong” (x;|x,-)
en fonction des probabilités « backwar@%x,) = p(y,++|zs), qui peuvent étre calculées récursivement
par (3.3).

Bxs)p(zs|zs-)
ZwSEQ Blws) p(ws, ys|zs-) '

Bxs)=1 pourseS", et Bxg)= H (Z ﬂ(x;)p(z;lzs)) pours € S — S§". (3.3)

test “x€Q

P (xglxy-) = (3.2)

Démonstration. -Nous avons p(xs|x,—, y) = p(Xslzg—, Vs, Yst+, Ys—s+t—(s.5-) X P(Zs, Ys++125-,
Vs—stt—{s.s-)) = P(Zs, Ys++125-) = B(xs) p(zslzs-), d'ou (3.2) (la deuxieme égalité est due a I'indépen-
dance desY;),c,++ €t (Y1);es—s++—(5.s-) CONditionnelle aZ,-, qui vient de I'indépendance deg; ), c++
et(Z;)es—s++—(s,s—) CONditionnelle &, propriete classique des arbres de Markov).

Par ailleurs,

Bxo) =pOerlze) =Y [ peyerelzs) =Y [ pGoyeyerelzd =Y [ plrs yevslze)

X €Qrest X €Qrest x€Qrest
=Y ] por+lznzp@lz) = > [ pOe+lzplz) = ] (Z ﬂ(xt)p(mzs)),
x€Qrest xeQtest test “x€Q

d’'ou (3.3).

Toutes les transitiong” (x;|x,-) ayant été calculées dans une «passe ascendante », on peut en déduire
les marginales a posteriori. En effet, paure S — S quelconque il existe un chemin unique=
(s1,...,si—1,5) le reliant au sommety, et la restriction deX a ce chemin est, pour sa loi conditionnelle
aY =y, une chaine de Markoy (x;) se calcule alors classiqguement de proche en prochg’gay;) =
Exsjileg pY (x5, ) p? (x5, 1xs;_,), avecp’ (xs,) calculée dans la passe ascendants.

En résumé, toutes les transitions «pere-fils» a posteriori sont calculées dans une passe ascendante,
en utilisant (3.2) et (3.3). Ensuite, les calculs des lois marginales a posteriori se font dans une passe
descendante, en utilisant la chaine de Markov définie sur les sites allant du sommet au site considéré.

PROPOSITION 3.2. —Soit Z un Arbre de Markov Couple vérifiarf8.1). Supposons que chaques
S — §" admet au moins deux enfants et que les lois des variables indicées par les enfants, conditionnelles
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au peére, sont égales. Alog est un Arbre de Markov Caché av&cvérifiant(3.1) si et seulement si on a
la propriété(P) suivante:
(P) pour touts € § — ST, x,—, x; € Q, ety,— € R, onap(xy|x,—, ys-) = p(xglxs-).

Démonstration. 4P) est une CS. Nous avopsgx, ys—sn) = p(z}) [Ligsn P(aslzs=) [lsesn [g P(xs, ¥sl
Z5-) dys = P(Zl) Hsggsn P(zslzs-) HseS” p(xslxg—, ysg-) = p(Zl) Hgggsﬂ P(zslzs-) HSES” P (xs|xs-), la der-
niere égalité ayant lieu en vertu de (P). En procédant de proche en proche, on oiglignt
p(xl) HseS—Slp(xs|xs_)-

(P) est une CN. Soit € § — §", ett, u deux fils des. X et Z étant des Arbres de Markov, les
lois de (X, X;, X.) et(Zs, Z;, Z,,) S'écriventp(xy, x;, x,) = p(xs, x:) p(xs, xu)/ p(xs) €1 p(Z5, 21, 2u) =
P(zs,20) (25, zu) /[ p(zs). Par ailleurs p(zu, zs) p(zs, 21)/ p(zs) = [p(xu, x5) p(xs, X0)/ p(xs)Ip(ye, ysl
Xt, X5) P(Vs» YulXs, Xu/ p(ys|xs)]. 1l en résulte quep(y;, ys|xr, x5) p(Vs, yulXs, Xu)/p(ys|xs) est la loi de
(Y5, Yy, Y,) conditionnelle & X5, X;, X,), ce qui implique que son intégrale par rappo(ya y:, y,) vaut
1. En l'intégrant par rapport &, y;) il vient

/ P(Yslxe, xs) p(yslXs, Xu)

N R P(yslxs)

A x; fixé, considérong(ys) = 1/p(ys|xs) et le produit scalaire défini parf, h) = fRf(y)h(y)g(y)dy

(notons que c’est bien un produit scalaire cap6is|xs) =Y, q P(xr = ) p(yslx; = w, x5) = 0, alors

tous lesp(ys|x; = w, x5) sont nuls). Posong; (ys) = p(yslx: = w;i, x5) = p(ys|xs, xu = w;). (3.4) étant

vrai pour tousx;, x, dansQ = {w, ..., o}, nous avons une famille de vecteufs ..., f; vérifiant

(fi, fj) =1pourtous K i, j <k.Doncpourtous K i, j <k, | fi — fil> =i+ filI2=2(f, fj) =

0, d'ou l'égalité des vecteurd, ..., fr. L'indépendance deg; de i équivaut & I'indépendance des
p(yslx; = w;i, x5) = p(yslxs, xy = w;) dei, ce qui acheve la démonstration

Notons que dans le cadre de l'utilisation des arbres cachés en traitement du signal ou d’'images les
sites ont souvent plusieurs enfants avec les lois conditionnelles au pére identiques; les hypothéses de la
Proposition 3.2 n'apportent alors pas de contrainte supplémentaire par rapport a I'utilisation des modéles
classiques. Par ailleurs, remarquons que le modéle par AM Caché utilisé par Laferté, Pérez et Heitz [4]
consiste & prendrp(z!) = p(x1) fx, (y1). P(zs25-) = p(xs|xs-) p(ys|xs) : on constate que (P) est bien
vérifiée. Notons également que I'on peut prendre des conditions moins restrictives tout en restant dans
le cadre des AM Cachés. En effet, si I'on remplage;|xs) par p(ys|xs, y,-), une densité qui dépend
également de,-, la propriété (P) reste vérifiée et donc le modele demeure un AM Caché. Cela signifie,
grosso modo, que I'hypothése de « bruit blanc » habituellement retenue n’est pas nécessaire pour obtenir un

AM Caché et des bruits « colorés » peuvent étre considérés dans ce méme cadre.
Remerciements. Je remercie Francoise Desbouvies (INT, Evry) et Patrick Pérez (Microsoft, Cambridge) dont les
suggestions ont permis d’ameliorer sensiblement la présentation de cette Note.

dy, = 1. (3.4)
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