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RESUME

Notre travail traite du probleme de la segmentation statistique floue d’images. Nous
proposons une modélisation markovienne du champ aléatoire flou des classes généralisant le
modele classique des champs aléatoires des classes dures. Nous montrons que I’échantillonneur
de Gibbs peut étre adapté au modele flou et permet la simulation des réalisations du champs des
classes selon la loi a priori et a posteriori. Cette possibilité permet d’introduire une méthode
de segmentation floue généralisant la démarche utilisant le maximum des lois marginales a
posteriori (MPM) dans le cas dur. Les images floues simulées sont plus riches visuellement et
dans le cas ou les données sont floues la méthode de segmentation floue proposée améliore la
qualité de la segmentation classique.

Mots clés : Champs aléatoires de Markov, champs aléatoires flous, segmentation statistique
floue d’images, échantillonneur de Gibbs flou.

SUMMARY

This work deals with the statistical fuzzy image segmentation. We propose a new fuzzy
Markovian modelling generalizing the classical hard one. It is shown that the Gibbs sampler
can be adapted and it is possible to simulate realizations of the fuzzy class field according to the
prior distribution as well as to the posterior one. This possibility allows us to propose a statistical
fuzzy segmentation method which generalizes the maximisation of posterior marginals (MPM)
algorithm used in the hard case. Fuzzy images simulated are visually satisfactory. Furthermore,
when the real data are fuzzy, the method proposed is more efficient that the classical hard one.

Key words : Markov random fields, fuzzy random fields, fuzzy statistical image segmentation,
fuzzy Gibbs sampler.

1. Introduction

La segmentation fait partie des problemes clés se posant en traitement d’images.
Parmi les nombreuses méthodes la famille des approches statistiques s’avere tre
d’une remarquable efficacité dans certains cas. L’application d’une telle méthode
suppose 1’utilisation d’un modele probabiliste : pour S I’ensemble des pixels on
considere deux collections de variables aléatoires X = (X;)ses,Y = (Ys)ses
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dites «champs aléatoires». L’image a segmenter est supposée étre une réalisation
Y = y du champs Y et la segmentation recherchée est une réalisation invisible
X = z du champs X. Chaque Y est a valeurs dans R?, avec d nombre naturel,
et en segmentation classique, que nous appellerons «dure» dans la suite, chaque
X, est & valeurs dans un ensemble fini Q = {w;,ws,...,wy,} des classes. La
segmentation floue utilise une modélisation plus générale dans la mesure ou elle
permet de tenir compte de I’existence des classes «intermédiaires». Considérons, a
titre d’exemple, le probleme de segmentation d’une image satellitaire binaire : on
cherche a associer a chaque pixel s € S, a partir de Y = y, une étiquette dans
Iensemble Q = {ville, forét}. La segmentation dure ne permet pas de déceler
les pixels sur lesquels se trouvent simultanément des arbres et des maisons. La
modélisation correspondant a la segmentation floue, dont 1’objectif est de pouvoir
retrouver de tels pixels, suppose que chaque X, prend ses valeurs dans [0,1]. X; =0
correspond 2 la classe «ville», X, = 1 ala classe «forét» et X = z €]0, 1{ désigne
les pixels ou la proportion de la classe «ville» est 1 — x et celle de la classe «forét» z.
Dans le cas général I’ensemble Q = {w,ws, .. .,wmn } est ainsi remplacé par [0, 1]™,
chaque w; correspond 2 (0,0, ...,0,1,0,...,0) ol 1 se trouve & la i&éme place.

La segmentation Bayésienne est I’outil de la segmentation dure généralement
retenu. Il est possible de définir plusieurs méthodes, chacune d’entre elles nécessitant
la connaissance de certains parametres de la loi de (X,Y"). La plus simple, dite
aveugle, consiste en estimation de la réalisation de chaque X a partir du seul Y.
Sa mise en ceuvre est possible des qu’on connait la loi de (X, Y;). Les méthodes
contextuelles consistent en estimation de chaque X a partir de Yy, la restriction de
Y aun voisinage V' de s et nécessitent la connaissance de la loi de (X, Yv).

L’introduction des champs de Markov cachés a permis la conception des
algorithmes approchant les solutions des méthodes globales : 1a réalisation de chaque
X estestimée a partir de toute I’information disponible Y = y. Dans la modélisation
utilisée dans cette démarche X est un champ markovien et les variables aléatoires
(Ys) sont indépendantes conditionnellement 3 X.

Notons N le cardinal de I’ensemble des pixels S et supposons, afin de simplifier,
les Y a valeurs dans R. Dans le cas de la segmentation dure X prend ainsi ses valeurs
dans QY et dans le cas de la segmentation floue ces valeurs sont dans [0, 1]™%,
le champ Y prenant ses valeurs dans R dans les deux cas. Lorsqu’on cherche a
généraliser les diverses segmentations dures au cas flou on est ainsi amené a définir
laloi de (X,Y"), donnée généralement par la loi de X et les lois de Y conditionnelles
aX.

Les ensembles flous ont été appliqués avec succes a la classification d’images
dans un cadre déterministe ([1], [5], [7], 8], [10], [13], [18]). Les modélisations faisant
intervenir simultanément les ensembles flous et la théorie des probabilités ont
également été proposées ([3], [4], [14], [22]). L’ originalité des résultats exposés dans
[3], [4] se situe au niveau de I’ utilisation des mesures comportant des masses de Dirac
et des parties continues. Les lois marginales (lois des X ;) sont modélisées dans [3], [4]
par une mesure sur [0, 1] comportant deux masses de Dirac en 0 et 1 et une partie
continue, définie par une densité par rapport & la mesure de Lesbegue, sur |0, 1. Cette
modélisation a permis la conception des algorithmes de segmentation non supervisée
floue (i.e. contenant un estimateur des parametres nécessaires a la mise en ceuvre
de la segmentation) dont I’efficacité, dans le cas ou les données réelles sont floues,



CHAMPS DE MARKOV CACHES FLOUS ET SEGMENTATION D’IMAGES 15

améliore celle des algorithmes analogues de la segmentation dure. Nous étendons
dans cet article ce type de modélisation 2 la loi globale de X en introduisant les
champs markoviens flous. Cette modélisation permet la conception des méthodes
globales floues, généralisant les méthodes de type «maximum a posteriori» (MAP)
ou «maximum a posteriori des lois marginales» (MPM) en segmentation dure. Une
de ces méthodes est décrite et nous montrons son bon comportement par rapport a
I’algorithme de segmentation dure MPM.

L’ organisation de I’article est la suivante :

Dans la section suivante nous introduisons les champs markoviens cachés flous
et montrons que les champs markoviens cachés durs en sont un cas particulier. Nous
présentons également une version floue de 1’échantillonneur de Gibbs dont le bon
comportement, connu dans le cas dur, est préservé.

Cet échantillonneur permet la conception d’une méthode globale de segmenta-
tion floue que nous présentons dans la section trois.

Les résultats des simulations se trouvent dans la quatrieme section.
La cinquieme et derniere section contient les conclusions.

2. Champs de Markov cachés flous

2.1. Laloide X

Considérons le cas de deux classes 2 = {0, 1}, notons .S ’ensemble des pixels
et N son cardinal. Supposons X, qui est a valeurs dans Q7 , markovien relativement
aux quatre plus proches voisins et tel que P[X = x| # 0 pour tout z dans Q. On
peut alors écrire :

PX=1]=ce V@ (1)

ou U, dite «énergie», est une somme des fonctions définies sur les cliques, qui sont ici
soit des singletons soit des couples des pixels voisins. Si on admet que ces fonctions
ne dépendent pas de la position de la clique considérée dans 1’ensemble des pixels
1’énergie est entierement déterminée par trois fonctions ¢, : Q2 — R (v pour les
voisins verticaux), ¢, : Q2 — R, (h pour les voisins horizontaux) et 1 : Q@ — R
(pour les singletons). L’énergie U s’écrit :

Ua)= Y w@ne)+ Y ennz)+ Y i) (@)

t,s voisins t,s voisins seS
verticaux horizontaux

Notons que cette modélisation ne permet pas de tenir compte des anisotropies
éventuelles de I’'image selon les bissectrices. De telles anisotropies peuvent &tre prises
en compte en considérant la markovianité par rapport aux huit plus proches voisins;
apparaissent alors des cliques contenant des pixels voisins selon les bissectrices. Si
on suppose que les fonctions définies sur les cliques de cardinal supérieur a deux sont
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nulles I’énergie U s’écrit :

Uz)= > @olznz)+ >, onl@ns)

t,s voisins t,s voisins
verticaux horizontaux
+ § ¥by (xtvxs) + E Q0b2($t,$s) + E ng(.’I?s) (3)
t,s voisins t,s voisins sES
selon 1re selon 2me
bissectrice bissectrice

Nous allons exposer le principe de notre généralisation de tels champs
de Markov au cas flou dans le cas le plus simple, la démarche proposée étant
immédiatement généralisable aux champs définis par (3).

Considérons 1’énergie de la forme :

U)= Y oz, zs) (4)
t,s voisins
avec ¢ de la forme :
—a si Ty = Tg
oz, ) = { o si »'Ez # T, (5)

Le parametre « détermine ainsi la loi de X.

L’énergie considérée est d’'une grande simplicité, ce qui permet d’exposer le
principe de passage aux champs flous dans un cadre utilisant peu de paramétres.

L’ objectif de cette section est de généraliser ce modele de fagon a ce que chaque
X, prenne ses valeurs dans Q¢ = [1, 0]( f pour «flou») et que sa loi soit de la forme :

PXs:h((S()-f-(sl-f-,u,):hI/ (6)

oll 6, 6, sont des masses de Dirac en 0 et 1, 44 la mesure de Lesbegue sur |0, 1[ et b
la densité de la loi Py, par rapport a la mesure v = §g + 61 + p. Ainsi :

Px,[{0}] = R(0)
Px,[{1}] = r(1)

b
Py, [[a,b]] = / h(t)dt

la derniére égalité ayant lieu pour 0 < a < b < 1.

L’intérét des modélisations markoviennes en segmentation dure est essentielle-
ment di & la possibilité de la simulation, par des procédures itératives de type de
I’échantillonneur de Gibbs, des réalisations de X . Le cardinal de .S étant trop grand
la relation (1) n’est en effet pas directement exploitable (¢ inconnu). Notons que les
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difficultés sont encore plus grandes en segmentation floue. Si on cherche a définir la
loi d’un couple (X;, X), on est amené a considérer la densité h(x;, z) de la loi de
(X3, X ) par rapport a la mesure

V=v®v= (6461 +p)® (6h+ 6+ 1) =6 ® 8+ b ® 8+
+oo QU +61®6+6 Q6 +6Qp +u@+pR6+puu

La mesure v? comporte ainsi quatre masses de Dirac aux points (0,0),(0,1),

(1,0),(1,1), quatre mesures de Lebesgue définies sur les cOtés du carré unité et
une mesure de Lebesgue sur le carré ]0, 1[2. La loi d’un triplet (X, X;, X,,) est
définie par une densité par rapport 4 la mesure 13, cette derniére étant définie par huit
masses de Dirac sur les sommets du cube unité, douze mesures de Lebesgue définies
sur les segments reliant ces sommets, six mesures de Lebesgue définies sur les faces
du cube et une mesure de Lebesgue définie sur son intérieur. On constate que v est
difficile 2 manipuler pour N > 3. Notons que tel n’est pas le cas en segmentation
dure, v est dans ce cas la mesure de dénombrement et vV est accessible pour N < 7
environ. Ce fait peut avoir une importance en segmentation contextuelle. Dans le cas
dur il est possible de considérer plusieurs voisins dont le nombre peut aller, dans le cas
de deux classes, jusqu’a quatre. En segmentation bayésienne floue il semble difficile
de pouvoir tenir compte de plus d’un voisin.

Afin de généraliser le modele ci-dessus considérons

Px = hgN (8)

avec v = 6 + 61 + p et h¢(f pour «flou») densité de Px par rapport & v . Comme
dans le cas dur considérons iy de la forme

> sz, z)
hf(:L‘) = ¢S voisins (9)

¢ «dure» est définie sur {0, 1}2 et o5 «floue» ci-dessus sur [0, 1]2.

On montre, exactement comme dans le cas des champs durs, que la loi de X
définie par (8) et (9) est une loi d’un champs markovien relativement aux quatre plus
proches voisins : 1aloi de X; conditionnelle a (X t)t;,gs est égale a sa loi conditionnelle
a X1, Xo,X3,Xy4, ot 1,2,3,4 sont les quatre plus proches voisins de s. Plus
précisément, la loi de X conditionnelle a (X1, X2, X3, X4,) = (21, %2, 23,%4) =
zy (V pour «voisinage») est définie par la densité par rapport a la mesure v donnée
par:

e_WIv (z)
B (z) = (10)

1
e Way (0) 4 g=Way (1) | / o~ Wey () gt
0

avec Wy, (z) = Saf(mvxl) + Qof(l:’x?) + (pf(l’, z3) + QDf(.’E, T4).
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Finalement, la fonction ¢; : [0,1]° — R définit Px, de plus les lois
conditionnelles données par (10) sont exploitables. On peut en effet effectuer des
tirages selon cette loi de la facon suivante :

- Tirage dans {0, 1, F'} (F pour «flou») selon la probabilité h*V (0), h®V (1),
1 — h®v(0) — h®v (1). Si le tirage est dans {0, 1} on arréte, s’il vaut F:

- Tirage dans ]0, 1] selon la probabilité donnée par la densité par rapport a la
mesure de Lebesgue :

e Wev (u)

T (11)
/e4ﬂdﬂﬁ
0

g% (u) =

Dans la pratique le calcul de I’intégrale figurant dans (10) et (11) se fait par
discrétisation : on choisit z1, Zo, . . . , Z,, une subdivision équidistante de ]0, 1], avec

1 =0,Ti41 —%; =a, Ty, =1—a,(donca = #I) et on remplace cette intégrale
par

n

1 Z e~ Way (z5) (12)

=1

Le tirage dans ]0, 1] selon la probabilité donnée par la densité (11) est par

ailleurs remplacé par le tirage dans {z1, s, ..., Z,} selon la loi discréte obtenue &
partir de (11). On peut alors remplacer le tirage «théorique» en deux phases décrit
ci-dessus par un tirage unique dans I’ensemble {0, z1, zo, ..., Zn, 1} selon la loi de
probabilité :
e_chV (0)
h#v(0) = G
Wz, (0) Wz, (1) _ ~Wazy (z;5)
e vil t+e v+ - Z e” Trviti
j=1
_1_ e_Wzv (z2)
R (z;) = I — pour 1 <i<n (13)
e Wey ©) 4 g~Way ) 4 L 3 e Wy @)
n -
j=1
—Way, (1)
BV (1) = —
- Iv(o) - mv(l) —_ _Wa:v(z])
e +e + n ]z:; e

Nous disposons ainsi d’'un modele markovien de la loi de X tel que les lois
marginales des X contiennent deux masses de Dirac en 0 et 1 et une partie continue
sur )0, 1[, de plus la simulation des réalisations des X, selon leurs lois conditionnelles
est possible.
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2.2. Echantillonneur de Gibbs flou

La possibilité d’effectuer des tirages selon les lois conditionnelles décrites
ci-dessus permet la simulation des réalisations de X par un échantillonneur de
Gibbs «flou», dont le principe est le méme que celui de 1’échantillonneur de Gibbs
couramment utilisé dans le cas dur. Dans ce dernier cas la démarche est la suivante :

1. On se donne une configuration arbitraire X°

2. On numérote les pixels 1,2,...,N. La loi de X; conditionnelle a la
réalisation de tous les autres X;, donnés par la configuration X, est explicitement
calculable : on effectue un tirage, selon cette loi, dans I’ensemble {0, 1}. On remplace
la classe figurant sur le pixel 1 dans la configuration X° par la classe obtenue par le
tirage (qui peut étre, éventuellement, la méme). On passe au pixel 2 et on calcule la
loi de X5 conditionnelle a tous les autres X;, en tenant compte de la nouvelle valeur,
éventuellement différente de la valeur précédente, de X; . Comme précédemment,
on effectue un tirage, selon cette loi, dans ’ensemble {0, 1}. On remplace la classe
figurant sur le pixel 2 dans la configuration X° par la classe obtenue par le tirage, et
ainsi de suite. Apres N tirages on aura effectué un «balayage complet» de I’image,
soit X! la nouvelle configuration ainsi obtenue. On recommence la procédure en
remplagant X par X'!. Dans le cas des images simples 1’aspect de I’image se stabilise
apres une quinzaine de balayages.

Nous proposons exactement la méme démarche en remplacant {0, 1} par [0, 1].

Dans le cas dur on montre que la suite aléatoire des champs X 1, X2,..., X",
ainsi construite converge en loi vers laloi de probabilité donnée par (1) [9] Le résultat
reste valable lorsque 1’espace des états, i.e. ’ensemble dans lequel chaque X prend
ses valeurs, est compact, [23]. Notre modélisation se situe dans ce cadre, en effet
I’espace des états est [0, 1]. Notons que ce résultat reste valable lorsqu’on considére
la loi de X a posteriori définie dans la section suivante.

2.3. Formede Uy

Le contenu des paragraphes 2.1, 2.2 est valable pour une forme quelconque
de Uy . Lorsqu’on cherche a généraliser le cas dur simple défini par (4) et (5) on
peut imposer & U de prendre la valeur —a sur les points (0,0), (1,1) et la valeur
« sur les points (0,1),(1,0) . L’aspect «flou» sera alors défini par la restriction de
Us a[0,1)% — {(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)}. Supposons que cette restriction dépende
de deux paramétres (3 et §, ce qui nous permettra de gérer le dégradé du flou dans
I’image d’une part et son importance d’autre part.

Considérons U de la forme suivante :

(—a si(z,y) = (0,0) ou(z,y) = (1,1)

a si(z,y)=(0,1) oul(z, y) = (1,0) (14)
Uf(m): etm—y>0

B2z —2y+1) +6 si(z,y) €[0,1]* - {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
. etx -y <0
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Laloi de X dépend ainsi de trois paramétres o, (3, 6. Le parametre o détermine
la taille des taches, 3 détermine la forme du dégradé et é I’importance du flou dans
I’image.

Plus précisément, montrons que 1’on retrouve le modéle markovien dur lorsque
8 — +oo. Considérons E; C [0,1]V défini par

[z =(x1,...,28) € Ef] © [F1<i< N telque z; €]0,1] (15)

et E4 son complémentaire :

[x:(xlaaxN)eEdlﬁ[V]-gngaxze{O’l}] (16)

Nous allons montrer que le champ de Markov dur est un cas particulier, dans le
sens ol il peut étre obtenu par passage a la limite, d’'un champ de Markov flou. Plus
précisément, lorsque 6 — +o0 la probabilité définie par la vraisemblance donnée par
(9) et (14) se concentre sur E4 avec vitesse exponentielle.

Proposition 1.
11 existe une constante b > 0 telle que pour tout § > |3| — ||

Px|Eq)>1—be™* (17)

Démonstration
Faisons apparaitre 6 dans la vraisemblance h; donnée par la relation (9) :

hfs(z) = c(é)e_Uf-'S(‘”) (18)
Montrons :
0(5) < 6—2N(N—1)|a| (19)

Pour z € E4 la quantité Uy s(x) ne dépend pas de 6, par ailleurs h s(z) est la
probabilité de X = x. On peut écrire :

c(6)e V@ <1 (20)

Supposons o > 0. La majoration ci-dessus étant valable pour tout x € Ejy4
considérons z en forme de damier. Etant donné qu’ily a N (N —1) cliques horizontales
et autant de cliques verticales (20) donne :

c(6)ePNWV-De (21)

d’otr (19). Si & < 0 on considere x dont toutes les coordonnées sont d’une méme
classe et on arrive 2 la méme équation que (21) avec —a 4 la place de .. D’ou (19)
pour tout c.
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Considérons z € Ey. Il existe au moins une coordonnée x; de x dans ]0, 1[.
Les valeurs de la fonction ¢ sur les quatre cliques contenant z; sont alors minorées
par é — | B]. Sur toutes les autres cliques (¢, s) les valeurs de ¢ (x, ) sont minorées

par —|c| si z;, x5 sont durs et par § — | 3| (donc encore par—|a| car 6 > |G| — |a]) )
si I’un d’eux est flou. Finalement on peut écrire pour tout x € Ef :
hys(z) < 0(5)6—4(5—|ﬁ|)+(2N(N—1)—4)Ia| (22)
Etant donné la majoration (19) nous avons :
hss(x) < e~ 46+4(18l=lal) (23)

Etant donné que vV ([0, 1]V) = 3V et vV (E,) = 2" la majoration (23) donne
(hn,s est une densité de Px par rapport a vV) :

Px(Ef) < (3N — 2N)e_46+4(|ﬂ|—|a|) (24)

d’oit (17) avec b = (3N — 2N)e2(Bl=I2), ce qui achéve la démonstration.

On peut également montrer que lorsque § — —oc la loi de X se concentre sur
E avec vitesse exponentielle.

Proposition 2.
11 existe une constante b’ > 0 telle que pour tout § < |a| — |G|

Px[Ef] > 1—be* (25)

Démonstration

Considérons z € Ej. Il existe au moins une coordonnée z; de = dans ]0, 1].
Les valeurs de la fonction ¢ sur les quatre cliques contenant x; sont alors majorées
par 6 + | 3]. Sur toutes les autres cliques (¢, s) les valeurs de ¢ ¢ (z+, =) sont majorées
par |c| si z, s sont durs et par § + |3| (donc encore par |a| car § < |a| — |F]) si
I’'un d’eux est flou. Finalement on peut écrire pour tout x € E :

e~ Urs(@) 5 g=4(6+18)-(2N(N-1)=4)|e| (26)

par ailleurs nous avons :

1 / —Uss(a) 3, N / U N
— = e Ve dyt(x) > e~ Uns@ gy ()
c(6) [0,1]¥

> (3 - 2N)e—4(6+|ﬁ|)—(2N(N—1)~4)|a| (27)

la dernigre inégalité dans (27) ayant lieu en vertu de (26). Finalement

c(6) < b'e (28)
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Par ailleurs

Px[Eq = ) c(8)e” 1@ (29)
T€EEy

avec Uy (z) indépendant de §. (28) et (29) impliquent :

Px[Eg) <b'e* ) emUrl) (30)
z€Eq

d’ol (25) avec b’ = b” E e~ Vi@, ce qui achéve la démonstration.
ze€Ey

Les exemples d’images simulées par 1’échantillonneur flou pour § = 0 et
différentes valeurs de a, 3 sont présentés dans la section 3.

2.4. Champs cachés

L’objectif de cette sous-section est de définir la loi du couple (X,Y"). Nous
pourrons alors en déduire la loi «a posteriori», i.e. conditionnelle 4 Y, de X et
proposer une méthode de segmentation globale floue. La loi de (X,Y’) peut étre
définie, comme dans le cas dur, par la loi de X et les lois de Y conditionnelles a
X.Laloi de X est définie ci-dessus et afin de définir les lois de Y conditionnelles
a X nous faisons, comme on le fait habituellement dans le cas dur, deux hypotheses
simplificatrices suivantes :

(i) les variables aléatoires (Y) sont indépendantes conditionnellement a X.
(ii) la loi de chaque Y; conditionnelle a2 X est égale a sa loi conditionnelle &
Xs.

Avec les hypotheses (i), (ii) la loi de Y conditionnelle a X est définie par les
lois des Y conditionnelles & X ;. En supposant les lois des (X, Y;) indépendantes de
s eten notant N (m, 0'2) la loi normale de moyenne m et variance o nous prendrons
pour la loi de Y; conditionnelle 2 X, = ¢ € [0,1] :

N((1 = ¢€)mg +emy, (1 —€)oj +e0?) (31)

ol mg, my,03,0% sont donnés. Ainsi les paramétres mg, m;, 05,07 déterminent
toutes les lois de Y conditionnelles & X.

Pour mg, m1, 0, 0% fixés notons W.la densité gaussienne définie ci-dessus. La
densité ¥ de la loi de (X,Y) par rapport a la mesure vV ® pV (v étant la mesure
définie sur [0, 1] dans la sous-section 2.1, 44 la mesure de Lebesgue sur R et N le
nombre des pixels) est alors donnée par :

U(z,y) = ke™"r@ ][ Lo, (4s) (32)
seS
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3. Loi de X a posteriori et segmentation globale floue
3.1 Loi de X a posteriori
— z LOg‘I’ms (ys) _ —Vz(y)
En notant H U, (ys) = es€5 =e

s€S
et Wy(z) = Us(z) + Vi (y), (32) s’écrit :

U(z,y) = ke™ ") (33)

La densité de 1a loi de X a posteriori (i.e. conditionnelle 8 Y = y) par rapport
2 la mesure v est alors donnée par :

ke Wo (@)
/ ke~ W@ gy (z)
(0,1~

Le dénominateur de I’expression (34) ne dépend pas de z, y étant fixé on peut
écrire :

UY(z) =

(34)

WY(z) = k(y)e "v@ = k(y)e~ Usr@+V=®) (35)

Nous constatons que 1’énergie apparaissant dans (35) est du méme type que
celle donnée par (2). La différence entre la loi a priori donnée par (2) et la loi a
posteriori donnée par (35) est due a I’existence de I’énergie additionnelle V,(y), qui
est ici fonction de z, y étant fixé. Rappelons que V,.(y) est de la forme :

Va(y) =—) Log ¥, (ys) (36)
s€ES

ol ¥, est une gauss1enne de moyenne (1 — z5)my + xsm; et de variance
(1- xs)ao + z502. Comme dans le cas dur notre méthode de segmentation est
fondée sur la possibilité de 1a simulation des réalisations de X selon sa loi a posteriori.
L’ énergie additionnelle donnée par la relation (36) étant une somme des fonctions
rattachées aux singletons (rappelons que y, est fixé et x, variable) le caractere
markovien du champ X, lorsqu’on considere sa distribution a posteriori, est préservé.
On peut ainsi utiliser 1’échantillonneur de Gibbs flou de la sous-section 2.2. Notons
hyY la densité, par rapport a la mesure v, de laloi de X conditionnelle a Xy = v,
ou Vestle voisinage de x, composé des quatre plus proches voisins. La densité hyY
est donnée par une formule analogue 2 (10) qui correspond 2 la loi de X a priori :
W, () utilisé dans (10) est remplacé par :

Hgy . (T5) = Wy, (35) — Log ¥y, (ys) (37)
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Nous pouvons écrire :

. o~ Hey s (22)
hys (:1:3) = 1 (38)
e Hoy0s0) | g=Hayua()) | / e Hay o) gy

0

Les simulations sont alors obtenues en utilisant la méme procédure de
discrétisation que celle décrite dans la sous-section 2.1.

3.2 Segmentation globale floue

La méthode proposée correspond a I’algorithme de Marroquin et al. ([16]) en
segmentation dure, ce dernier permettant d’approcher la solution de la méthode MPM.
La segmentation MPM s’intéresse aux lois des X conditionnelles a2 Y™ qui sont les
lois marginales a posteriori du champ X. Pour chaque s dans S on choisit pour
I’estimation de la réalisation invisible de X la classe dont la probabilité a posteriori
est maximale.

Nous nous intéressons, comme dans le cas de la méthode MPM en segmentation
dure, aux lois marginales a posteriori du champ X. Pour chaque s dans S la loi a
posteriori de X est estimée a partir des réalisations simulées par 1’échantillonneur
de Gibbs flou. Elle est donnée par une densité par rapport a la mesure v que nous
noterons hy,, avec Y = y I’image numérique a segmenter. Contrairement au cas
dur il existe alors plusieurs possibilités de segmentations de types différents. Nous
avons étudié dans [4] la segmentation floue aveugle, ol la réalisation de chaque X
est estimée a partir du seul Yj. Ici notre démarche est différente car nous considérons
les lois des X; conditionnelles a Y au lieu des lois des X conditionnelles aux Y.
Toutefois, au stade de la segmentation le probleme est identique : on doit proposer
une stratégie de recherche de la réalisation s de X a partir de la densité de la
loi de X par rapport a la mesure v. Nous avons proposé dans [4] quatre stratégies
de segmentation : moindres carrés MC, espérance conditionnelle EC, maximum de
vraisemblance MV et maximum de vraisemblance «adaptée» MVA. Nous retenons
dans la suite la stratégie MVA dont Defficacité s’est avérée compétitive vis-a-vis
des trois autres méthodes dans le cas de segmentation aveugle. Sa démarche est la
suivante :

(i) choix dans {0, 1, F'} (F pour «flou») selon la régle bayésienne classique :
I’élément choisi maximise la probabilité h ,,(0), hs y (1), 1 — by 4 (0) — hs 4 (1).

(ii) si I’élément choisi est dans {0, 1} on arréte, sinon on choisit dans ]0, 1]
I’élément maximisant la restriction de h, , a cet ensemble.
4. Expérimentations

4.1. Champs durs et champs flous

Dans cette sous-section nous présentons, afin d’illustrer ’apport visuel de la
modélisation par champs flous, deux images simulées par 1’échantillonneur de Gibbs
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dur et flou respectivement. Le parametre « vaut 10 dans les deux cas et, dans le cas
flou, les parametres (3,6 valent 1 et () respectivement. On obtient, aprés M = 100
itérations, les images Im1, Im2 respectivement. Dans les 1égendes M désigne le
nombre d’itérations de 1I’échantillonncur de Gibbs (dur ou flou).

Champs de Gibbs dur avec o = 10, Champs de Gibbs flou avec o = 10,
M =100 B=1, § =0, M = 100.
Im1 Im2

On observe un bon dégradé, lorsqu’on passe d’une classe dure a une autre, dans
I’image floue obtenue. Notons que des images floues d’aspect différent pourraient
étre obtenues en modifiant I’allure générale de Uy ou les paramétres (3, 6.

4.2. Images floues bruitées

Nous nous intéressons dans cette sous-section a 1’aspect visuel des images
floues bruitées. I'image floue Im3, obtenue par 1’échantillonneur de Gibbs flou,
correspond aux paramétres o = 5, 3 = 1,6 = 0. Nous présentons plusieurs bruitages
par des bruits blancs ou corrélés. Notons que notre modélisation ne permet pas de
tenir compte, au niveau de la segmentation, de la corrélation spatiale du bruit. Ainsi
lorsqu’on segmente une image bruitée par un bruit corrélé par une méthode globale
(dure ou floue) fondée sur une modélisation markovienne on est amené a ignorer la
corrélation, ce qui revient a changer de modele. L’étude des situations ol le bruit
est corrélé peut ainsi apporter des renseignements sur la robustesse d’une méthode
donnée. L’étude de cette robustesse est importante car des études précédentes ont
montré que dans certains cas des images réelles, comme les images satellitaires, la
corrélation du bruit peut étre importante ([15], [17]).

Les bruits corrélés sont obtenus a partir des bruits blancs en utilisant la notion
de moyenne mobile. Si B = (Bjs)scs est un bruit blanc gaussien on pose :

(C)=v)_ B (39)

teVs
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avec 7 tel que Var (C;) = Var (B;). Nous considérons deux types de bruits corrélés :
type 1 est obtenu 2 partir d’un bruit blanc en considérant les voisinages composés
des 8 plus proches voisins et le type 3 correspond aux voisinages contenant 48 plus

proches voisins. Pour t, s voisins la corrélation entre C; et Cy est ainsi de 9 dans le

42 . .
cas du type 1 et de — dans le cas du type 3. Le type 2, que nous n’étudions pas ici,
correspond au cas des 24 plus proches voisins, la corrélation entre C; et C; est alors

de ==
95

Champs de Gibbs flou avec o = 5, Im3 bruitée avec bruit corrélé de typel :
,6:].,6:0,M=100 mozl,m1=4, 0'():0'1=1
Im3 Im4

Im3 bruitée avec bruit indépendant  Im3 bruitée avec bruit corrélé de type 3 :

m0=1,m1=4,00=01=1 m0=1,m1=4,00=01=1.
Im5 Im6
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Im3 bruitée avec bruit corrélé de Im3 bruitée avec bruit indépendant,
type 1, mg=1,m; = 2,00 =01 =1. mo=1,m; =2,00 =01 =1.
Im7 Im8

Nous constatons que 1’aspect visuel des bruitages proposés est différent.

4.3. Segmentations dure et flone

Nous considérons dans cette sous-section les résultats de la segmentation dure
et floue. La segmentation floue étant cofiteuse en temps calcul nous considérons des
images de taille plus réduite. L’image Im9 correspond aux paramétres a = 3,3 =
1,6 = 0 et I’image Im14 aux parameétres o = 10,3 = 5,6 = 0. M est le nombre
d’itérations utilisé dans la synthése de 1’image par I’échantillonneur de Gibbs flou et
L le nombre de balayages utilisés dans I’estimation des lois marginales a posteriori.

ER

Champs de Gibbs flou aveca = 3,3 =1,6 = 0, M = 150.
Im9
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4

Im9 restaurée, apres bruitage indépendant Im9 restaurée, aprés bruitage indépendant

m0=1,m1=2,00:al=1, m0=1,m1=2,00=01=1,
par le MPM dur avec L = 50. par le MPM flou avec L= 50.
Im10 Im11

Im9 restaurée, aprés bruitage corrélé type 1 Im9 restaurée, aprés bruitage corrélé type 1
m0=1,m1:2,00:01=1, m0:1,m1:2,00=01=1,
par le MPM dur avec L = 50. par le MPM flou avec L = 50
Im12 Im13

Champs de Gibbs flou avecIa T410, B=5,6=0,M =100.
m
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ﬁ |

]

u

" L | -_. i“
q
Im14 restaurée, aprés bruitage corrélé de Im14 restaurée, apres bruitage corrélé de
typel,mop=1,m; =2, 09 =01 =1, typel,mpg=1, m =2, 00 =01 =1,
par le MPM dur avec L = 50. par le MPM flou avec L = 50.
Im15 Im16

Nous constatons sur ces exemples que la segmentation floue aboutit aux résultats
nettement plus proches, visuellement, des images de départ que la segmentation dure.
La qualité d’une segmentation est parfois évaluée par le pourcentage des pixels bien
classés. T = (Z,) étant le résultat de la segmentation et N le nombre des pixels on
pose

1 ~
ER = —NZm — T (40)
s€ES

On peut retenir le méme critere de qualité dans le cas flou. En appliquant ce
critére aux segmentations dures et floues des images Im9, Im14 bruitées par le bruit
blanc de moyennes 1, 2 et de variance 1 on obtient

Seg Dure Seg Floue
Im9 0.13 0.11
Im14 0.32 0.22

L’amélioration est surtout sensible dans le cas de Im14, ce qui est normal étant
donné que cette image contient une plus forte proportion de pixels flous que Im9.

5. Conclusion

La segmentation fait partie des problemes clé en imagerie. Les méthodes
statistiques, dont le développement date d’une quinzaine d’années, s’averent d’une
remarquable efficacité dans certaines situations. Ces méthodes utilisent la théorie de la
classification bayésienne et s’appuient, de ce fait, sur des modélisations probabilistes
rigoureuses. Toutefois, ce cadre peut s’avérer insuffisant dans certaines situations
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réelles. Lorsqu’un pixel appartient naturellement a plusieurs classes une méthode de
segmentation classique, ou dure, assimilera cette situation & un bruitage et assignera
a ce pixel une seule classe.

Les modélisations probabilistes utilisant les ensembles flous s’averent utiles
dans ce type de situations. Nous avons proposé dans ce travail un modele markovien
flou caché. Ce modele apparait comme une généralisation du modele markovien
classique dans la mesure ol ’on retrouve ce dernier lorsqu’un paramétre tend
vers I'infini. La technique classique MPM de segmentation dure est généralisable
au modele flou. Lorsque les données sont floues la méthode «MPM flou» permet
d’obtenir de meilleurs résultats, aussi bien visuellement que numériquement.
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