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Introduction

De maniere générale, le décodage itératif consiste a décoder un code par étapes
successives a 'aide de plusieurs décodeurs a faible cotit au lieu de décoder le code
avec un seul décodeur complexe. Récemment, il a été démontré que les systemes
de décodage itératif peuvent fonctionner a des rendements tres proches de la
limite de Shannon, imposée par le théoreme du codage sur canaux bruités [2],
avec toutefois une complexité raisonnable. En particulier, les codes LDPC' (“low-
density parity-check”) irréguliers et les turbo codes sont des candidats promet-
teurs pour de futures applications.

Les codes LDPC ont été introduits en premier par Gallager [3] en 1962 et
redécouverts par MacKay et al. [8] en 1996. L’innovation cruciale des codes LDPC
étant 'introduction des algorithmes de décodage itératif. Plus tard, I’apparition
des turbo codes [16] en 1993 a montré que des performances proches de la capacité
peuvent étre atteintes en décodant des codes constitutifs avec un décodeur itératif
de type SISO (“soft-input/soft-output”).

Au cours des dix dernieres années, la recherche dans les systemes de décodage
itératif s’est de plus en plus spécialisée. Dans cette these, nous allons présenter
des contributions originales dans les domaines suivants.

Afin de mieux comprendre la structure des codes eux-mémes et leurs perfor-
mances avec un décodeur a vraisemblance maximale, les propriétés en terme de
distance des codes doivent étre étudiées [19].

Récemment, plusieurs techniques ont été proposées dans la littérature pour
analyser le décodage itératif. La premiere méthode consiste a décrire des algo-
rithmes de décodage itératif en tant que systémes dynamiques non-linéaires [45].
On montre ainsi que toute une gamme de phénomenes tels que les points fixes,
les orbites périodiques, les bifurcations [46] et le chaos [49] se produisent. Une
seconde famille de méthodes consiste a suivre 1’évolution de la densité de pro-
babilité de l'information échangée dans le décodeur, ces densités étant souvent
approchées par des gaussiennes [53, 54].

Finalement, I'avantage pratique du décodage itératif réside dans le fait que
des codes puissants peuvent maintenant étre décodés avec une complexité raison-

nable. C’est pourquoi une grande part de la recherche est focalisée sur I’évaluation



des performances du décodage itératif pour de futurs systemes de communication
filaires et non-filaires.

L’objectif principal de cette these est d’exposer le lien entre les différents
moyens existant a ce jour pour appréhender le fonctionnement du décodage
itératif, a savoir :

1. la théorie des systemes dynamiques non-linéaires

2. les techniques classiques du codage canal qui se rapportent a I’étude de per-
formance d’un code a partir d’'un polynéme connu sous le nom de fonction

énumératrice de poids.

Plan de la theése

La premiére partie de la these (Ch. 1 a 2) donne un résumé de I'état de
I’art des systemes de décodage itératif. Dans le Ch. 1, nous rappelons brievement
les concepts de base du décodage itératif a travers un exemple simple. Le Ch. 2
présente un apercu des principaux codes qui utilisent a ce jour le décodage itératif,
a savoir les codes LDPC et les codes concaténés. La construction du code, les
propriétés en terme de distance ainsi que les algorithmes de décodage sont donnés
dans chaque cas. Dans les parties suivantes, les contributions originales de la these
sont développées.

La seconde partie de la these (Ch. 3 a 6) traite de I'analyse des systéemes
de décodage itératif et de la structure sous-jacente des codes. Le Ch. 3 est centré
sur la description des algorithmes de décodage itératif en tant que systemes dy-
namiques non-linéaires. En tracant ’évolution de I’entropie moyenne et en fixant
les rapports du bruit nous obtenons un systeme dynamique simplifié a une di-
mension et a un parametre, puis nous procédons a une étude expérimentale des
trajectoires du décodage itératif. Nous nous intéresserons en particulier a la dy-
namique non-linéaire du décodage itératif des codes LDPC et des codes produits.
Dans les Ch. 4 et 5, nous proposons un modele simplifié basé sur les densités de
probabilité gaussiennes pour analyser le décodage itératif. Plus précisemment,
nous calculons une fonction a 1-D dont les itérées représentent directement la
probabilité d’erreur pour le canal a bruit gaussien additif (AWGN) et le canal
a évanouissements de Rayleigh. Ces modeles simples permettent une analyse
qualitative de la dynamique non-linéaire de 'algorithme de décodage. En parti-
culier, nous verrons comment expliquer et calculer le seuil de bruit et comment
caractériser la dynamique du décodage itératif a rapport signal sur bruit élevé
en fonction des parametres du code. Finalement, dans le Ch. 6, les propriétés
relatives aux distances des codes LDPC sont étudiées. Pour ’ensemble des codes

LDPC irréguliers, un lien entre la dynamique du décodage itératif et les propriétés
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en terme de distance est établi.

La troisieme partie (Ch. 7 a 8) est consacrée a ’évaluation des performances
des systemes de décodage itératif pour les modems filaires et non-filaires. Dans
le Ch. 7 on considere l'effet du codage canal sur les algorithmes de chargement
pour des systemes VDSL utilisant la modulation BICM (“bit interleaved coded
modulation”). On donne ensuite une comparaison des performances des codes
Reed-Solomon et des codes BCH concaténés en série. Le Ch. 8 montre le bénéfice
du décodage itératif pour les systemes de transmission ATM non-filaires utilisant

des code produits optimisés.
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Acronymes and symboles

Acronymes

- ARQ : “Automatic Repeat Request”

- ATM : “Asynchronous Transfer Mode”

- AWGN : “Additive White Gaussian Noise”

- TEB : Taux d’Erreur Binaire

- BCH : Bose Chaudhuri Hocquenghem (code)

- BCJR : Bahl Cocke Jelinek Raviv (algorithme)

- BICM : “Bit Interleaved Coded Modulation”

- BPSK : “Binary Phase Shift Keying”

- CC : Codes Concaténés

- CWEF : “Conditional Weight Enumerating Function”

- DMT : “Discrete Multitone” (modulation)

- FDD : “Frequency division duplexing”

- FEXT : “Far-end crosstalk”

- ii.d. : Indépendamment et identiquement distribué

- IRWEF : “Input Redundancy Weight Enumerating Function”
- IOWEF : “Input Output Weight Enumerating Function”

- LDPC : “Low Density Parity-Check” (code)

- MAP : Maximum A Posteriori

- PC : Codes Produits ou “Product Codes”

- PCC : Codes Concaténés en Parallele ou “Parallel Concatenated Codes”
- MAQ : Modulation d’Amplitude en Quadrature

- RS : Reed-Solomon (code)

- SCC : Codes Concaténés en Série ou “Serially Concatenated Codes”
- SISO : “Soft-In Soft-Out” (algorithme)

- SOVA : “Soft Output Viterbi Algorithm”

- RSB : Rapport Signal sur Bruit

- VDSL : “Very high bit rate Digital Subscriber Line”

- WEF : “Weight Enumerating Function”
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Symboles

()7 : opérateur transposition

Amin : distance minimum

d. : degré a droite maximum dans le graphe bipartite d'un code LDPC
irrégulier

dy : distance de Hamming

d, : degré a gauche maximum dans le graphe bipartite d'un code LDPC
irrégulier

C(n, k,dmin) : code en bloc de longueur n, de nombre de bits informatifs
et de distance minimum d,,;,

Ey/Np : rapport énergie par bit sur densité spectrale de puissance du bruit
F(.) : opérateur transformée de Fourier

A : polynome de distribution des degrés a gauche d'un code LDPC irrégulier
P(.) : probabilité

P, : probabilité d’erreur binaire

p : polynome de distribution des degrés a droite d'un code LDPC irrégulier
Q@ : fonction queue de distribution gaussienne

o : écart type du bruit du canal

*

o* : seuil de bruit
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Chapitre 1

Concepts de Base du Décodage
Itératif

Dans un systeme de communication numérique sur un canal bruité, un enco-
deur est souvent utilisé a I’émetteur avant I’étape de modulation, afin de corriger
les erreurs de transmission au récepteur. Lorsque la structure du code s’y préte, le
processus de décodage peut étre exécuté en plusieurs étapes ou itérations simples,
d’ou le nom de décodage itératif. Dans ce chapitre, les principes du décodage
itératif sont présentés a ’aide d’un exemple de code simple, qui illustre comment
le fait d’itérer les sorties souples des décodeurs peut améliorer les performances
en terme de taux d’erreur binaire. Le matériel présenté ici est largement repris
de Particle didactique [1].

1.1 Rapports de Vraisemblance Logarithmiques

Nous considérons des codes concaténés formés de plusieurs codes constitutifs
séparés par un entrelaceur. Les codes concaténés sont non seulement des codes
puissants, mais leur structure permet de plus une faible complexité de décodage
grace au décodage itératif. Le décodage itératif consiste a décoder alternativement
les codes constitutifs et a passer de 'information entre les décodeurs constitutifs.
Afin d’exploiter au mieux l'information produite par chaque décodeur constitutif,
il a été établi que passer des décisions souples plutot que des décisions fermes
peut conduire a d’excellentes performances. En 1993, Berrou, Glavieux et Thi-
timajshima [16] introduisirent les turbo codes. En utilisant un décodage itératif
a décisions souples, ils présenterent un code de rendement 1/2 atteignant une
probabilité d’erreur binaire de 1075 avec un Ej,/N, de seulement 0.7 dB.

Les fondations mathématiques du décodage a décisions souples reposent sur

le théoreme de Bayes. Considérons une transmission non-codée utilisant la modu-

13



lation BPSK (“binary phase shift keying”) sur le canal AWGN (“additive white
Gaussian noise”). Un bit d’information d = 0 est transmis comme x = +1 et un
bit d’information d = 1 est transmis comme x = —1. L’observation a la sortie
du canal bruité est donnée par y = x + n, ou n représente 1’échantillon de bruit
ayant une distribution gaussienne centrée d’écart-type o. Soit P(d = 0) (resp.
P(d = 1)) la probabilité a priori que le digit émis soit un 0 (resp. un 1). Les
probabilités a posterior: ou vraisemblances sont calculées a partir du théoreme

de Bayes’ comme suit

P(yld = 0)P(d = 0)

P(d=0ly) = p@) .

et peuvent étre considérées comme un raffinement de la connaissance a priori sur
la valeur du digit transmis fourni par I’observation du canal. La décision ferme

optimale d au sens du mazimum a posteriori (MAP) est alors la suivante

J:{O si P(d =0ly) > P(d = 1]y)

1 sinon.

La décision souple est définie par le rapport de vraisemblance logarithmique

L Pld=0ly)

L(dly) = Pld=1ly)

En utilisant (1.1.1) la décision souple peut étre décomposée en

L(dly) = Le(y) + La(d),

ou L.(y) = In (Z}j (1); est le rapport de vraisemblance logarithmique du canal

et Ly(d) = In 552?3 est le rapport de vraisemblance logarithmique a priori. Le

critere de décision au sens du MAP peut alors se s’écrire

1 sinon.

&_{o if L(d|y) > 0

Il s’ensuit que le signe de la décision souple détermine la décision ferme et que
la valeur absolue de la décision souple détermine la fiabilité de cette décision.

En particulier, si 'on suppose le bruit gaussien, le rapport de vraisemblance
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logarithmique du canal a pour expression

N Vi

5 e 202 2
Le(y) =In T _wz | g2¥

1 e 202

Jusqu’a présent nous avons considéré un systeme de transmission non-codé.
Pour un systeme de transmission codé, nous montrerons dans le Ch. 2 que si
I'information a priori est distribuée de maniere indépendante, la sortie souple

d’un décodeur peut s’écrire sous la forme
L(d) = Le(y) + La(d) + Le(d), (1.1.2)

ou L.(d) est le rapport de vraisemblance logarithmique extrinséque représentant

la connaissance acquise grace au processus de décodage.

1.2 Principes du Décodage Itératif

Considérons le code a deux dimensions illustré par la Fig. 1.1. Les données
d sont réparties dans un tableau a k; lignes et ks colonnes. Un code horizontal
génere le bloc de parité noté p;, et un code vertical génere le bloc de parité noté
py. Chaque mot de code horizontal (resp. vertical) est de longueur ny (resp. nq)

et correspond & ko (resp. kp) bits informatifs.

k2 n2-k2
colonnes colonnes
k1 d ph
lignes
ni-ki
lignes pv

Fic. 1.1 — Code & deux dimensions.

Soit Lep(d) (resp. Ley(d)) les rapports de vraisemblance logarithmiques ez-

trinséques obtenus & partir d'un décodage MAP horizontal (resp. vertical). Nous
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supposerons que les données sont équiprobables, donc L,(d) = 0 avant qu’un
décodage n’aie eu lieu. L’algorithme de décodage itératif de ce code se déroule
de la maniere suivante :

1. Initialiser 'information a priori & L,(d) = 0.

2. Décoder horizontalement et produire I'information extrinseque comme suit

3. Choisir L,(d) = Len(d).

4. Décoder verticalement et produire I'information extrinseque comme suit

5. Choisir Ly (d) = Ley(d).
6. Si suffisamment d’itérations se sont produites pour conduire a une décision

ferme fiable, aller a 7; sinon retourner a 2.

7. Prendre des décisions fermes sur les données a partir du signe de L(d) =
Le(y) + Len(d) + Leo(d).
Notons que les décodeurs constitutifs échangent seulement le terme extrinseque
parce qu’il correspond a la nouvelle information acquise durant ’étape de décodage
courante. Il est commode d’interpréter I'information extrinseque comme de la di-
versité qui améliore les décisions souples a chaque étape de décodage. De plus,
(1.1.2) est valide uniquement lorsque l'information a priori est distribuée de
maniere indépendante. Cette hypothese est approximativement vérifiée d’une
étape de décodage a la suivante grace a l’entrelaceur intégré dans le code. En
effet, I'information extrinseque produite par le décodeur horizontal doit étre
désentrelacée avant d’étre consommée par le décodeur vertical (et vice versa).
Il s’ensuit que l'information extrinseque devient a peu pres décorrélée a ’entrée

des décodeurs constitutifs.

1.3 Exemple : Code de Parité a Deux Dimen-

sions

Considérons une équation de parité de la forme

c=a+b mod 2.

16



Soient L.(y,) et L.(yp) les rapports de vraisemblance logarithmiques du canal
correspondant a a et b, respectivement. Soient L,(a) et L,(b) les rapports de
vraisemblance logarithmiques a priori correspondant a a et b, respectivement.

On montrera dans le Ch. 2 que
tanh (LeQ(C)) = tanh (Lc(ya) ;_ La(a)> tanh <Lc(yb) ;— La(b)) . (1.3.3)

ou L¢(c) représente le rapport de vraisemblance logarithmique correspondant a

c.

Nous considérons un code a deux dimensions ou les codes constitutifs ho-
rizontal et vertical sont simplement des codes de parité; et nous choisissons
ki = ko = 2. Un exemple de mot de code avec une réalisation des rapports
de vraisemblance logarithmiques du canal est donné par la Fig. 1.2. Notons que
les décisions fermes basées sur les seules observations du canal sont erronées pour
dg et d3.

Mot de code
di=1 d2=0 pi2=1
d3=0 da=1 p3s=1
p1=1 p2a=1

Rapports de vraisemblance
logarithmiques du canal

Le(yr)=-1.5 | Lc(y2)=-0.1 | Lc(y12)=-2.5
Le(y3)=-0.2 | Le(y4)=-0.3 | Le(ys4)=-2.0
Lc(y13)=-6.0 | Lc(y24)=-1.0

Fi1Gc. 1.2 — Exemple de mot de code.

Nous appliquons maintenant la procédure de décodage itératif décrite dans la
Sec. 1.2, en utilisant (1.3.3) afin de calculer les rapports de vraisemblance loga-
rithmiques pour les lignes et les colonnes. Les Tab. 1.1 a 1.8 montrent 1’évolution
de l'information extrinseque et des sorties pondérées mises a jour pour deux
itérations. Les rapports de vraisemblance logarithmiques sont calculés avec une

précision de 1071, Observons que les décisions fermes apres le premier décodage
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horizontal sont déja correctes, cependant les fiabilités associées sont tres faibles
pour ds et dy. Pour les étapes de décodage ultérieures, les décisions fermes restent

inchangées tandis que la confiance augmente.
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TAB. 1.1 — L.,(d) apres le premier décodage horizontal.

0.114
0.3 0.2

TAB. 1.2 — Sorties souples mises a jour apres le premier décodage horizontal.

-141] 1.3
0.1 | 0.1

TAB. 1.3 — L¢,(d) apres le premier décodage vertical.

—-0.1] 0.1
1.4 | —0.8

TAB. 1.4 — Sorties souples mises a jour apres le premier décodage vertical.

—15| 14
1.5 | —=0.9

TAB. 1.5 — L., (d) apres le second décodage horizontal.

0.0 1.5
1.0 -1.1

TAB. 1.6 — Sorties souples mises a jour apres le second décodage horizontal.

—-1.6| 1.5
22 | =22

TAB. 1.7 — L, (d) apres le second décodage vertical.

—0.8 | 0.8
1.5 | =0.8

TAB. 1.8 — Sorties souples mises a jour apres le second décodage vertical.

—23 | 22
23 | =22
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Chapitre 2

Ensembles de Codes et Décodage
Itératif

2.1 Capacité d’un Canal et Codage

Un systeme général de communication numérique est représenté par la Fig. 2.1.
Nous faisons I’hypothese standard que l’émetteur est constitué dune source
transmettant des messages de digits binaires i.i.d. (indépendamment et identique-
ment distribués) suivie d’un encodeur ajoutant des bits de redondance soigneu-
sement choisis au message. Le mot de code binaire résultant est alors transmis
sur un canal bruité. Ainsi qu’il a été montré par C.E. Shannon [2], la probabilité
d’erreur devient arbitrairement faible lorsque la taille du bloc tend vers I'infini,
seulement si le rendement de la transmission est inférieur a la capacité du ca-
nal. Au récepteur, un décodeur tente de trouver le message le plus vraisemblable
sachant les observations du canal. L’application du critere du mazimum de vrai-
semblance est optimal, mais le calcul de la vraisemblance pour chaque mot de
code a une forte complexité pour des tailles de mot de code élevées. Cependant,
des stratégies sous-optimales, telles que le décodage itératif, peuvent diminuer la

complexité de maniere significative tout en conservant de bonnes performances.

Source binaire » Encodeur » Canal » Décodeur - Drain

Fic. 2.1 — Modele de communication numérique.

2.2 Codes LDPC

21



2.2.1 Construction des Codes

Les codes LDPC (“low-density parity-check”) ont été introduits par Galla-
ger [3, 4] en tant qu’une classe de codes avec une probabilité d’erreur évanescente
lorsque la taille du bloc est infinie et une complexité de décodage raisonnable.
La construction de code initialement proposée par Gallager est ’ensemble des
codes LDPC réguliers de longueur n et défini par une matrice de parité H de
dimension (m x n), ou m représente le nombre de bits de parité. Pour les codes
LDPC réguliers, la matrice H contient d, (resp. d,) uns dans chaque ligne (resp.
colonne). Typiquement, d. et d, sont des entiers petits de telle sorte que H soit
clairsemée. Cet ensemble est généralement appelé ’ensemble des (n, d,, d.) codes
LDPC réguliers. Les positions des uns sont choisies au hasard et la séquence
binaire ¢ = (¢1,...,¢,) de longueur n est un mot de code si et seulement si
Hc?” = 0. Un code LDPC peut aussi étre représenté par son graphe bipartite
associé [5, 6] ou chaque bit dans le mot de code est représenté par un noeud de
variable ou “a gauche” et chaque équation de parité est représenté par un noeud
de parité ou “a droite” ; et une connexion relie un noeud de variable a un noeud
de parité si et seulement si le noeud de parité intervient dans I’équation de parité
correspondant au noeud de parité. Le nombre de connexions reliées a un noeud
est appelé le degré du noeud.

Récemment, cette construction a été étendue a I’ensemble des codes LDPC
irréguliers [12]. Le principe consiste a introduire des degrés de liberté dans le
graphe en attribuant des degrés variables aux noeuds a gauche et a droite. Le
graphe bipartite d’'un code LDPC particulier est illustré par la Fig. 2.2. Sup-
posons que d, (resp. d.) soit le degré maximum des noeuds de variable (resp.
parité), alors le polynéme de distribution des degrés A(z) = Y27, Nz~ (resp.
p(x) = Z?;Q pixi™1) spécifie la distribution des degrés des noeuds de variable
(resp. parité). Par définition \; (resp. p;) représente la fraction des connexions
dans le graphe reliées a des noeuds de variable (resp. parité) de degré i. L’en-
semble des (n, A, p) codes LDPC irréguliers correspond aux graphes avec n noeuds
de variable, des polynomes de distribution des degrés donnés par A et p et
des connexions choisies au hasard. Dans [7], on montre que le rendement du
code est alors r = 1 — fol p(z)dz/ fol A(z)dz. En particulier, si A(z) = 2%~ et
pla) = zd!

Cependant, pour les codes LDPC irréguliers, des degrés de liberté sont obtenus

, le code est regulier et il n’existe aucun parametre a optimiser.
en permettant aux polynomes A et p d’avoir plus d’une entrée non nulle. Ces

polynomes peuvent alors étre optimisés afin d’obtenir des performances proches

de la limite de Shannon.
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noeuds de variable

noeuds de parité

connexions

Fi1ac. 2.2 — Graphe bipartite d'un code LDPC irrégulier.

2.2.2 Propriétés en Terme de Distance des Codes LPDC

Réguliers

Nous introduisons tout d’abord la notion de spectre de distance. Soit N(I)
le nombre de mots de code de poids [, le spectre de distance est défini par
{N(l),l > 0}. Nous définissons aussi la fonction énumératrice de poids ou “weight

enumerating function” (WEF) donnée par

N(Z)=)_ NOZ'

>0

ou Z est une variable formelle. Cet outil est utile pour calculer des bornes relatives
a la probabilité d’erreur des mots de code P, pour le canal gaussien a entrée
binaire [24]

P, < N(2)|,-rey/no,
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ou r représente le rendement de codage et Ej,/Ny est le rapport énergie par bit
sur densité spectrale de puissance du bruit.

Le spectre de distance moyen de I’ensemble des codes LDPC réguliers, calculé
par Gallager [4], sert & montrer que les codes LDPC réguliers sont asymptoti-
quement bons et a évaluer des bornes relatives a la probabilité d’erreur pour un
décodage a vraisemblance maximale.

La construction de la matrice de parité H proposée par Gallager est la sui-
vante. Soit H; la matrice de parité couvrant les n noeuds de variable avec n/d.
equations de parité non-recouvrantes contenant d. uns consécutifs. L’exemple

suivant va clarifier la construction.

Exemple 2.2.1. Supposons que n =20 et d. = 4, il s’ensuit que,

11110000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OOO0O0O®O0O
60000111 10000O0O0O0O0O0O0O0OQO0
H=]100000000111100000000
060o0o0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OI1T1TT11O0QO0QO00¢O0
1 0000000O0O0O0OO0OO0OO0O0OO0OO0OT1T1T11]

L’ensemble des (n,d,,d.) codes LDPC réguliers est défini comme les codes

dont la matrice de parité est de la forme

, (2.2.1)

T, (H1)

ou 7;(.) est definie comme une permutation aléatoire des colonnes de Hy, i =
1,...,d,. Par construction, pour tous les codes appartenant a cet ensemble, le
nombre de noeuds de variable correspondant au graphe bipartite est n et le degré
des noeuds de variable (resp. parité) est d, (resp. d.). Notons que sans perte de
généralité 7 (.) peut étre choisie comme étant la permutation identité.

Etant donné la construction de 'ensemble décrite plus haut, soit Ni({) le
nombre de séquences de poids [ et de longueur n qui satisfont toutes les équations
de parité spécifiées par H;. L’énumérateur de poids d’un code de parité de lon-

gueur d,. est [4]
(14 Z)% + (1 — Z)%
5 .

Nous définissons gq,(s) = Aa.(Z = €°) et g, (s) = In gq.(s). Par construction, une

Aq (Z) =

séquence de poids [ qui satisfait H; est la concaténation de n/d. séquences non-

recouvrantes satisfaisant une équation de parité de longueur d.. L’énumérateur
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de poids de tout sous-code dont la matrice de parité est une permutation des

colonnes de H; est par conséquent donné par

N Nl = ga. ()", (2.2.2)
=0

oll nous avons utilisé le changement de variable Z = e°. La partie gauche de
(2.2.2) peut étre bornée inférieurement par N (I)e®! quels que soient s et [, de

sorte que
Ni(l) < exp (dﬁ,udc(s) — sl) . (2.2.3)

L’exposant dans (2.2.3) est minimal lorsque,
n
[ = d—ugc(s). (2.2.4)

Soit P(l) la probabilité qu'une séquence donnée de poids [ et de longueur n
satisfasse toutes les équations de parité dans H, i.e. les équations dans toutes les

matrices m;(Hy), i =1,...,d,, alors

Pl) = (N(;()l)> _ (7;)_ N (). (2.2.5)

Le nombre moyen de mots de code de poids [ dans I'ensemble des (n,d,, d.)

codes LDPC réguliers est donné par [4]

N(l) = (7;) P(l) = (7) _dv+1N1(l)d” < C(6,n) exp(—nB(8,dy, d,)), (2.2.6)

avec

C(6,n) = [2mnd(1 — 5)]dv2_1 exXp (%)

B(d,d,,d.) = (d, —1)H(0) — %,udc(s) + d,sd

g (8)
5 = :

H(5) = —61nd — (1 —8)In(1 — 6).

On peut montrer que pour d, > 2, B(9,d,,d.) = 0 a une solution unique dg
pour 0 < 0 < 1/2. De plus, B(d,d,,d.) > 0 pour 0 < § < &g et B(d,d,,d.) <0
pour dp < 6 < 1/2.

So0it dpp la distance minimum d’un code dans I'ensemble des (n, d,, d.) codes
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LDPC réguliers, alors [4]

Pdyin < 1) < g (:‘) P(l).

En utilisant (2.2.6), la borne supérieure suivante est obtenue

nd
P(dyin <1d) <Y C(5 =1/n,n)exp[-nB(6 = I/n,d,,d.)]. (2.2.7)

=1

Pour de grandes valeurs de n, le comportement de la somme dans (2.2.7) est
déterminé par le signe de B(d,d,,d,.), avec saut en 0 = dy. Cela signifie que
la plupart des codes dans I’ensemble ont une distance minimum proche de ou
supérieure a dgn, c’est pourquoi dg est appelé le rapport de distance minimum
typique. A rapport signal sur bruit élevé, le plancher d’erreur sur le canal a bruit
gaussien additif (AWGN) a entrée binaire peut étre exprimé comme le terme
dominant de la borne par réunion relative a la probabilité d’erreur binaire des

mots de code
P, 7 N(dpin)e "dminBs/No < (5, m)e o0 Ee/No, (2.2.8)

ou r est le rendement de codage et E,/Ny represente le rapport énergie par bit
sur densité spectrale de puissance du bruit. Donc le plancher d’erreur de presque
tous les codes dans ’ensemble peut étre rendu arbitrairement faible pourvu que
n soit suffisamment grand.

De plus, lorsque d,. tend vers I'infini, dy tend vers la borne de Gilbert-Varshamov
qui est le rapport de distance minimum typique de ’ensemble équiprobable des
codes [4].

Exemple 2.2.2. Le Tab. 2.1 donne des valeurs numériques de dq pour des codes

LDPC réguliers de rendement 1/2. Lorsque d. devient grand &y est proche de

TaB. 2.1 — Rapport de distance minimum typique de codes LDPC réguliers de
rendement 1/2.

dy, | d. do

5 | 10 || 0.0843
6 | 12 || 0.0956
8 | 16 || 0.1052
15| 30 || 0.1099

0.11, la borne de Gilbert-Varshamouv.
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2.2.3 Deécodage Itératif des Codes LDPC

Sauf mention expresse du contraire, ’algorithme de décodage itératif et son
analyse seront présentés uniquement pour les (n,d,,d.) codes LDPC réguliers.
La généralisation aux codes LDPC irréguliers est immédiate et peut étre trouvée
dans [7]. Puisque le décodage au sens du maximum de vraisemblance est optimal
mais irréalisable en pratique, Gallager introduisit un algorithme de décodage
itératif sous-optimal avec un nombre constant d’opérations par bit pour les
codes LDPC [3]. Ce décodage a faible complexité a été revisité récemment par
McKay [8], Kschischang et al [9] et Richardson et Urbanke [6] dans le contexte de
la théorie des graphes. Nous définissons un cycle de longueur L dans un graphe
bipartite (voir Fig. 2.2) comme un chemin reliant un noeud & lui méme par
I'intermédiaire de L connexions.

Le décodage itératif des codes LDPC consiste en un algorithme a passage de
messages mettant a jour itérativement le rapport de vraisemblance des noeuds
dans le graphe bipartite. Le principe général de ’algorithme est le suivant : a
chaque itération, tous les messages sont supposés statistiquement indépendants.
Cette hypothese est raisonnable parce que la matrice de parité est clairsemée.
C’est pourquoi, ainsi qu’il a été expliqué dans [9], les dépendances dues a ’exis-
tence de cycles peuvent étre ignorées sans dégradation significative des perfor-
mances de décodage.

Le message envoyé par un noeud sur une connection e est le rapport de
vraisemblance de ce noeud, sachant les rapports de vraisemblance provenant de
toutes les connexions incidentes, excepté e. Cette restriction est introduite pour
éviter de fortes dépendances entre les messages échangés d’une itération a la
suivante. La Fig. 2.3 a) illustre le message v envoyé par un noeud de variable a

un noeud de parité, et est donné par

v =1ugy+ Z u;, (2.2.9)

ol ug est le rapport de vraisemblance en sortie du canal correspondant a ce noeud
de variable. La Fig. 2.3 b) illustre le message u envoyé par un noeud de parité a

un noeud de variable, et est donné par la “régle de la tanh” [6]

de—1

tanh <g> - 11 tanh (%) (2.2.10)

Une démonstration précise de la “regle de la tanh” sera présentée dans la Sec. 2.3.3.

Les équations (2.2.9) et (2.2.10) constituent une itération de décodage et chaque
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noeud de variable est initialisé par le rapport de vraisemblance en sortie du ca-
nal wug, puisqu’a la premiere itération chaque noeud de parité est de maniere

équiprobable un 0 ou un 1.

Ui Vi

u2 V2

Udv-1 Vdc-1

(a) (b)

F1G. 2.3 — Passage de message a) d'un noeud de variable a un noeud de parité
b) d’un noeud de parité & un noeud de variable.

2.2.4 Analyse du décodage Itératif des Codes LPDC

Une analyse exacte de cette méthode de décodage est connue sous le nom
d’“évolution de densité” ou “density evolution” [6, 7]. Le raisonnement sous-
jacent a I'idée d’évolution de densité est que pour des codes de grande longueur,
un “théoréme de concentration” ou ”concentration theorem” [6] garantit que la
performance d’un graphe particulier choisi au hasard peut étre assimilée a la
performance du graphe sans cycle correspondant, i.e. les messages échangés a
chaque itération sont des variables aléatoires i.i.d. Soient p,,(x), p,(x) et p,(z)
la densité de probabilité des messages ug, v et u, respectivement. Ces densitées
existent puisquent les messages des noeuds de variable et de parité sont identi-
quement distribués pour une itération donnée [. Soit F(.) I'opérateur transformée

de Fourier, il découle immédiatement de (2.2.9) que

po(@) = F 1 [F(puy () F (pu(a)) '] (2.2.11)

De méme, en se servant de (2.2.10), p,(x) peut étre obtenu sous forme analytique
en fonction p,(x) [6]. La définition de I'évolution de densité est le calcul des
densités de probabilité des messages des noeuds de variable et de parité pour les

itérations successives.
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L’évolution de densité est utile pour montrer que les codes LPDC présentent
un effet de seuil intéressant. Par exemple, considérons le canal gaussien a entrée
binaire avec un écart-type du bruit o et soit P!(o) la fraction des messages
issus des noeuds de variable conduisant a des décisions binaires erronées. On
peut démontrer I'existence d'un seuil o* = sup {o > 0 : limy_ ;o P!(c) = 0} [6].
Le Tab. 2.2. donne la valeur des seuils pour quelques codes LDPC réguliers de
rendement 1/2; la valeur de o correspondant a la capacité est o, = 0.979.

De plus, I'évolution de densité appliquée aux codes LDPC irréguliers permet

TAB. 2.2 — Seuils de codes LDPC réguliers de rendement 1/2.

dy, | d. || o*
3|16 ||0.88
4 | 8 ]| 0.83
5 |10 || 0.79

d’optimiser les polynomes de distribution des degrés A et p de maniere a obtenir
une valeur du seuil o* proche de la capacité [7, 10]. Des résultats similaires pour

le canal binaire symétrique (CBS) ont été présentés dans [11].

2.3 Codes Concatenatés (CC)

2.3.1 Construction des Codes

Les codes concaténés ont été introduits en premier par Elias [13] et For-
ney [14] en tant qu'une classe de codes puissants avec un pouvoir de correction
élevé. Une complexité de décodage faible était atteinte grace a un algorithme de
décodage séquentiel des codes constitutifs a entrées/sorties fermes. L’introduc-
tion du turbo-décodage, qui consiste en un décodage itératif des codes constitutifs
a entrées/sorties souples ou “soft-input/soft-output” (SISO), suivi d'un échange
d’information extrinséque [15]-[17], a montré par la suite que des performances
de décodage proches de la limite de Shannon peuvent étre atteintes a 'aide de
CC.

Par simplicité, nous nous restreindrons a des CC faisant intervenir des codes
en bloc systématiques séparés par un entrelaceur. En particulier, si des codes
convolutifs sont utilisés, nous supposerons que leur treillis est terminé, ce qui
signifie que ’encodeur est ramené a I'état tout-zéro. Soient k, I et R le nombre
de bits informatifs, la taille de I'entrelaceur et le rendement de codage du CC,

respectivement.
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P Premier code —
MUX >

> Entrelaceur P Second code o

aléatoire

@

- COdE EXtErNE  mu—j Entrelaceur =l Code interne -

aléatoire

(b)

| COdE €N ligNE ] Entrelaceur — Code en >

matriciel colonne

(©)

F1G. 2.4 — Codes concatenés : (a) PCC, (b) SCC, (c) PC.

Les codes concaténés en parallele ou “parallel concatenated codes” (PCC) [19]
sont décrits par la Fig. 2.4(a). Les k bits informatifs sont permutés par un en-
trelaceur aléatoire, ensuite les bits entrelacés et non-entrelacés sont fournis au
premier et au second encodeur, respectivement. Le mot de code final est formé en
multiplexant les bits informatifs avec les bits redondants émanant des encodeurs.
Soient R; et Ry le rendement des codes constitutifs d'un PCC. En négligeant

I'effet de la terminaison du treillis si un code convolutif est utilisé, on obtient

1
R:L+L_1
Ry Ro

I =F.

Les codes concaténés en série ou “serially concatenated codes” (SCC) [21]
sont décrits par la Fig. 2.4(b). Un code externe ou “outer code” ajoute de la
redondance aux k bits informatifs et le mot de code résultant est permuté par
un entrelaceur aléatoire. Le code interne ou “inner code” utilise la sortie de
I’entrelaceur comme bits d’information et ajoute sa propre redondance. Le mot
de code final est formé par la sortie de I'encodeur interne. Soient R; et R, le

rendement des codes interne et externe, respectivement. En négligeant 'effet de
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la terminaison du treillis si un code convolutif est utilisé, on obtient

R=R; xR,
k

I=—.
R,

Les codes produits ou “product codes” (PC) [13] sont décrits par la Fig. 2.4(c).
Le code en ligne (resp. en colonne) est un code en bloc de type (ng, kgr) (resp.
(nc, ke)). les k bits informatifs sont placés dans un tableau de ko lignes and
kg colonnes. Puis, les n¢ lignes (resp. ng colonnes) sont encodées en utilisant le
code en ligne (resp. en colonne). Soient Rg et R le rendement du code en ligne

et en colonne d'un PC, respectivement ; nous obtenons

R = Rgr x R¢

I =np xXnec.

Notons qu’il n’y a pas de différence entre SCC et PC, a part le fait que ’entre-

laceur aléatoire est remplacé par un entrelaceur matriciel.

2.3.2 Propriétés en Terme de Distance des Codes Conca-

tenatés

Comme pour les codes LDPC, la distribution moyenne des distances est utile
pour comprendre les performances asymptotiques des codes concaténés.

Par simplicité, nous faisons I’hypothese standard qu'un PCC est formé de
deux code constitutifs identiques, dont la “fonction énumératrice des poids
d’entrée/redondance” ou “input-redundancy weight enumerating function” (IR-

WEF) [19] est
AW H) =Y Ay WUH =Y WUA,(H),

ou A, représente le nombre de mots de code avec un poids informatif w ainsi
qu'un poids redondant h, et A, (H) est la “fonction énumératrice de poids condi-
tionnelle” ou “conditional weight enumerating function” (CWEF) correspondant
aux séquences informatives de poids w. Les CWEF et IRWEF moyens d’'un PCC

sont obtenus comme suit [19]

Ay(H)?
()
APCC(W, H) = WA (H).

w

APCC(H) = w=0,...,1
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En appliquant la borne par réunion, la probabilité d’erreur binaire P, avec
décodage a vraisemblance maximale sur un canal gaussien a entrée binaire peut

étre majorée par [19]

pPCC
p, < WOATCC(W, H)
I~ aw

W:H:e*REb/NO

Pour mieux comprendre U'influence des parametres I et Eb/Ny, cette expression

peut étre réécrite comme suit

P, < Z C, 1D g = dREb/No. (2.3.12)
d

ou d représente le poids des mots de code, Cy est une constante et «(d) est
I’exposant de la taille de ’entrelaceur. Donc la contribution de chaque mot de
code de poids d dans la somme décroit exponentiellement avec Eb/Ny et son
comportement en fonction de la taille de I'entrelaceur dépend du signe et de
la valeur absolue de l'exposant «(d). Le terme dominant, & rapport signal sur
bruit modéré et pour une taille d’entrelaceur élevée, correspond a la valeur de
d pour laquelle a(d) est maximum. En particulier, pour des PCC utilisant des
codes convolutifs récursifs systématiques ou “recursive systematic convolutional
codes” (RSC), il a été démontré que le terme dominant est [20]
P, < BI-tem o (B tiat?),

ol d§72 est le plus petit poids des parités en sortie du jeme code constitutif
provenant de séquences informatives de poids 2, et § est une constante. Par
conséquent, defy = Z?Zl d§’2 + 2 est appelé la distance minimum effective et I~}
le gain d’entrelacement.

Le méme raisonement s’applique aux SCC. Définissons la “fonction énumératrice
de poids d’entrée/sortie” ou “input-output weight enumerating function” (10-

WEF) des codes interne et externe par
AW, L) => ") A, woL!
w l
A(L,D)=> "> A} ,L'D".
I d

A, représente le nombre de mots de code de poids informatif w et de poids
total I dans le code externe, et Aj,; représente le nombre de mots de code de

poids informatif [ et de poids total d dans le code interne. L’IOWEF moyen
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ASCC(W, D) d'un SCC est donné par [21]

I o 7
Av x Al

ASCC — Z (f)

ASC(W, D) ZZAigCWWDd,

ol Afuilc est le nombre moyen de mots de code de poids informatif w et de poids
total d dans le SCC. En appliquant la borne par réunion, la probabilité d’erreur
binaire P, avec décodage a vraisemblance maximale sur le canal gaussien a entrée
binaire peut étre majorée par [21]

P < 10A4%°“(W, D)
k ow

W=1,D=e—FEb/No

Si les codes constitutifs sont de type RSC, cette expression a la méme forme
que (2.3.12). Soient d° et d;; la distance minimum du code externe et le poids
minimum des mots de code générés par des séquences informatives de poids 2
dans le code interne Si d° est pair (resp. impair) le gain d’entrelacement vaut

do—3)di

o dodi
% (resp I~27) et la distance minimum effective vaut —2L (resp. (#e” +

hﬁi’, ou hm est le poids minimum des mots de code générés par des séquences
informatives de poids 3 dans le code interne) [21].

Il découle de la discusion précédente qu'une optimisation du gain d’entrela-
cement et de la distance minimum effective en choisissant des codes constitutifs
convenables, constitue un critere approprié pour concevoir des PCC et des SCC.
Des gains de performance supplémentaires peuvent étre obtenus en concevant
soigneusement 'entrelaceur [22, 23].

Pour un PC, la distance minimum est le produit des distances minimum
des codes constitutifs [13]. Par conséquent, 'optimisation d’'un PC se réduit au
choix de codes constitutifs avec une distance minimum élevée. Par construction,

I’entrelaceur est un entrelaceur matriciel et par conséquent ne peut pas étre

optimisé.

2.3.3 Décodage Itératif des Codes Concatenés

Soit u = (uq,...,u) une séquence informative binaire. Comme nous nous
restreignons a deux codes constitutifs, nous pouvons noter ¢; = (¢11,...,C1n,)
et ¢ = (€1, ..., C2n,) les mots de code résultant de I’encodage de u par les codes

constitutifs, sans se soucier du fait de savoir si le CC est un PCC, un SCC ou

un PC. Sans perte de généralité, posons que c; correspond au premier code, au
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code externe et au code ligne pour un PCC, un SCC et un PC, respectivement.
Alors, ¢y correspond au second code, au code interne et au code en colonne
pour un PCC, un SCC et un PC, respectivement. Définissons la sortie d’un
canal bruité sans mémoire correspondant a ¢y et ¢a par y; = (Y11, -, Y1) €t
Y2 = (Y21, - - -, Y2.n, ), Tespectivement. Si le canal délivre des sorties binaires (resp.
analogiques), nous dirons que y; et y constitutent des observations dures (resp.
souples) en provenance du canal. Sauf mention expresse du contraire, nous sup-
poserons que des observations souples en provenance du canal sont disponibles.
Le décodeur optimal calcule des rapports de vraisemblance logarithmiques au

sens du mazimum a posteriori (MAP) comme suit [24]

P(ul - O|y17y2) —In Zu:ui:O P(u|y17y2)

L i=1
P(ul = 1|Y17Y2) Zu:uiZI P(u|YI7y2)

L;=1n ok

Il est clair que ce décodeur admet des entrées souples en provenance du canal
et produit des sorties souples dont le signe et la valeur absolue déterminent
respectivement la décision ferme et la fiabilité de cette décision. Les décodeurs
vérifiant cette propriété sont appelés des décodeurs a entrée/sortie souple ou
“soft-input /soft-output (SISO) decoders”. En appliquant le théoréeme de Bayes,
on obtient

. 1 P(y1,y2|u)P(u
Lizan“-“l*O (y1, y2[u) P(w) i=1,.. k.

Zu:ui:1 P(y1,y2lu)P(u)’

Malheureusement, le décodeur optimal est trop complexe en pratique. Une

alternative sous-optimale efficace, connue sous le nom de turbo décodage ou
décodage itératif, a été introduite par Berrou [16] et consiste en un décodage
séquentiel de type SISO des codes constitutifs.

Tout d’abord, considérons un décodage MAP de cq, sachant les observations
du canal y; et I'information a priori P(cy), et appelons SISO1 le décodeur SISO
correspondant. SISO1 calcule le vecteur de rapports de vraisemblance logarith-

miques Ly = (L11,..., L1,,), avec

P(Cl,i = 0|}’1) —In chzclﬂ-:o P(y1|C1)P(c1)

L i = In )
" P(eri = 1ly1) D crienim1 Pyiler)Per)

1= ]_, e, N,
Etant donné que les observations du canal sont i.i.d.

P(yiler) HP yilery)

P(ya|ea) HP Ya,5lc2,)-
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Supposons que l'information a priori disponible soit aussi i.i.d., alors

P(cy) = [ Plery)

J

P(cy) = [ [ Ple2y)-

J

(2.3.13)

Comme nous allons le voir, selon le type de CC considéré (PCC, SCC ou PC),
le nombre de termes dans les produits apparaissant dans ’'Eq. (2.3.13) n’est pas

le méme. Il s’ensuit immédiatement que

o1 D ererseo L1 Py jleny) I Pleny)
15 — n )
> crienamt Lo Pyrsleng) I Plewy)

Déﬁnissons Zl = (Z171, ey Zl,n1)7 A1 = (Al,lv Ce ,Alml) et El = (El,lv Ce >E1,n1)

comme le vecteur d’information du canal, a priori et extrinseque, respectivement,

7;:1,...,7’1,1.

avec
P |Gl —
Zy; = (yl 1 0)
P(y |Cl,7,: )
A= P(Cl’z 0)
’ P(Clﬂ—l)
Ci1:C1 4= | 1 yz'ca' ’chv
Eu:lnz i OHJ;A ( 1]’ 1J)Hﬁs ( 11) i=1,....n

D ererimt Lz Pynjleng) I Pleis)’

Les rapports de vraisemblance logarithmiques a posteriori correspondant au

décodage de c; peuvent étre réécrits comme suit
Ll,i = ZL@'—FALZ'—FEL%', 1= 1,...,711.

De méme, pour l'autre décodeur appelé SISO2, definissons Zy = (Za1, ..., Zap, ),
Ay = (Asy,. .., Asp,) et Eo = (Eaq,..., Ey,,) comme le vecteur d’information

du canal, a priori et extrinseque, respectivement, avec

Z P(y |C2Z_O)
24 =
P(y |C2z—1)
Ay = P(cm 0)
’ P(Cgﬂ—l)
i 2 P(ya2,5]ca,j . Plca
Fy; =1 Z o 2,1_0H3¢ ( 2J| 2])1_[]75 ( 2]) i=1.... .

I ,
’ D cviensmt Lz P(y2lc2,5) [ Plezyy)

Les rapports de vraisemblance logarithmiques a posteriori correspondant au
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décodage de cy peuvent étre rééerits comme suit
Lyi =25, +As; + Es;, t=1,...,n.

Le décodeur itératif complet est décrit par la Fig. 2.5. Un entrelaceur P et
un désentrelaceur P~ sont nécéssaires pour réordonner les rapports de vrai-

semblance logarithmiques extrinseques apres chaque décodage constitutif. Le

P—l

Al El A2 E2
P
SISO1 SISO2

Fia. 2.5 — Schéma bloc du décodage itératif d’'un CC.

Y
Y

décodage itératif d'un CC consiste en un algorithme a passage de messages,
mettant a jour de maniere itérative les rapports de vraisemblance logarithmiques
des bits de chaque code constitutif. Les messages recus par un décodeur en prove-
nance de 'autre décodeur sont utilisés en tant qu’information a priori. Le principe
général de I'algorithme est le suivant : a chaque itération, les messages recus par
un décodeur sont supposés statistiquement indépendants. Cette hypothese est
raisonnable lorsque la taille de I'entrelaceur est grande. Alors, les dépendances
dues a la corrélation résiduelle entre les messages peuvent étre ignorées sans
dégradation catastrophique des performances de décodage. Donc 1'Eq. (2.3.13)
est justifiée. Ce décodage est réalisé itérativement en utilisant séquentiellement
les décodeurs SISO1 et SISO2. SISO1 utilise les observations en provenance du
canal Z; et l'information a priori A; sous la forme de rapports de vraisem-
blance logarithmiques, afin de générer les rapports de vraisemblance logarith-
miques bit a bit a posteriori Ly. L’information eztrinseque est alors définie par
E, =L; —7Z; — A,. Apres entrelacement, E; est utilisé en tant qu’information a
priori As en conjonction avec Zs par SISO2 afin de générer les rapports de vrai-
semblance logarithmiques bit a bit a posteriori Ly. L’information extrinséque est
alors définie par Eo = Ly — Zy — A, et est uilisé en tant qu’information a priori
par SISO1 apres désentrelacement. Les rapports de vraisemblance logarithmiques
a priori sont initialisés a zéro puisque tant qu’aucun décodage n’a eu lieu, chaque
bit est a priori de maniere équiprobable un 0 ou un 1. Notons que les messages
échangés dans le décodeur contiennent seulement le terme eztrinseque. Cette

restriction est introduite afin d’éviter de fortes dépendances entre les messages
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échangés d’une itération a l'autre.

Il n’existe que des différences minimes entre le décodage itératif d'un PCC,
d'un SCC et d’'un PC. Ainsi que nous 'avons déja mentionné, ces différences
influencent seulement le terme a priori. Pour un PCC, les codes constitutifs
n’ont que les bits informatifs en commun, c¢’est pourquoi les décodeurs ne peuvent
utiliser d’information a priori que pour ces bits. Dans le cas d’'un SCC, I'encodeur
interne encode a la fois les bits d’information et les bits redondants générés par le
code externe. C’est pourquoi de I'information a priori est disponible a la fois pour
les bits informatifs et les bits redondants a ’entrée du SISO externe, tandis que
de 'information a prior: n’est disponible que pour les bits informatifs a 1’entrée
du SISO interne [21]. De méme, pour un PC, puisque par construction toutes les
lignes et colonnes sont des mots de code, de I'information a prior: est disponible
a la fois pour les bits informatifs et les bits redondants a I'entrée des SISO en

ligne et en colonne [18].

Exemple 2.3.1. En guise d’exemple, nous présentons le calcul di a Gallager,

de linformation extrinseque pour un code de parité de longueur d..

Lemme 2.3.2. Nous commengons par un lemme de Gallager [3]. Considérons
une séquence de n digits binaires indépendants dans laquelle le 1eme digit est un
0 avec une probabilité p{ et un 1 avec une probabilité p}. Alors, la probabilité

qu’un nombre pair de digits soient a 1 vaut

L4+ TT, () — p;)
2 M

et la probabilité qu’un nombre impair de digits sotent a 1 vaut

1—TT2, () — p;)
2 .

Démonstration. Considérons la fonction

n

F@&) =T+ piv).

i=1

Observons que le coefficient de ¢/ dans le dévloppement en série de f(t) est la
probabilité qu’il y ait j uns. La fonction f(—t) est identique, excepté que toutes
les puissances impaires de ¢t sont négatives. C’est pourquoi W‘z‘:l (resp.
Whﬂ) represente la probabilité qu'un nombre pair (resp. impair) de digits

soient a 1. O
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Lemme 2.3.3. Maintenant, nous introduisons un autre résultat intéressant di

a Richardson et Urbanke [6]. Si m est le rapport de vraisemblance logarithmique

In 5—(1), alors il s’ensuit que p® — p! = tanh (%) Réciproquement, si ¢ = p° — p!,
1+q

0
alors In & = In 4.
P 1—q

La démonstration proceéde de manipulation algébriques simples.

Soit ¢ un mot de code quelconque d’un code de parité de longueur d., définissons
les probabilités a priori p? = P(c; = Oly;) et pi = P(c; = 1|y;), pouri=1,...,d,.

Par définition, le rapport de vraisemblance logarithmique extrinseque bit a bit

Zc:cizo Hy;él P(leyj)
Zc:cizl Hj;éi P(leyj) 7

Nous rappelons que dans le contexte des codes LDPC, la notation u; désigne le

s’écrit

u; = In i1=1,...,d.

message envoyé par un noeud de parité, tandis que dans le contexte des CC, u;
désigne le iéme bit dinformation. Il est clair que le numérateur est la probabilité
qu’un nombre pair de digits soient a un, sachant que c; = 0 et que le dénominateur
est la probabilité qu’un nombre impair de digits soient a un, sachant que c¢; = 1,
donc par le lemme 2.3.2, le rapport de vraisemblance logarithmique extrinseque

est équivalent a,

L+ Hj;éi(p? - pgl)
1 - Hj;éi(p? - p})’

u; = In 1=1,...,d..

0
En définissant les rapports de vraisemblance logarithmiques a priori par v; = In %

pouri=1,...,d., le lemme 2.3.3 conduit a la dénomée “régle de la tanh” de la

Sec. 2.2.3
Wiy _ Yj —
tanh <§> = E[tanh <§) , t=1,...,d..
JF#i

La “réegle de la tanh” des codes de parité est le seul exemple bien connu o l’infor-
mation extrinseque admet une expression analytique. En général ce n’est pas le
cas et I'information extrinseque doit étre calculée numériquement en soustrayant
explicitement les rapports de vraisemblance logarithmiques a priori et du canal
aux rapports de vraisemblance logarithmiques a posteriori. La section suivante

pésente des algorithmes SISO efficaces pour réaliser ceci.

2.4 Algorithmes de Décodage SISO pour les CC

L’objectif de cette section est de présenter des algorithmes SISO pratiques
calculant des rapports de vraisemblance logarithmiques bit a bit au sens du MAP

ou des approximations convenables. Presque tous les CC peuvent étre décodés
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itérativement en utilisant I'un des algorithmes présentés.

2.4.1 Algorithme BCJR

L’algorithme BCJR, nommé d’apres ses auteurs [25], permet un calcul exact
de rapports de vraisemblance logarithmiques symbole par symbole au sens du
MAP pour une chaine de Markov discrete. Des applications de I'algorithme BCJR
au décodage itératif ont été initialement proposées dans [16] et discutées plus tard
dans de nombreuses publications [26]-[35]. Nous allons présenter i¢i 1'approche
proposée initialement par Bahl et al [25].

Considérons une chaine de Markov dont les M états sont indexés par m =
0,1,...,M — 1. L’état de la chaine de Markov a l'instant ¢ est désigné par
S; et sa sortie par X;. Une séquence d’états de l'instant ¢ a t' est désignée
par Sf = S, Sti1,...,5y et les symboles de sortie correspondants par Xf =
X, X1, oo, Xy

Les probabilités de transition sont données par
pe(m|m’) = P(S; = m|S;_1 = m/)
et les probabilités de sortie par
@(X|m,m'") = P(X; = X|S; =m, S;_1 =m').

La chaine de Markov débute a 1’état initial So = 0, produit la séquence de
symboles de sortie X] et termine dans I’état final S, = 0. La séquence X7 est
envoyée sur un canal sans mémoire dont la sortie bruitée est Y7 =Y, Ys, ..., Y,

Les probabilités de transition du canal R(-|-) vérifient

t
PYiIXy) = [[rY;1X)), t=1,....7

J=1

Selon 'application, nous aurons besoin des probabilités a posteriori des états
P(Sy =m|Y]) = P(5, = m, Y7)/P(Y7)
ou des transitions

P(S;1=m/,S; =m|Y])=P(S;.1=m', S, =m,Y])/P(Y]).
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Par commodité, nous introduisons les probabilités conjointes

)\t(m) = P(St =1m, YI)
o(m,m') = P(S;_;=m',S;=m,Y]).

Exemple 2.4.1. Un code convolutif peut étre considéré comme une chaine de
Markov avec M = 2 états, ou v représente la taille du registre a décalage de
I’encodeur. Le code convolutif récursif systématique a 4 états dont les polynomes
générateurs sont go(D) = 1+ D + D? et g1(D) = 1+ D? est illustré par la
Fig. 2.6. En représentant go(D) en octal par 7 et g1(D) par 5, ce code est noté
(1,5/7). La représentation en chaine de Markov de ce code est donnée par le
diagramme de transition d’états de la Fig. 2.7, ou chaque transition entre les
états est annotée par le bit d’information suivi du bit de parité correspondant.
Dans la représentation en treillis illustré par la Fig. 2.8, les états sont représentés
par des noeuds et les transitions valides par des branches annotées par les sorties

correspondantes.

\

-
N

LN
N

F1G. 2.6 — Schéma bloc du code convolutif (1,5/7).

Par commodité, nous définissons les probabilités suivantes

ai(m) = P(S;=m,Y})
Bi(m) = P(Y],|S;=m)
Vt(m/am) = P(St = m7}/t|St—1 — m/)

Appliquons le théoreme de Bayes

Ai(m) = ay(m)By(m)

or(m’,m) = a1 (m')ye(m', m) Be(m).
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0/0

1/0

F1G. 2.7 — Diagramme d’état du code convolutif (1,5/7).

Une détermination récursive de a;(m) et 5;(m) est obtenue en exploitant la

représentation en treillis [25]. Pour t = 1,2,...,7

Zatl m')y(m',m),

avec l'initialisation

De méme, pourt =1,2,...,7—1

Z Bry1(m %+1(m m )

avec la condition aux limites

8.(0) =1
B(m) =0, m#0.

Ensuite, par le théoreme de Bayes, la métrique de branche ~,(m',m) est de
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F1G. 2.8 — Représentation en treillis du code convolutif (1,5/7).

la forme

Ye(m',m) = ZP(St =m|S;_1 = m)P(YV| X)P(X; = X|S;_1 =m/, Sy = m)
X

=" pilmlm)au (X|m',m)R(Y;, X),

ou py(m|m’) représente la probabilité a priori d’une transition de 'état m’ vers
I'état m a U'instant ¢, ¢;(X|m/, m) vaut un si la transition est valide et zéro sinon,
finalement, R(Y;, X) est la probabilité de transition du canal.

Il est maintenant évident d’appliquer cet algorithme au calcul du rapport de
vraisemblance logarithmique a posterior: d'un digit x; présent a 'instant ¢. Soient
B§°) et B,fl) I’ensemble des branches dans le treillis a l'instant ¢ correspondant
a x; = 0 et x; = 1, respectivement. Le rapport de vraisemblance logarithmique
désiré est obtenu en calculant des probabilités marginales sur toutes les transi-

tions )
Pla: = 0[Y]) _ | Lmmyen® o' m)
= in

P(xt = HY'{) N Z(m,m’)eBt(l) at(m’, m)

Notons que 'algorithme BCJR peut aussi étre appliqué au décodage SISO des

In

codes en bloc. Ceci est di au fait que tout code en bloc admet une représentation
en treillis [36]-[38]. Cependant, la complexité de cette approche est en général trop
grande pour des applications pratiques.

Nous pouvons maintenant résumer les opérations d’un décodeur de type
BCJR

1. Précalculer les métriques de branche ~;(m’, m) a partir des observations a

priori et du canal.

2. Calcul récursif ascendant des métriques de branche a;(m).
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3. Calcul récursif descendant des métriques de branche (3;(m).

4. Calcul des rapports de vraisemblance logarithmiques a posteriori bit a bit
par le calcul de probabilités marginales sur toutes les transitions dans la

représentation en treillis du code.

2.4.2 Algorithme SOVA

L’algorithme de Viterbi a sorties pondérées ou “soft-output Viterbi algo-
rithm” (SOVA) calcule de bonnes approximations des rapports de vraisemblance
logarithmiques bit a bit lorsqu’une représentation en treillis efficace d’un code
est disponible. L’idée générale consiste a modifier I'algorithme de Viterbi clas-
sique [39] en associant a chaque décision ferme la fiabilité de cette décision [40]-
[43]. Comparé a ’algorithme BCJR, 'algorithme SOVA produit des sorties pondérées
avec une complexité plus faible et une dégradation acceptable des performances
en terme de taux d’erreur binaire. Nous utiliserons les mémes hypotheses et no-
tations que dans la Sec. 2.4.1.

Chaque chemin dans le treillis, representé par une suite d’états ST débutant
en Sy = 0 et finissant en S, = 0, correspond a un unique mot de code X7. Puisque
le canal est sans mémoire, il est utile de considérer pour chaque transition dans
le treillis a I'instant ¢

- la métrique de branche ~,(m',m) = In P(S; = m, ;| S;—1 = m’)

- la métrique d’état cumulée M;(m) = maxx: In P(X{|Y]), ol la maximisa-

tion porte sur tous les chemins dans le treillis finissant a I’état m a l'instant
t.
Par rapport a l'algorithme BCJR, la métrique de branche est la méme et la
métrique d’état cumulée est similaire a «;(m). Cependant, tous les chemins dans
le treillis finissant a ’état m a l'instant ¢ sont pris en considération pour le calcul
de ay(m), tandis que seulement le chemin a vraisemblance maximale est retenu
dans le calcul de M;(m).

L’idée de base de I'algorithme de Viterbi est de réaliser le calcul de M;(m)

de maniere récursive en éliminant a chaque noeud du treillis le chemin incident

ayant la log-vraisemblance la plus faible
Mt(m) = %X{Mt—l(m/) + %(m,> m)}v

avec l'initialisation

My(0) = 0
My(m) = —oo, m #0.
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La méthode découle simplement du fait que les log-vraisemblances sont additives
sur un canal sans mémoire. Chaque noeud dans le treillis retient aussi laquelle
des branches incidentes correspond au chemin survivant. Si chaque état a deux
branches incidentes, comme c’est le cas pour les codes convolutifs binaires, le

SOVA stocke en sus la fiabilité de la décision prise en chaque noeud du treillis
Ay(m) = max{ M1 (m) +v(m',m)} — min{M,_1(m') + 3 (m’,m)} > 0.

Une fois que cette procédure est executée pour tous les indices temporels ¢ =
0,...,7, I'algorithme de Viterbi classique trouve le mot de code a vraisemblable
maximale X{ en remontant la séquence des états les plus vraisemblables S{ en
commencant a S, = 0.

En définissant la métrique d’'un mot de code X7] par
M(X7) = In P(XT]YT),

nous avons

M(X7) = M(0).

Le SOVA complete les opérations réalisées par 1'algorithme de Viterbi classique
en calculant des sorties pondérées de la maniere suivante. En supposant que nous
devons calculer le rapport de vraisemblance logarithmique dun digit x; présent

a U'instant ¢

Pz, =0]Y]) . ZXM:O eM(XT)

LY )=In—"——++% = —.
(2l Y1) P(z, = 1|YT]) ZX{:xtzl eM(X7)

(2.4.14)

Typiquement, un terme domine la somme au numérateur et au dénominateur
de (2.4.14). C’est pourquoi, une bonne approximation est obtenue aux rapports
signal sur bruit modérés a élevés en utilisant

L(z|Y]) =~ max M(X])— max M(XT]). (2.4.15)

XT:2,=0 XT:zp=1

Les maximisations dans (2.4.15) font intervenir le mot de code a vraisemblance
maximale et le mot de code concurrent, qui correspond au mot de code de plus
grande métrique tel que ce mot de code soit en désaccord avec le mot de code a
vraisemblance maximale a propos de la valeur du digit x;. Il est évident que le
mot de code a vraisemblance maximale impose le signe de L(x|Y7]) dans (2.4.15)
et par conséquent la valeur de la décision ferme z;. Avec une forte probabilité,

le mot de code concurrent est I'un des chemins éliminés qui rejoint en quelque
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point le chemin a vraisemblance maximale. Il s’ensuit que

L(z[YT) = (1 — 2d;) min A(S,),
SieE
ou F est le sous-ensemble de {S’t,t = 0,...,7} contenant les états en lesquels
un chemin vérifiant x; # Z; rejoint le chemin a vraisemblance maximale. Cette
situation est illustrée par la Fig. 2.9 ou le chemin a vraisemblance maximale est
le chemin tout-zéro et un chemin concurrent rejoint le chemin a vraisemblance
maximale a 'instant . Le code est le méme que celui déja utilisé dans I'Ex. 2.4.1.
Les transitions de poids informatif zéro et un sont représentées par des lignes
continues et en pointillé, respectivement. Supposons que nous voulions calculer
le rapport de vraisemblance logarithmique du bit informatif a l'instant ¢ — 4,
alors S; = 0 fait partie de E et le chemin concurrent est en désaccord en ce qui
concerne la valeur de ce bit. Cependant, si nous voulions calculer le rapport de
vraisemblance logarithmique du bit informatif a 'instant ¢ — 2, alors S, =0 ne
fait pas partie de E. Dans la pratique, pour savoir si un état fait partie de F

ou non, il est nécéssaire de remonter la suite des états correspondant au chemin

concurrent.
m
3 @ o [ ® o ®
N ' N ° . ° °
/ N AN
/ 10 N 10 N\
N N
// ~ 00 N
.o / @ ° D\ ®
/ 1N\
/
1 \
7 N
o @ o o ® ® Y ]
00 00 00 00 00
t-4 t-3 t-2 t-1 t

F1G. 2.9 — Exemple de chemin concurrent pour le code convolutif (1,5/7).

Nous pouvons maintenant résumer brievement les opérations réalisées par un

décodeur de type SOVA :

1. Précalculer les métriques de branche ~,(m’, m) a partir des observations a

priori et du canal.

2. Calcul récursif ascendant des métriques d’état cumulées M;(m) et des fia-
bilités A(m).

3. Remonter le chemin & vraisemblance maximale.
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4. Calcul des rapports de vraisemblance logarithmiques a posterior: bit a bit

en trouvant le chemin concurrent de plus grande métrique.

2.4.3 Algorithme de Chase a Sorties Pondérées

De méme que le SOVA, lalgorithme de Chase a sorties pondérées modifie
un algorithme de décodage a sorties dures bien connu dans le but de fournir
une approximation des rapports de vraisemblance logarithmiques bit a bit. Cet
algorithme convient pour les codes en bloc lorsqu’un décodeur algébrique efficace
existe. Soient ¢ = (cy,. .., ¢,) un mot de code d’'un code en bloc C' de longueur n
ety = (y1,...,Yn) les observations en provenance du canal. La distance minimum
du code est désignée par d,,;,. Définissons la métrique M (c) = In P(cl|y), alors

les rapports de vraisemblance logarithmiques bit a bit s’écrivent

M(c)
ZCEC:CZ‘ZO €

M(c)’
ZCEC:Cizl e ©

Typiquement, un terme domine la somme au numérateur et au dénominateur

L(cly) =1n =1,...,n (2.4.16)

de (2.4.16). C’est pourquoi, une bonne approximation est obtenue aux rapports

signal sur bruit modérés a élevés en utilisant

L(cly) =~ cerg:%i}(:oM(c) - Jax M(c), i=1,...,n. (2.4.17)
Les maximisations dans (2.4.17) font intervenir le mot de code a vraisemblance
maximale, qui correspond au mot de code ayant la plus grande métrique, ainsi que
le mot de code concurrent, qui correspond au mot de code de plus grande métrique
tel que ce mot de code soit en désaccord avec le mot de code a vraisemblance
maximale a propos de la valeur du digit en zéme position. Si aucun mot de code

concurrent n’est trouvé
L(cily) 2 (1 — 2¢:), (2.4.18)

ou (3 est un parametre a optimiser par simulation [18]. Il est évident que le mot
de code a vraisemblance maximale impose le signe de L(c¢;|y) dans (2.4.17) et
par conséquent la valeur de la décision ferme ¢;, for ¢ = 1,...,n. Parce qu’'une
maximisation brutale des métriques prenant en compte tout les mots de code
de C est en général trop complexe, cette maximisation est réalisée sur un sous-
ensemble de C' obtenu a partir de I'algorithme de Chase [44].

Les opérations réalisées par l'algorithme de Chase pour trouver une liste

réduite de mots de code sont les suivantes :
1. Décision ferme sur les observations en provenance du canal.

2. Création d’une liste de 2l%min/2] séquences de test formées par éffacement
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des |dyin/2| positions les moins fiables parmi les décisions fermes.

3. Décodage algébrique des séquences de test.

2.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons rappelé 1’état de ’art en ce qui concerne le
décodage itératif.

Pour les deux classes principales de codes pouvant étre décodés itérativement,
a savoir les codes LDPC et les codes concaténés, nous avons présenté la construc-
tion du code, les propriétés en terme de distance ainsi que les algorithmes de
décodage itératif associés. En particulier, nous avons vu que le décodage itératif
des codes LDPC est basé sur la “regle de la tanh” et que le décodage itératif des
codes concaténés repose sur l'algorithme BCJR et ses versions sous-optimales, a

savoir l'algorithme SOVA et ’algorithme de Chase a sorties pondérées.
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Deuxieme partie

Analyse des Systemes de
Décodage Itératif
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Chapitre 3

Phénomenes Non-linéaires dans

les Systemes de Décodage Itératif

D’importants travaux expérimentaux ont montré que des performances de
décodage proches de la limite de Shannon peuvent étre atteintes grace au décodage
itératif [16],[8],[18]. Les simulations ont montré que le comportement de I’algo-
rithme peut étre classé en trois régions distinctes :

- Pour de faibles valeurs de RSB, les rapports de vraisemblance logarith-
miques extrinseques, apres un certain nombre d’itérations, convergent sou-
vent vers des valeurs correspondant a un grand nombre de décisions fermes
incorrectes.

- Pour des valeurs élevées du RSB, les rapports de vraisemblance logarith-
miques extrinseques, apres un certain nombre d’itérations, convergent sou-
vent vers des valeurs correspondant a des décisions fermes en majorité cor-
rectes. Cependant, la courbe de taux d’erreur binaire correspondante atteint
un plancher qui décroit lentement avec le RSB.

- La transition entre les régions mentionnées précédemment est appelée la
région de chute parce qu’apres un certain nombre d’itérations, la courbe de
taux d’erreur binaire correspondante décroit rapidement avec le RSB.

Jusqu’a un passé récent, il n’existait pas de modele analytique pour expliquer
ce comportement. Dans un article pionnier, Richardson [45] a montré comment
décrire le décodage itératif en tant que systeme dynamique discret avec un grand
nombre de dimensions. En étudiant la dynamique non-linéaire des algorithmes de
décodage itératif, on montre 'existence de toute une gamme de phénomenes tels

que les points fixes, les orbites périodiques, les bifurcations [46] et le chaos [49].
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3.1 Concepts de Base des Systemes Dynamiques

Considérons un fonction non-linéaire g(x, p), ayant pour variables x € R"
ainsi que pour parametres de controle p € RP, et ses itérées g'(x, p), pour i >
0. Etant donné une condition initiale xg, la trajectoire associée ou orbite est
I'ensemble des points {g*(xq, ), > 0}.

Si toute trajectoire commencant dans A C R™ reste dans A, A est un en-
semble invariant. De plus, le bassin d’attraction d’un ensemble invariant est défini
comme ’ensemble ouvert des conditions initiales x( telles que les trajectoires
commencant en X, convergent finalement vers cet ensemble invariant. Nous al-
lons rencontrer trois types d’ensembles invariant : les points fixes, les orbites
périodiques et les ensembles invariants chaotiques. Un point fize x* est defini par
g(x*, ) = x*. Soit § = x — x* une petite perturbation autour du point fixe, par

linéarisation autour de x* nous obtenons

g +x* 1) = g(x*, p) + J,(x*, w)n + O(|In]?),

ot J,(x*, ) est le jacobien g(x, p) en x = x*. Si J,(x*, u) # 0, le terme O(|n|?)

est négligeable et la perturbation devient

n' =~ J,(x*, p)n.

Les valeurs propres de J,(x*, ) déterminent la stabilité du point fixe x*, c’est
pourquoi J,(x*, p) est aussi appelée la matrice de stabilité. Un point fixe x* est
dit hyperbolique si J,(x*, ) n’a pas de valeur propre sur le cercle unité . Si
toutes les valeurs propres de J,(x*, ) sont a Uintérieur (resp. a 'extérieur) du
cercle unité, le point fixe est un drain (resp. une source). Un point périodique
x de période k vérifie g*(x, u) = x. La période primaire de x est la plus petite
péride de x. L’ensemble de toutes le itérées d'un point périodique forme une
trajectoire ou orbite périodique. De méme que pour les points fixes, la stabilité
d’une trajectoire périodique est obtenue a partir du module des valeurs propres
du jacobien de ¢*. Finalement, un ensemble invariant chaotique correspond &
des trajectoires apériodiques sur le long terme et qui dépendent sensiblement des

conditions initiales.

Exemple 3.1.1. Considérons la fonction logistique g(x,r) = rz(l —x) ot la va-
riable x et le paramétre r sont des nombre réels [47]. Les Figs. 3.1-3.8 montrent
I’évolution des trajectoires x, = g"(xo,7) pour r = 2.8, r = 3.5 et r = 3.9,
respectivement. La condition initiale est fiztée a xo = 0.1. Pour r = 2.8, la trajec-
toire converge vers un point fixe, pour r = 3.5, la trajectoire converge vers une

orbite périodique dont la période primaire vaut 4 et pour r = 3.9 la trajectoire
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est chaotique. Pour une fonction de type 1-D, le jacobien se réduit a la dérivée

1

0.9 4

0.8 r=2.8 4

0.7

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fi1G. 3.1 — Itérées de la fonction logistique pour r = 2.8 et xy = 0.1, aboutissant
a un point fixe.

0.9 r=3.5 4

0.8 q
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0.2 q

0.1 q
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Fia. 3.2 — Ttérées de la fonction logistique pour r = 3.5 et xy = 0.1, aboutissant
a une orbite périodique de période 4.

de la fonction, ¢'(x,r) = r(1 — 2x). En particulier, nous avons ¢'(x,2.8) < 1 si
et seulement si x > (1 —1/2.8)/2 ~ 0.32. Puisque le point fize obtenu avec la
condition initiale xg = 0.1 lorsque r = 2.8 est strictement supérieur a 0.32, ce

point fize est stable.

L’exemple précédent a montré dans quelle mesure de faibles variations des
parametres de controle d’une fonction peuvent modifier qualitativement les tra-
jectoires. Ce phénomene, connu sous le nom de bifurcation, peut se produire de

trois manieres différentes pour un point fixe [48] :
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Fi1G. 3.3 — Itérées de la fonction logistique pour r = 3.9 et g = 0.1, correspondant
a l'existence d’'un ensemble invariant chaotique.

- Bifurcation de Neimark-Sacker : une paire de valeurs propres com-
plexes conjuguées du jacobien évalué au point fixe, franchissent le cercle
unité. Apres la bifurcation, le point fixe devient instable et est entouré d’un
ensemble invariant fermé stable. Des variations supplémentaires dans les
valeurs des parametres peuvent entrainer une bifurcation de cet ensemble
invariant.

- Bifurcation a doublement de période : une valeur propre réelle tra-
verse le cercle unité en —1. Apres la bifurcation, le point fixe devient in-
stable et une orbite asymptotiquement stable de période 2 apparait dans son
voisinage. Des variations supplémentaires dans les valeurs des parametres
peuvent entrainer une bifurcation de cette orbite de période 2.

- Bifurcation tangente : une valeur propre réelle traverse le cercle unité
en +1. Apres la bifurcation, le point fixe disparait sans donner naissance a

un ensemble invariant dans son voisinage.

3.2 Description du Décodage Itératif en tant

que Fonction Non-linéaire

Dans cette section, nous allons décrire ’algorithme de turbo décodage en tant
que fonction non-linéaire a instants discrets. Par simplicité, nous nous restrei-
gnons a la formulation d’origine de Richardson [45] pour une concaténation pa-
rallele de codes convolutifs récursifs systématiques (RSC). Soient b = (by, ..., b,),

c1 = (c11,...,¢1n) €6 €3 = (c21,...,Cap) la séquence des bits d’information, les
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bits de parité générés par le premier encodeur RSC et les bits de parité générés par
le second encodeur RSC, respectivement. Puisqu'une permutation de longueur
n est utilisée pour entrelacer b avant de générer co, cette permutation fait par-
tie des parametres de la fonction décrivant I'algorithme de turbo décodage. Les
observations en provenance du canal correspondant a b, c; et cy sont désignées
par X = (z1,...,%,), Y1 = (Y11, -, Y1.n) €t Y2 = (Y21, - - -, Y2.,n), Tespectivement.
En notant by la séquence informative tout-zéro, nous définissont les log-densités

normalisées suivantes

Fy(b) = Inp(x|b) — Inp(x|by)
Pi(b) = Inp(y1|b) — Inp(y:[bo)
Py(b) = Inp(y2|b) — Inp(ya|bo).

Exemple 3.2.1. Supposons que le canal soit le canal gaussien a entrée binaire
ou un zéro binaire est transmis en tant que +1 et un un binaire est transmis en
tant que —1. L écart-type du bruit gaussien est noté o and wt(.) désigne le poids

de Hamming d’une séquence binaire. Il s’ensuit que

p(x[b) = (V2707) " exp (_ S (i — (1 —2b;)) )

202
plxlby) = (VZro?) " exp (‘%> |
Par conséquent
2
Po(b) = ——2 €T;
g 3:b; 70

Lorsque la séquence informative est bg, les séquences ci et co correspondantes

sont aussi de type tout-zéro, c¢’est pourquoi

2
Pi(b) = 2 Z Yui

i:c1,;7#0

2
Py(b) = 2 Z Y2,i-

i:co;7#0

En prenant en compte le fait que le canal est sans mémoire, nous obtenons [46]

Py(b) =N <—% wt(cy), % wt(c2)> ;
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ou N(m,v) désigne une densité de probabilité gaussienne de moyenne m et de

variance v.

Soit H; (resp. Hf) 'ensemble de toutes les séquences binaires dont la ieme

position est un un (resp. un zéro). Définissons les vecteurs colonne

by = (0,...,0)%,

b; = (1,0...,0)7,
by, = (0,1,0...,0)7,
b, = (0,0...,0,1)"

Une densité p est une densité produit normalisée si et seulement si

p(b) = [[ p(by),

b0

o Sy s
plbi) = Zber p(b)

représente le rapport de vraisemblance logarithmique du ieme bit. La log-densité

produit correspondante vaut

P(b) =) P(by),

b;#0

ou

P(b;) =In M

Zbeﬂg p(b)

représente le rapport de vraisemblance logarithmique du iéme bit. On s’apercoit
qu'une densité produit est entierement définie par la connaissance des probabi-
lités marginales bit a bit. En particulier on voit que les log-densités Py, P, et P,
de I'Ex. 3.2.1 sont des densités produits.

Etant donné une log-densité normalisée P = Inp, il existe une unique log-
densité produit 7(P) ayant les mémes marginales bit a bit que P. w(P) est
entierement défini par la connaissance de

W(P)(bi):lnM i=1,...,n

ZbeH; p(b)’

Le jacobien de 7(P) est la matrice J p de dimension (nxn) mesurant la dépendance

de la vraisemblance du bit j par rapport au bit ¢, pour 7 et j allant de 1 a n. Les
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entrées du jacobien sont données par [45]

(Jp)ij = ZbeHi”Hj p(b) ZbEHfﬂHj p(b)

Soen P0) Swemr® T o

(Jp)ij:]_, SIZ:],

En particulier si P est une densité produit, Jp = I, ou I désigne la matrice
identité de dimension (n x n).

Maintenant, définissons les log-densités produits ()1 et ()2 correspondant a
I'information extrinseque a la sortie du premier et du second décodeur constitu-
tif, respectivement ; nous pouvons décrire 'algorithme de turbo décodage de la

Sec. 2.3.3 par la récursion

Q1 — (P + P+ Q2) — (P + Qo)

(3.2.2)
Qr — (P + P+ Q1) — (P + Q1),

avec pour initialisation Q3 = 0. Dans (3.2.2), la premiere équation correspond a
la mise a jour par le premier décodeur constitutif des rapports de vraisemblance
logarithmiques associés aux bits informatifs et jouant le role de n variables. Les
observations en provenance du canal correspondant aux bits informatifs et aux
bits de parité du premier encodeur jouent le role de 2n parametres. De méme, la
seconde équation dans (3.2.2) correspond & la mise & jour par le second décodeur
constitutif des rapports de vraisemblance logarithmiques associés aux bits in-
formatifs et jouant le role de n variables. Les observations en provenance du
canal correspondant aux bits informatifs et aux bits de parité du second enco-
deur jouent le role de 2n parametres. Par conséquent, nous pouvons considérer
I’algorithme de turbo décodage comme un systeme dynamique en boucle fermée
a n variables and 3n parametres, ou le premier et le second décodeur constitutif
en cascade jouent le role du systeme en boucle ouverte. La matrice de stabilité

du systeme dynamique en boucle fermée est donée par [45]

(JP0+P2+Q1 - I) (JP0+P1+Q2 - I) (323)

Nous résumons maintenant les résultats principaux obtenus a partir de cette

description :

1. A RSB asymptotiquement faible, I’algorithme de turbo décodage possede
avec une grande probabilité un point fixe unique appelé point fixe indécisif,
qui correspond a de nombreuses décisions erronées sur les bits informa-

tifs [46].
2. A RSB asymptotiquement élevé, 'algorithme de turbo décodage possede
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avec une grande probabilité des points fixes appelés points fixes non-équivoques,
qui correspondent a des décisions correctes sur les bits informatifs. De plus,

'algorithme ne peut converger que vers un seul de ces points fixes [46].

3. La proximité du turbo décodeur au décodeur du maximum de vraisem-
blance peut étre obtenue en calculant des formules approchées de la différence

des vraisemblances fournies par ces décodeurs [45].

3.3 Dynamique Non-linéaire du Décodage Itératif

3.3.1 Le Décodage Itératif en tant que Fonction Non-

linéaire a un Parametre

La Sec. 3.2 a montré que l'algorithme de turbo décodage est un systeme
dynamique complexe avec un grand nombre de variables et de parameétres. Afin
d’étudier la dynamique du systeme, il est souhaitable de simplifier le modele.

Supposons que les échantillons de bruit correspondant aux observations en
provenance du canal X, y; et ys soient représentés sous forme vectorielle par
v = (v1,...,V3,) et que les 3n — 1 rapports vy /vo, 5/V3, ..., V3y_1/V3, soient

fixés. Il s’en suit que la séquence de bruit v est entierement définie par la variance

3n
~2 1 § 2
n
i=1

qui constitue une bonne approximation de la variance du bruit du canal o2,

d’échantillons

puisque n est typiquement un entier grand. Une premiere simplification proposée
par Agrawal et Vardy [46] consiste & paramétrer le systeme avec le seul parametre
0. Ces auteurs sont ensuite a méme de simuler des points fixes indécisifs et non-
équivoques pour des valeurs pratiques de RSB. En calculant les valeurs propres
de la matrice de stabilité donnée par (3.2.3), ils ont mis en évidence que les
points fixes indécisifs sont stables pour des valeurs de RSB en-dessous de la
région de chute. En méme temps que le RSB augmente, le point fixe indécisif
bifurque soit en disparaissant soit en devenant instable et en donnant lieu a un
ensemble invariant attracteur dans son voisinage. Si le RSB est encore augmenté,
ces ensembles invariants bifurquent a leur tour a la fin des la zone de chute et
I’algorithme de turbo décodage converge vers un point fixe non-équivoque.
Tasev et al. [49] ont proposé de simplifier davantage I’étude de la dynamique
en représentant les itérées de ’entropie moyenne des bits d’information, désignée
par E. Définissons pl(0) comme la probabilité que le iéeme bit d’information

soit un 0 binaire apres [ itérations de décodage. L’entropie moyenne des bits
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d’information a l'itération [ est donnée par
1 n
E(l)=—= L0) In p! 1 —p4(0)) In(1 — pk(0)).
(0) n;pz(o) np;(0) + (1 = p;(0)) In(1 — p;(0))

E(l) donne une mesure de la fiabilité des décisions pour une séquence informa-
tive donnée de longueur n. Une grande valeur de ’entropie moyenne indique une
ambiguité de I’algorithme de décodage quant a la valeur des bits informatifs. Une
faible valeur de I’entropie moyenne indique I'absence d’ambiguité de 1’algorithme
de décodage quant a la valeur des bits informatifs. Notons que £ — 0 ne signi-
fie pas automatiquement que les décisions fermes soient correctes, mais plutot
que l'algorithme de turbo décodage est tres confiant quant a la valeur de ces
décisions fermes, sachant les observations en provenance du canal. Cependant,
les performances étonnamment bonnes du turbo décodage semblent indiquer que
dans la plupart des cas, les décisions fermes sont en fait correctes lorsque £ — 0.
En tragant les itérées de E(l) pour [ > 0, nous obtenons une représentation en
1-D simple des trajectoires de l'algorithme de turbo décodage dans l'intervalle
[0, 1]. Grace a cette méthode, il a été montré que 1’algorithme de turbo décodage
présente des ensembles invariants chaotiques et des régimes transitoires chao-
tiques dans la zone de chute [49].

Dans la section suivante, nous allons appliquer cette technique aux codes
LDPC et aux codes produits. Nous montrerons que les algorithmes de décodage
itératif pour ces codes ont des trajectoires qui sont qualitativement similaires a

la dynamique obtenue pour la concaténation parallele de codes convolutifs.

3.3.2 Dynamique du Décodage Itératif des Codes LDPC

Considérons 'ensemble des (n, A, p) codes LDPC de longueur n, de polynéme
de distribution du degré des noeuds de variable A(z) et de polynome de dis-
tribution du degré des noeuds de parité p(z). Nous tirons un code au hasard
dans l'ensemble et nous étudions quelques trajectoires typiques de 1'algorithme
de décodage décrit dans la Sec. 2.2.3. Plus précisemment, nous tracons 1’évolution
du nombre d’erreurs binaires dans le bloc. De plus, nous tragons E(I + 1), 'en-
tropie moyenne du bloc a U'itération [ 4 1 en fonction de E(l) afin d’obtenir une
repésentation a 1-D des trajectoires [47]. Nous supposons que le mot de code tout-
zéro est transmis sur le canal gaussien a entrée binaire. Les échantillons de bruit
gaussien sont contenus dans le vecteur v = (v, ..., v,). Comme dans [46], 'ana-

lyse des bifurcations est réalisée en fixant les (n—1) rapports vy /va, Vo /V3, . .., Vp—1/Vn.
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C’est pourquoi le systeme est paramétré par un seul parametre, a savoir

n
1
0'2:— E Viz.
n <

=1

Notons R le rendement de codage. Nous définissons le RSB par 1/(2R6?), ce qui

constitue une bonne approximation de Ej/Ny lorsque n est grand.

Trajectoires pour les Codes LDPC Réguliers

Nous considérons I’ensemble des (216, 3, 6) codes LDPC réguliers. Nous allons
montrer que de maniere analogue aux concaténations en parallele de codes convo-
lutifs, les trajectoires de I'algorithme de décodage des code LDPC présentent des
points fixes indécisifs, des points fixes non-équivoques, des orbites périodiques,
des ensembles invariants chaotiques et des régimes transitoires chaotiques. Ces
différents comportements peuvent étre obtenus en considérant quelques réalisations
du bruit.

Le premier exemple de trajectoire est donné par la Fig. 3.4. La Fig. 3.4 1)
montre un point fixe indécisif pour une faible valeur du RSB. Les itérées du
nombre d’erreurs binaires et ’entropie moyenne sont tracées pour les itérations
[ > 940 afin de s’affranchir du régime transitoire. Notons que I’entropie moyenne
du bloc et le nombre d’erreurs binaires baissent avec le RSB parce que les ob-
servations en provenance du canal deviennent moins bruitées. La Fig. 3.4 2)
est caractéristique dune bifurcation de Neimark-Sacker. Le point fixe indécisif
devient instable pour un RSB = 1.20 dB et est entouré par une petite orbite
périodique fermée. Observons que ceci n’affecte pas les décisons fermes parce
que les variations dans les rapports de vraisemblance logarithmiques ne sont pas
suffisamment élevées pour provoquer des changements de signe. La Fig. 3.4 3)
montre qui si le RSB est augmenté davantage a 1.44 dB, l'orbite fermée s’agran-
dit. Il s’ensuit que le nombre d’erreurs binaires prend aussi un comportement
périodique parce que des changements de signe se produisent dans les rapports
de vraisemblance logarithmiques. Lorsque le RSB est augmenté a 1.45 dB (voir
Fig. 3.4 4)), la trajectoire converge vers un point fixe non-équivoque correspon-
dant a une valeur de E proche de 0 et des décisions binaires correctes. Notons
la présence d'un régime transitoire chaotique durant les 63 premieres itérations,
qui indique l'existence d’un ensemble invariant chaotique non-attracteur pres
du point fixe. Un comportement similaire est observé pour un RSB = 1.52 dB
(voir Fig. 3.4 5)), mais la durée du régime transitoire chaotique est réduite a 21
itérations. Des améliorations supplémentaires du RSB réduisent encore plus la

durée du régime transitoire chaotique jusqu’a ce qu’il disparaisse completement.
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L’entropie moyenne décroit alors de fagon monotone avec le nombre d’itérations.
Cela signifie que la taille du bassin d’attraction du point fixe non-équivoque
s’accroit lorsque le RSB augmente.

Le comportement de cette trajectoire peut étre résumé par la Fig. 3.5. Notons
la bifurcation de Neimark-Sacker a 1.20 dB. A 1.44 dB, le cycle limite se déforme
juste avant son éclatement a 1.45 dB. Ce phénomene typique est connu sous le
nom d’eclatement de tore dans la littérature.

Une seconde trajectoire typique est illustrée par la Fig. 3.6. La Fig. 3.6 1)
montre un point fixe indécisif pour un RSB = 0.59 dB. La Fig. 3.4 2) est ca-
ractéristique d’une bifurcation tangente. Le point fixe indécisif disparait pour un
RSB = 0.60 dB et la trajectoire converge vers une orbite périodique fermée.
Le fait que l'orbite fermée soit tangente a la premiere bissectrice E(l + 1) =
E(l) est un reste de la bifurcation tangente. Observons que le nombre d’erreurs
binaires correspondant reste périodiquement bloqué a 16 durant 57 itérations
consécutives, ce qui correspond au méme phénomene. Les Fig. 3.6 3) and 4)
montrent un exemple typique de route vers le chaos par éclatement de tore, au
cours de laquelle une orbite fermée est graduellement transformée en un attrac-
teur chaotique. Finalement, grace a la Fig. 3.6 5), on voit que lorsque le RSB est
augmenté, soit 'attracteur chaotique perd sa stabilité soit la condition initiale
ne se situe plus dans le bassin d’attraction de ’ensemble invariant chaotique.
La trajectoire converge alors vers un point fixe non-équivoque apres un régime
transitoire chaotique.

La trajectoire illustrée par la Fig. 3.7 est similaire a celle de la Fig. 3.6, cepen-
dant la dynamique est plus complexe a cause de I'apparition d’une bifurcation a
doublement de période. Pour un RSB de —0.03 dB, la trajectoire converge vers
un attracteur chaotique stable. Pour un SNR = 0.86 dB, la trajectoire converge
vers un cycle limite stable de période 2. Ce cycle limite est matérialisé par les
deux points de la Fig. 3.7 5)b), alternativement visités par les itérées de 1'en-
tropie moyenne F(l). Observons que le nombre d’erreurs binaires oscille aussi
pour un RSB = 0.86 dB. Le cycle limite de période 2 finit par bifurquer pour
un RSB = 0.87 dB et une fois de plus la trajectoire converge vers un point fixe
non-équivoque apres un régime transitoire chaotique..

Nous observons qu’en général, les trajectoires atteignent un point fixe non-
équivoque pour des valeurs de RSB a plus ou moins 1.5 dB autour du seuil de
bruit des (3,6) codes LDPC réguliers de longueur infinie qui vaut 1.1 dB [6].
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Fic. 3.4 — Trajectoires du décodage itératif d'un (216,3,6) code LDPC. a)
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Trajectoires pour les Codes LDPC Irréguliers

Nous considérons I'ensemble des (2000, A, p) codes LDPC dont le degré maxi-
mal des noeuds de variable est d, = 4 et le degré maximal des noeuds de pa-
rité est d. = 6. Les polynomes \(z) = 0.38354z + 0.0423722 + 0.574092% et
p(z) = 0.24123z* + 0.75877z° ont été optimisés par évolution de densité et le
seuil de bruit correspondant a I’ensemble pour des tailles de bloc infinies vaut
(Ep/No)* = 0.8085 dB [7].

Nous observons que 'originalité des trajectoires du décodage itératif des codes
LDPC irréguliers réside dans le fait qu’au lieu d’un seul point fixe, plusieurs points
fixes peuvent apparaitre avant qu'un point fixe non-équivoque ne soit atteint. Ceci
n’est pas surprenant dans la mesure ou I’évolution de densité, qui a été utilisée
pour générer les polynomes A\ and p, exhibe un comportement analogue pour des
codes de longueur infinie [7]. La Fig. 3.8 illustre ce phénomene. Les Fig. 3.8 1)
et 2) montrent la disparition d’un point fixe indécisif par I'intermédiaire d’une
bifurcation tangente et la formation d’une orbite périodique fermée. Avec un
RSB croissant, une route vers le chaos par éclatement de tore se produit. Soit
I’attracteur chaotique perd sa stabilité soit la condition initiale ne se situe plus
dans le bassin d’attraction de I’ensemble invariant chaotique pour un SNR = 0.72
dB (voir Fig. 3.8 3) et 4)). La trajectoire converge alors vers un point fixe aux
alentours de £ =~ 0.1. Si le RSB augmente davantage, ce nouveau point fixe
descend graduellement vers zéro et la trajectoire correspondante devient tangente
a la premiere bissectrice E(l + 1) = E(I) (voir Fig. 3.8 5)). Dans cet exemple,
bien qu’un point fixe non-équivoque soit atteint a RSB élevé (£ — 0), le nombre

d’erreurs binaires atteint un plancher se situant a 6.

3.3.3 Dynamique du Décodage Itératif des Codes Pro-
duits

Nous considérons le décodage itératif des codes produits BC'H(32,26)? et
BCH(64,51)? sur le canal gaussien a entrée binaire. En employant la méme
technique que dans la Sec. 3.3.2, nous étudions les trajectoires de 'algorithme de
décodage en utilisant comme décodeurs constitutifs ceux décrits dans la Sec. 2.4.3.
Nous tragons I’évolution du nombre d’erreurs binaires parmi les bits informatifs.
De plus, nous tragons E(l+1), ’entropie moyenne des bits informatif a I'itération
[+ 1 en fonction de E(I).

La Fig. 3.9 montre une trajectoire de décodage typique pour le code produit
BCH(32,26)?. A RSB faible, aucun point fixe indécisif n’existe, au contraire la
trajectoire est déja chaotique. Dans la région de chute, pour un RSB = 1.60

dB, les valeurs de I’entropie moyenne atteignent de maniere répétée des valeurs
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proches de 0 avant de retourner a un comportement chaotique. Finalement, pour
un RSB = 1.61 dB, la trajectoire converge apres un régime transitoire tres court
vers un point fixe non-équivoque.

Un comportement similaire est observé dans la Fig. 3.10 pour le code produit
BCH(64,51)2.

3.4 Conclusions

Les systemes de décodage itératif sont des systémes dynamiques non-linéaires
avec un grand nombre de dimensions et de parametres. Afin de simplifier I’étude
expérimentale de la dynamique, nous utilisons I’évolution de I’entropie moyenne
pour obtenir un représentation a 1-D des trajectoires. De plus, en fixant les rap-
ports du bruit, nous obtenons un systeme paramétré uniquement par la variance
d’échantillons du bruit.

De nombreuses simulations montrent qu’en général, les décodeurs itératifs
convergent a RSB faible vers un point fixe indécisif correspondant a de nom-
breuses erreurs. Lorsque le RSB augmente, les points fixes indécisifs subissent
une bifurcation de Neimark-Sacker, a doublement de période ou tangente. Si un
cycle limite périodique fermé apparait, il bifurquera aussi si le RSB est aug-
menté davantage. La trajectoire converge alors soit vers un ensemble invariant
chaotique ou directement vers un point fixe non-équivoque correspondant a des
décisions en majorité correctes apres un régime transitoire chaotique. Soit 1’at-
tracteur chaotique perd sa stabilité soit la condition initiale ne se situe plus dans
le bassin d’attraction de I’ensemble invariant chaotique lorsque le RSB augmente
et la trajectoire trouve un point fixe non-équivoque. De plus, la durée de vie du
régime transitoire baisse lorsque le RSB croit. Des variantes de cette description
générale incluent 'existence de points fixes multiples dans la région de chute en
ce qui concerne le décodage itératif des codes LDPC irréguliers, ainsi que 1’ab-
sence de point fixe indécisif & RSB faible en ce qui concerne le décodage itératif

des codes produits.
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Chapitre 4

Analyse du Décodage Itératif des
Codes LDPC et des Codes

Produits Utilisant

L’ Approximation Gaussienne

Le chapitre précédent a montré en quoi les algorithmes de décodage itératif
peuvent étre considérés comme des fonctions non-linéaires complexes et analysés
en employant la théorie des systemes dynamiques non-linéaires. Cependant, le
grand nombre de variables et de parametres complique 1’étude des trajectoires.
L’objectif du présent chapitre est de contribuer a la compréhension du décodage
itératif en construisant un modele approché unidimensionnel simple.

Nous proposons une nouvelle approche de type évolution de densité afin d’ana-
lyser différents systemes de décodage itératif, tels que les codes LDPC et les codes
produits, a partir de densités de probabilité gaussiennes. Plus précisemment,
pour ces classes de codes, nous calculons une fonction a 1-D dont les itérées
représentent directement la probabilité d’erreur pour le canal a bruit gaussien
additif (AWGN) et le canal a évanouissements de Rayleigh. Ces modeles simples
permettent une analyse qualitative de la dynamique non-linéaire de I’algorithme
de décodage. Comme application, nous calculons les seuils de décodage et nous
montrons qu’ils sont en accord avec les résultats de simulation disponibles dans

la littérature.
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4.1 Introduction a I’Evolution de Densité Uti-

lisant I’Approximation Gaussienne

Récemment, différentes techniques ont été proposées dans la littérature pour
analyser le décodage itératif en suivant I’évolution de la densité de probabilité
de I'information échangée dans le décodeur. Cette idée a été introduite a 1’ori-
gine pour les codes LDPC [6, 7] sous le nom d’évolution de densité. Pour ces
codes particuliers, les densités de probabilité exactes des messages échangés dans
le décodeur sont connues parce que 'information extrinseque admet une forme
analytique donnée par la “regle de la tanh”, ainsi que nous ’avons expliqué dans
la Sec 2.2.4. Cette méthode a ensuite été étendue aux turbo codes [50] en uti-
lisant des techniques Monte-Carlo pour calculer I'histogramme de 'information
extrinseque. Toutefois, I’évolution de densité requiert une évaluation numérique
des densités des messages utilisés par le décodeur et est généralement gourmande
en temps de calcul. Souvent, la densité de probabilité de I'information extrinseque
est approximée par une gaussienne, soit pour simplifier ’analyse soit lorsqu’une
expression analytique de 'information extrinseque n’est pas disponible. La va-
lidité de cette hypothese a été reconnue en premier par Wiberg [51] et utilisée
dans [52] pour réaliser une analyse approchée des codes LDPC. L’approximation
gaussienne, en conjonction avec des simulations Monte Carlo, a aussi été pro-
posée pour analyser les performances de I’algorithme de turbo décodage [53, 54].
Les travaux précédents relatifs aux approximations gaussiennes ont reposé sur
différents parametres afin d’obtenir un modele unidimensionnel, en particulier
la moyenne dans [52], le RSB (rapport signal sur bruit) dans [53, 54|, 'infor-
mation mutuelle dans [55, 56] et le TEB (taux d’erreur binaire) [56, 57]. Une
autre méthode qui fait correspondre la moyenne et la covariance a été présentée
dans [58].

Ici, nous proposons un modele du décodage itératif des codes LDPC et des
codes produits a partir du TEB en utilisant 'approximation gaussienne. Pour les
codes LDPC, nous suivons une méthode partiellement similaire a celle suggérée
dans [52] afin d’analyser le décodeur a passage de messages. Cependant, notre
méthode est basée sur une expression analytique des probabilités d’erreurs. Par
probabilité d’erreur, nous entendons i¢i la probabilité que des noeuds de variable
envoyent des messages incorrects. De plus, nous montrons que notre approche
conduit a une condition de stabilité en accord avec 1’évolution de densité. D’autre
part, pour les codes produits, notre point de départ est [18]. Pour cette classe de
codes, nous introduisons une nouvelle approche d’évolution de densité basée sur
I’évaluation de 'information extrinseque échangée par les décodeurs constitutifs.

Dans les deux cas, malgré la simplicité du modele, il est possible de prédire les
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seuils du décodeur avec une précision acceptable en comparant avec les simula-

tions.

4.2 Modele du Décodage a Passage de Messages
des Codes LDPC

4.2.1 Préliminaires sur les Codes LDPC

Une discussion détaillée des codes LDPC peut étre trouvée dans la Sec. 2.2.
Nous rappelons brievement qu'un code LDPC est défini par un graphe bipar-
tite [6] formé de noeuds de variable et de noeuds de parité reliés par des connexions.
Supposons que d, (resp. d.) soit le degré maximal des noeuds de variable (resp.
de parité) ; nous désignons le polynéme de distribution des degrés de variable
(resp. de parité) par : M(z) = 327, N~ (resp. p(z) = 2%, pia'™1) [7].

Le message v envoyé par un noeud de variable a un noeud de parité sur
la connexion e est le rapport de vraisemblance logarithmique de ce noeud de
variable, sachant les rapports de vraisemblance logarithmiques u; des noeuds de
parité recus sur toutes les connexions incidentes, excepté e, et sachant le rapport

de vraisemblance logarithmique du canal ug [6] :

Le message u envoyé par un noeud de parité a un noeud de variable sur la
connexion e est le rapport de vraisemblance logarithmique de ce noeud de parité,
sachant les rapports de vraisemblance logarithmiques v; des noeuds de variable

regus sur toutes les connexions incidentes, excepté e [6] :
u V;
tanh <§> = Htanh (§> (4.2.2)

Les équations (4.2.1) et (4.2.2) constitutent une itération de décodage et chaque
message des noeuds de variable est initialisé par le rapport de vraisemblance

logarithmique du bit correspondant en provenance du canal, ug [7, 52].

4.2.2 Approximation Gaussienne des Densités

Nous allons suivre de pres 'approche prise par les auteurs de [52]. En se basant
sur de nombreuses simulations de 1’algorithme d’évolution de densité, il existe
suffisamment de données expérimentales pour dire que la densité de probabilité

des messages u des noeuds de parité est gaussienne. Ceci est particulierement
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vrai lorsque le polynome de distribution des degrés a droite p(z) est concentré
sur un petit nombre de degrés, ceci étant vérifié pour les codes réguliers et aussi
pour presque tous les codes irréguliers [52]. De plus, I'analyse est grandement
simplifiée si une densité de probabilité, appelons-la f, vérifie la condition de
symmétrie : f(z) = e f(—xz). Il a été montré par Richardson et al. [7] que les
densités de probabilité de ug, v and u dans les equations (4.2.1) et (4.2.2) satisfont
la condition de symmétrie.

Tout au long de I'analyse, nous nous restreindrons a la modulation a deux
états de phase (BPSK) (0 — +1, 1 — —1). L’algorithme & passage de messages
peut étre analysé avec les hypotheses suivantes. Si la longueur du code tend vers
I'infini, le théoreme de concentration [6] assure que la performance d’un graphe bi-
partite particulier choisi au hasard peut étre assimilée a la performance du graphe
sans cycles, i.e. les messages recus par chaque noeud a chaque itération sont des
variables aléatoires i.i.d. (identiquement et indépendamment distribuées). Dans
la suite, cette hypothese sera supposée valide. Sans perte de généralité, nous
admettrons que le mot de code tout-zéro est transmis, c’est pourquoi la proba-
bilité d’erreur P!(o) a iteration [ est simplement la probabilité moyenne que les

messages des noeuds de variable soient négatifs [7].

Canal AWGN

Nous considérons le canal AWGN et notons o 'écart-type du bruit. Soit
My, = % la moyenne de g, et m!, ainsi que m!, les moyennes de u et v a I'itération
[, respectivement. Notre objectif est de trouver une expression de P/™'(c) la
probabilité d’erreur a l'itération [ + 1 en tant qu'une fonction (non-linéaire) de
P!(c), la probabilité d’erreur a I'itération I. Dans ce but, considérons un message

u d’un noeud de parité de degré j a l'iteration [ + 1; de part I’équation (4.2.2) :
sign(u) = Zsign(@i) mod 2,

ou sign(z) vaut 0 si x > 0 et 1 sinon. Gallager [3] a montré que la probabilité
d’avoir u < 0 pour des noeuds de degré j vaut : $[1 — (1 — 2Pé(a))(j71) |. Main-
tenant, en moyennant sur tous les degré des noeuds de parité et en prenant en
compte que la densité de probabilité de u est approximativement une gaussienne

symmétrique, nous obtenons la probabilité d’avoir u < 0 comme suit

Q (\/"g) - %im 1= (1-2P@)" "], (1.2.3)
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De méme, considérons 1'équation (4.2.1) dans le cas du message v d’un noeud

de variable de degré 7, alors

mitt = my, + (i — 1)mlt,

et la densité de probabilité de v est une gaussienne symmétrique puisque v est
une somme de variables aléatoires dont la densité de probabilité est gaussienne

et symmétrique, c’est pourquoi la probabilité d’avoir v < 0 vaut

() el iy)

Maintenant, en moyennant sur tous les degrés des noeuds de variable possibles,

nous obtenons :

PH(s Z AQ <\/% + (i — 1)”%‘“) . (4.2.4)

Ensuite, en combinant les équations (4.2.3) and (4.2.4) et en définissant le po-

lynéme s(z) par
de

sta) =33 i [1- (=207,

=2

nous obtenons 'expression suivante de la probabilité d’erreur a l'itération [ + 1

Fifl(o ZA Q W A= D{Q s <Pg<a>>>}2> a2

Autrement dit, 'Eq. (4.2.5) représente une fonction non-linéaire unidimension-

nelle de la forme
Pt o) = f (Po),0), 1>1 (4.2.6)

décrivant la dynamique de 'algorithme a passage de messages en terme de pro-
babilité d’erreur, avec P2(c) = @ (1). La fonction non-linéaire f(xz;0) est définie

par :

o) = S nQ (Y + - 0{Q @)Y)| (27

ol ¢ agit comme un parametre de controle.

Nous montrons maintenant que la fonction (4.2.7) admet la méme condition

de stabilité que celle trouvée en [7] en utilisant I’évolution de densité.

Théoréme 4.2.1. x = 0 est un point fize stable de la fonction (4.2.7) si et
seulement si : N'(0)p/(1) < e .
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Démonstration. A partir de I'equation (4.2.7) nous avons lim, .o f(z;0) = 0,
donc 0 est un point fixe de la fonction. De plus, ce point fixe est stable si
lim, o %(m, o) < 1 [47]. Nous montrons dans I’Annexe A que lim,_ %(m, o) =

67%%)\/(())/)/(1), ce qui acheve la preuve. O

Canal a Evanouissements de Rayleigh

Sur le canal a évanouissements de Rayleigh, la densité de probabilité des

rapports de vraisemblance du canal vaut [56] :

( ) O’2 UQ—\/1+20'2‘U()’
o (Ug) = ———ex
Puoott0) = S Tt 202 F 2

(4.2.8)

tandis que la probabilité de transition du canal est donnée par

p= /_;puo(uo)duo = % (1 — \/ﬁ) : (4.2.9)

Les messages des noeuds de parité ont une densité de probabilité pouvant étre ap-
proximée par une gaussienne symmétrique de moyenne m!! a l'itération (I + 1).
Il s’ensuit qu’a l'itération (I + 1), la densité de probabilité du message v d'un
noeud de variable de degré i est la convolution de p,,(u) avec une gausienne
symmétrique de moyenne (i — 1)m!. La probabilité d’avoir v < 0 a une expres-

sion connue [56] :

(i — )ymhH 1 \/ N o2 (i — )ymh
Q 5 _WQ< (1+20 )Tmﬁj )exp (f)

(4.2.10)

En moyennant cette expression sur tous les degrés des noeuds de variable :

dy /Z-_ mltt
PeHl(U):Z)\i{Q ( 12) u

—\/ﬁ@ <\/(1 + 202)“;21%@“) exp (M) }

76



En rappelant que : —§— = [Qil (S(Pl(o)))]Q, nous pouvons définir la fonction :

fa0) = Z e (Vi-nie )

—#Q (\/(1 +202)(i — 1) [Q! (s(x))]Q) exp (02(2' -1 [ (5(5’7))]2> }

V14202
(4.2.10)

Les itérées de la probabilité d’erreur des messages des noeuds de variable est

alors donnée par
P*(o) = f(Plo)0)

P(o) = %(1—\/ﬁ>

De méme que dans le cas du canal AWGN, 0 est un point fixe de f dont la

condition de stabilité (voir Annexe B) est donnée par

N(0)/(0) <1+ % (4.2.12)

ce qui coincide avec le résultat trouvé dans [10].

4.3 Modele du Décodage Itératif des Codes Pro-
duits

4.3.1 Préliminaires sur les Codes Produits

Un code produit C, = C; Q) C5 est défini par la concaténation en série de
deux codes en bloc C(ny, k1, dy) et Cy(no, ko, ds). Nous supposerons que des codes
binaires sont utilisés. Les bits d’information sont placés dans un tableau de kq
lignes et ko colonnes. Les colonnes (resp. les lignes) sont encodées en utilisant C4
(resp. C3), comme décrit dans la Fig. 4.1.

Le processus de décodage itératif est décrit par la Fig. 4.2. Le décodage est
réalisé itérativement en colonne puis en ligne en utilisant 'algorithme de Chase
modifié [18]. Le décodeur colonne utilise des observations en provenance du canal
Z et de 'information a prior: A, sous la forme de rapports de vraisemblance loga-
rithmiques afin de générer des rapports de vraisemblance logarithmiques a poste-
riori bit a bit L.. L’information extrinséque est alors définie par E. = L.—Z—A...
Apres entrelacement matriciel, E, est utilisé en tant qu’information a priori A, en

conjonction avec Z par le décodeur ligne afin de générer des rapports de vraisem-
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blance logarithmiques a posteriori L, pour chaque bit. L’information eztrinseque
est alors définie par E, = L, — Z — A, et est utilisée en tant qu’information a

priori pour les colonnes apres entrelacement matriciel.

4.3.2 Analyse du Décodeur Itératif

Supposons que 'algorithme de Chase numéro 2 soit utilisé en tant que décodeur
ligne/colonne avec la modification proposée dans [18] pour obtenir des sorties
pondérées. Pour une decription détaillée de ’algorithme, voir la Sec. 2.4.3. Soit
C(n,k,d) I'un des codes constitutifs; le pouvoir de correction d’erreurs de ce
code vaut t = |(d — 1)/2] bits et le nombre de positions les moins fiables utilisé
pour générer la liste des mots de code candidats vaut ¢ = |d/2]. Supposons
aussi que la modulation & deux états de phase (BPSK) soit utilisée (0 — +1,
1 — —1) et que le mot de code tout-zéro est transmis. Nous modifions la
méthode proposée dans [59] pour obtenir une bonne approximation du TEB

des codes constitutifs. Supposons que le décodeur admette a son entrée le vec-

A
v

A4 -
k2
Parités
ka Bits informatifs sur les
lignes
N1
\

Parités
Parités sur les colonnes sur les
parités

\J

Fia. 4.1 — Code produit C, = C; Q) Cs.

Ac Ec Ar Er

Y
Y

SISO colonne SISO lighe

A
A

Fi1G. 4.2 — Schéma bloc du décodeur itératif d'un code produit.
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teur des rapports de vraisemblance logarithmiques r = (rq,...,r,) a la place des
sorties du canal. Soit a = (aq,...,qa,) le vecteur des fiabilités correpondant
avec a; = |ry|, i = 1,...,n. Si i erreurs de transmission se produisent, les va-
leurs de fiabilité correspondant aux ¢ décisions fermes érronées (resp. aux n — i
décisions ferme correctes) peuvent étre réordonnées dans l'ordre décroissant :
i) = (i) = -+ = Bili) (resp. ln — i) = 7a(n— 1) = -+ = 70 sln— ).
Une bonne approximation du taux d’erreur des mots de code de I’algorithme de

Chase numéro 2 est donné par [59] :

P= 5 (Dot PG 2 - e 3 (M

i=t+1 i=q+t+1

ou p représente la probabilité de transition du canal. Avec une légere modifica-

tion, on obtient une approximation du TEB comme suit

Py = qif %(@)pi(l—p)”‘ip (Bi41(8) = Yngi(n = 7))+ zn: %(@)p@'u_p)n—i

. 1 . ?
i=t+1 i=q+t+1

(4.3.13)
Supposons que les éléments de r soient i.i.d. avec une densité de probabilité
f(z) et soit fS(x) (resp. fS(x)) la densité de probabilité associée a une fiabilité

correspondant & une décision ferme correcte (resp. incorrecte), alors

p = /_ f(z)dz (4.3.14)
fo(x) %u(m) (4.3.15)
i) = L) (43.16)

ou u(x) est la fonction échelon unité.
La méthode de calcul du terme P (3;11(7) > Yn—q—t(n — 1)) peut étre trouvée

dans [59] et est rappelée dans I’Annexe C.

4.3.3 Approximation Gaussienne des Densités

Un modele couramment utilisé de la densité de probabilité de I'information
extrinséque est la gaussienne symmétrique [52, 54, 57] qui est paramétrée unique-
ment par sa moyenne mg, pour les lignes et mpg, pour les colonnes, la variance
étant le double de la moyenne. Nous allons utiliser ce modele dans la suite de
cette analyse. De plus, nous supposons que 'information a priori est i.i.d., méme

si cette hypothese n’est vérifiée dans la pratique que pour des entrelaceurs de
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grande taille.

canal AWGN

Sur le canal AWGN, les rapports de vraisemblance logarithmiques du canal
Z ont une distribution gaussienne symmétrique de moyenne my = 2/0? ol o
représente 1’écart-type du bruit du canal. C’est pourquoi les rapports de vrai-
semblance logarithmiques a l'entrée du décodeur colonne Z + A. ont aussi une
distribution gaussienne symmétrique de moyenne my + mg,. Nous obtenons le

TEB apres décodage des colonnes P en appliquant la méthode décrite dans la

Sec. 4.3.2 avec
. r— (myz+mg,)
- 2(myz+mg,)

fx) =

2(mz+mg,)

ot q(z) = \/%e_ﬁ/? Puisque L. = Z + A, + E,, la densité de probabilité py_(x)

de L. est encore gaussienne et symmétrique. Soit my, la moyenne correspondante,

0
PBC:/ ch(x)dI:Q( m2L6>,

ou Q(x) = f:oo q(t)dt. Il en résulte que

il s’ensuit que

meg, = 2 [Qil (Pbc>:|2 — Mz — Mg,.

Une méthode analogue est utilisée pour décrire le décodeur ligne. Les rapports
de vraisemblance logarithmiques a I'entrée du décodeur ligne sont Z + A, de
moyenne my + mpg,. Nous obtenons le TEB apres décodage des lignes P en

appliquant la méthode décrite dans la Sec. 4.3.2 avec

x— (mgz+ mE)>
q(
Fa) = 2(my+mpg,)

2(myz +mg,)

Notons que les rapports de vraisemblance logarithmiques L, = Z + A, + E,. ont

une distribution gaussienne symmeétrique de moyenne my, , il s’ensuit que
my,
ro__ r
r-o(").

meg, = 2 [Q_l (Pg)}z — Mz —MEg,.

Et finallement,

80



En itérant ce processus avec l'initialisation mpg. = 0, nous obtenons une descrip-
tion du décodage itératif des codes produits sur le canal AWGN.
Canal a Evanouissements de Rayleigh

Sur le canal a évanouissements de Rayleigh, la distribution des rapports de

vraisemblance logarithmiques du canal Z vaut [56] :

2 (z— \/1+202|z|> (4317)

o
) = ——€X
P2(2) = S O 5

C’est pourquoi la distribution des rapports de vraisemblance logarithmiques a
I'entrée du décodeur colonne Z + A, est la convolution de pz(z) avec une gaus-

sienne symmeétrique de moyenne mpg, [56] :

o? (aszr>
= ex
441 + 202 P 2
14+ V1 + 202 x/v/mg. +/mg. (1+ 202
X [exp <—+ 2+ c x) erfc( / Er 5 il c )>

f(x)

2

+ exp <ﬂx> orfe <—1‘/\/m—ET+ \/W) ]
2

(4.3.18)

En utilisant f(z), nous obtenons le TEB des colonnes P en appliquant la
méthode décrite dans la Sec. 4.3.2. Puisque L. = Z + A. + E., la densité de
probabilité pr_(x) des rapports de vraisemblance logarithmiques L. est aussi la
convolution de pz(z) avec une gaussienne symmeétrique Gaussian de moyenne

m = mg, +mg,. Il s’ensuit que [56] :

By = /_ pr.(x)dx = T,(m), (4.3.19)

(e 9]

ou

T,(m) = Q < %) ~Q ( (1+ 202)m> \/piwexp <022m) . (4.3.20)

Il en résulte que :
mpg, =T, (Pf) —mpg, (4.3.21)

c o

Le décodeur ligne est décrit par les mémes équations, mais en remplacant P
par P et en inversant les roles de mpg, et mp,. En itérant ce processus avec

I'initialisation mg, = 0, on obtient une description du décodage itératif des codes
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produits sur le canal & évanouissements de Rayleigh.!

4.4 Application : Calcul de Seuils

Cette partie du travail est consacrée au calcul du seuil de I'algorithme de
décodage itératif. Comme nous allons le montrer, I'existence du seuil s’explique
par la dynamique non-linéaire du modele a 1-D décrivant le systeme de décodage

itératif.

4.4.1 Codes LDPC

Nous étudions les propriétés de convergence de 'algorithme a passage de mes-
sages au moyen de la fonction unidimentionnelle (4.2.6) calculée dans la Sec. 4.2.2

pour le canal AWGN.

Théoreme 4.4.1. Définissons le seuil o* = sup {0 >0 limy_ o Pl(o) = O}. Si
o < o*, P{(o) converge vers 0, sinon Pl(c) converge vers une valeur strictement

supérieure a 0.

Démonstration. A partir de I'équation (4.2.7) il est clair que f(z;0) > 0 et
g—i(:v,a) > 0,Yo > 0 et Vo €]0, P%(0)], c’est pourquoi P!(c) est décroissant
et converge vers un point fixe. Il s’ensuit que s’il n’y a pas de point fixe dans
[0, P2(o)] autre que 0, P!(o) converge vers 0. Réciproquement, supposons qu'il
existe un point fixe x > 0 dans [0, P%(o)] alors P!(c) > z,VI > 0 puisque f(x;0)
est croissante sur [z, P(c)]. On en déduit que P!(o) converge vers un point fixe
strictement supérieur a 0. Maintenant, a partir de 'Eq. (A.0.1) de I’Annexe A on
voit aisément que %(z, o) > 0,Yo > 0 et Vx €]0, P°(0)], donc o > o* implique

(e

Pl(a) > P!(0*), ceci acheve la preuve. O

Exemple 4.4.2. L’ezemple suivant illustre leffet de seuil pour un (d, = 3,d. =
27) code LDPC régulier de rendement % sur le canal AWGN. Le seuil trouvé
grace a l’analyse présentée dans la Sec. 4.2.2 vaut o* = 0.496. Les Figs. 4.3
a 4.5 montrent la fonction (4.2.7) et les itérées successives de Pl(c), ainsi que
la premiere bissectrice, pour o inférieur, €gal et supérieur a o*, respectivement.
Pour o = o*, une bifurcation tangente se produit [47] : deux points fizes, l'un
stable (S), Uautre instable (I) apparaissent (voir Fig. 4.5).

!Notons qu’a la premiére itération, la distribution des rapports de vraisemblance logarith-
miques a 'entrée du décodeur ligne est la convolution de pz(z) avec un Dirac, puisqu’initiale-
ment mg, = 0.
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Un comportement similaire peut étre observé pour la fonction (4.2.11) sur le
canal a évanouissements de Rayleigh.
Avant de procéder a I’évaluation numérique des seuils, nous ajoutons la re-

marque suivante a propos de l'optimisation des codes LDPC [7], [52].

Remarque 4.4.3. L’expression de g—i(x, o) dans l’équation (A.0.1) est minimale
pour tout x € [0, P°(0)] lorsque s(z) est minimum pour tout x ; c’est le cas lorsque
le polynome p(x) est concentré sur le plus petit degré possible pour un A(x) donné.
En notant que lim,_q f(z;0) = 0 et en rappelant que f(x;0) est croissante pour
tout o > 0 et Vo €]0, P(0)], intuitivement o* est mazimal lorsque la distribution
des degrés des noeuds de parité est concentrée. Lors de l'optimisation de codes
LDPC irréguliers, une fois que p(x) est fixé, il est aisé de trouver un \(z) de
maniere 4 maximiser le seuil. Cect est en accord avec un fail déja mentionné
dans la Sec. 4.2.2, a savoir que de bons codes LDPC' irréguliers ont un polynome
p(x) concentré et avec le fait que la performance d’un code de parité augmente
st le nombre de bits dinformation décroit. Des résultats similaires pour le canal
binaire symmétrique et le canal binaire a éffacements ont été présentés dans [11]

et [12], respectivement.

Résultats Numériques

Nous terminons cette discussion en comparant les valeurs des seuils 0* et des
rapports (%) correspondants obtenus a 1’aide de notre analyse et par évolution
de densité. Le Tab. 4.1 donne les seuils pour les codes LDPC réguliers avec d, = 3
de rendement R = %5, pour m = 1,...,8. On peut se rendre compte que le
modele proposé dans la Sec. 4.2.2 estime le seuil en Ej/Ny avec une précision

comprise entre 0.1 et 0.3 dB. La précision obtenue par les auteurs de [52] est

0.025

0.0151

o)

0.011

0.005 -

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
P.(0)

Fic. 4.3 — P*1(o) en fonction de P!(o) en o = 0.49 pour le (d, = 3,d, = 27)
code LDPC régulier.
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0.015-

Pi(o)

0.005

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
PL(©)

F1G. 4.4 — P (o) en fonction de P!(s) a la valeur seuil o* = 0.496 pour le

e

(d, = 3,d. = 27) code LDPC régulier.

0.025

0.021

0.015-

Pi(o)

0.005

‘ ‘ s ‘
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
PL(o)

F1G. 4.5 — P"(0) en fonction de P'(c) & ¢ = 0.50 pour le (d, = 3,d. = 27)
code LDPC régulier. Notez la présence d'un point fixe stable (S) et d'un point
fixe instable (I) dus a l'apparition d’une bifurcation tangente.

supérieure d'un ordre de grandeur environ ; cependant notre analyse sous forme

analytique permet de mieux comprendre la dynamique du décodeur.

4.4.2 Codes Produits

Afin de travailler avec un systeme unidimensionnel, nous choisissons d’étudier
les itérées du TEB P/ (l) a la sortie du décodeur ligne en fonction de l'indice
d’itération [ et du parametre du bruit o. P;(0) est arbitrairement fixé a la pro-
babilité de transition du canal. On peut vérifier que 0 est un point fixe du modele
de décodage itératif décrit dans la Sec. 4.3.2. Comme pour les codes LDPC, il

existe un seuil o* = sup {o > 0 : lim;_,, o, P} (I) = 0}.

Exemple 4.4.4. L’ezemple suivant illustre [’effet de seuil pour le code BCH
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TAB. 4.1 — Seuils de codes LDPC réguliers obtenus par évolution

de densité

(03;p) et analyse gaussien (0% ) avec les % correspondants.
d, | d. | Rendement | o}p (%) - Tha <%) o
316 1/2 0.880 | 1.11 dB || 0.848 | 1.43 dB
319 2/3 0.708 | 1.75dB || 0.690 | 1.97 dB
3 |12 3/4 0.632 | 2.22dB || 0.619 | 2.41 dB
3|15 4/5 0.587 | 2.59dB | 0.577 | 2.74 dB
3|18 5/6 0.557 | 2.86 dB | 0.548 | 3.01 dB
3|21 6/7 0.534 | 3.11dB | 0.527 | 3.22 dB
3|24 7/8 0.517 | 3.30 dB || 0.510 | 3.42 dB
3127 8/9 0.503 | 3.47 dB || 0.496 | 3.59 dB

produit BCH (64,51,6)2. Le seuil trouvé grdace a l'analyse présentée dans la
Sec. 4.3.2 vaut o* = 0.745. La Fig. 4.6 montre les itérées successives de P}
ainsi que la premiére bissectrice pour o = o*. La trajectoire de décodage démarre
dans le coin en haut a droite et se termine a l’origine. Pour o = o*, la trajectoire
de décodage entre dans une région de tunnel [5/, 56] prés de la bissectrice avec

un ralentissement caractéristique de la vitesse de convergence.

0.09

-
-
-
-
-
-
-
0 L L

0 0.01 0.02

L L L L L
0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Py

L
0.03 0.09

Fic. 4.6 — P/(l + 1) en fonction de PJ(l) a ¢ = 0.745 pour le code produit
BCH(64,51,6)* sur le canal AWGN.

Intuitivement, la valeur du seuil o* est grande si le TEB décroit rapidement
lorsque l'information extrinseque augmente. Sans tenir compte du rendement de
codage, ceci se produit lorsque la longueur du code est petite et le pouvoir de

correction élevé.
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TAB. 4.2 — Seuils ¢* de codes BCH produits avec le rapport % correspondant
pour le canal AWGN.

Code Rendement | o* (%) ZB
(32,21,6)> 0.431 1.106 -0.2
(32,26, 4)* 0.660 0.803 0.7
(64,51,6)* 0.635 0.745 1.5
(64,57,4)> 0.793 0.615 2.2

(128,113,6)? 0.779 0.588 2.7
(128,120, 4)? 0.879 0.513 3.3
(256,247, 4)* 0.931 0.447 4.3
(512,502, 4)* 0.961 0.401 5.1

TAB. 4.3 — Seuils ¢* de codes BCH produits avec le rapport —g correspondant
pour le canal a évanouissements de Rayleigh.

Code Rendement o* <&> '

No

aB
(32,21, 6)2 0431 | 0896 | 1.6
(32,26,4)? 0.660 | 0.580 | 3.5
(64,51,6)? 0.635 | 0508 | 438
(64,57, 4)? 0.793 | 0.366 | 6.7
128,113,6)2 | 0.779 | 0330 | 7.7

256 247, 4)? 0.931 0.170 12.7
512,502, 4)? 0.961 0.118 15.7

( )
(128,120,4)> | 0879 | 0.246 | 9.7
( )
( )

Résultats Numériques

Les Tab. 4.2 et 4.3 donnent les seuils calculés avec la méthode présentée dans
la Sec. 4.3.2 pour les codes produits simulés dans [18] sur le canal AWGN et le
canal a évanouissements de Rayleigh, respectivement. Nous insistons sur le fait
que bien qu’il ne soit pas possible de définir rigoureusement un seuil de décodage
pour des codes de longueur finie, le seuil existant dans notre modele est un bon
indicateur du début de la région de chute des courbes de TEB prsentes dans [18],
excepté pour les codes consitutifs de longueur 32. Dans ce cas particulier, les seuils
calculés sont méme en-dessous de la capacité. Ceci confirme que ’hypothese, qui
consiste a considérer I'information extrinseque comme i.i.d., n’est valide que pour

les longueurs de code élevées.
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4.5 Conclusions

Nous avons présenté des modeles unidimensionnels du décodage itératif des
codes LDPC et des codes produits, a partir de densités de probabilité gaus-
siennes. Ces fonctions a 1-D simples décrivent 1’évolution des probabilités d’er-
reur en fonction du nombre d’itérations, a la fois sur le canal AWGN et le canal
a évanouissements de Rayleigh. Pour les codes LDPC, notre analyse conduit a
une condition de stabilité en accord avec la méthode de I’évolution de densité.

Notre approche permet une analyse qualitative de la dynamique non-linéaire
de I'algorithme de décodage au voisinage du seuil. Nous avons aussi vérifié que
les seuils obtenus grace a notre analyse sont en accord avec les valeurs trouvées

par évolution de densité ou par simulation Monte Carlo.
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Chapitre 5

Propriétés de Convergence
Asymptotique du Décodage

Itératif des Codes Concaténés

Le chapitre précédent a montré que 'approximation gaussienne est capable
de prédire correctement le comportement de l'algorithme de décodage itératif
des codes LDPC lorsque le longueur du code tend vers l'infini et le taux d’er-
reur binaire (TEB) est proche de zéro. Nous proposons une étude similaire pour
les codes concaténés (CC). Dans ce but, nous présentons une analyse des pro-
priétés de convergence des systemes de décodage itératif a rapport signal sur
bruit (RSB) élevé. Nous introduisons un modele non-linéaire simple, basé sur
I’énumérateur de poids des codes constitutifs, pour décrire les itérées du taux
d’erreur binaire. Ensuite, nous caractérisons la dynamique du décodeur de plu-
sieurs codes concaténés sur le canal gaussien a entrée binaire, en terme de points

fixes ainsi que de leur stabilité et vitesse de convergence associées.

5.1 Principes et Notations

Dans cette étude, nous proposons une analyse du décodage itératif des CC
en faisant correspondre le TEB en sortie des décodeurs SISO avec le taux d’er-
reur correspondant a des rapports de vraisemblance logarithmiques ayant une
distribution gaussienne, ainsi qu’il a été suggéré en premier dans [56]. Nous nous
basons sur des techniques de borne par réunion pour calculer le TEB a partir des
énumérateurs de poids des codes constitutifs. Cette méthode n’est pas capable de
prédire la dynamique pour des valeurs élevées du TEB, a cause du probleme bien
connu de la divergence de la borne par réunion. Malheureusement, comme nous

I’avons déja constaté pour les codes LDPC et les codes produits, 'effet de seuil
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correspond habituellement a des points fixes du TEB ayant une valeur élevée.
C’est pourquoi, nous allons supposer que le RSB du canal est plus grand que
le seuil pour d’éviter 'existence de points fixes entre la condition initiale et le
plancher d’erreur, afin de se situer dans une région des RSB ou notre méthode
s’applique.

Nous insistons sur les similitudes de cette étude avec [60], bien que notre
méthode de calcul du TEB repose sur la méthode du Ch. 4. Les contributions
originales de ce travail comprennent une investigation de 'effet de la terminai-
son du treillis pour les codes convolutifs et une étude de la plupart des codes
concaténés ayant un intérét. Bien que le modele que nous développons ne soit
pas capable de fournir une explication de certains phénomenes non-linéaires ty-
piques tels que des trajectoires périodiques et quasi-périodiques répertoriés dans
le chapitre 3, le modele analytique que nous proposons permet d’établir un lien
entre la dynamique du systeme de décodage itératif et les parametres des codes
constitutifs. Pour des codes constitutifs de distance minimum finie, une autre
limitation de la méthode proposée réside dans le fait que le plancher d’erreur
prédit peut atteindre zéro. Ceci n’est pas en accord avec le fait que la distance
minimum typique d’un CC, contrairement a ce qui se passe pour un code LDPC,
reste finie lorsque la taille du code tends vers l'infini [19, 21, 13].

Nous réutilisons toutes les notations introduites dans la Sec. 2.3.1 en ce qui
concerne la construction de CC, comportant les concaténations parallele de codes
(PCC), les concaténations série de codes (SCC) et les codes produits (PC). En
particulier, nous rappelons que k, I et R désignent le nombre de bits informatifs,
la taille de I’entrelaceur et le rendement de codage, respectivement. Pour un PC,
le code en ligne (resp. en colonne) est un code en bloc de type (ng, kr) (resp.
(ne, ke)). Par simplicité, nous nous restreignons a des CC faisant intervenir deux
codes en bloc systématiques séparés par un entrelaceur. En particulier, si des
codes convolutifs sont utilisés, nous supposerons que le treillis est terminé.

Nous réutilisons également les notations de la Sec. 2.3.3 en ce qui concerne le
décodage itératif des CC. Un décodeur itératif générique est décrit par la Fig. 2.5.
Le décodage est réalisé itérativement en utilisant deux décodeurs désignés par
SISO1 et SISO2, respectivement. Nous considérons seulement un décodage au
sens du mazimum a posteriori (MAP), bien que ceci ne soit pas toujours faisable
dans la pratique. SISO1 correspond au décodage du premier code, du code externe
et du code en ligne pour un PCC, un SCC et un PC, respectivement. De méme,
SISO2 correspond au décodage du second code, du code interne et du code en
colonne pour un PCC, un SCC et un PC, respectivement. Il sera avantageux
de considérer le systeme de décodage itératif en tant qu’'un systeme dynamique

en boucle fermée, ou SISO1 et SISO2 jouent le role des décodeurs constitutifs
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non-linéaires du systeme en boucle ouverte correspondant.

Dans tout le chapitre, nous supposerons que les codes sont binaires et que le
canal est le canal gaussien a entrée binaire (0 — +1, binary 1 — —1); notons o
I’écart-type du bruit. Ainsi, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
le mot de code tout-zéro est transmis. Nous supposerons que toutes les quantités
échangées par le décodeur sont sous la forme de rapports de vraisemblance lo-
garithmiques et peuvent étre modélisées par des variables aléatoires i.i.d. ayant

une distribution gaussienne symmétrique [6].

5.2 Analyse Non-linéaire du Décodage Itératif
des CC

5.2.1 Modele du Décodage Itératif des PCC

Par simplicité, nous faisons I’hypothese standard que le PCC considéré est
formé de deux codes constitutifs identiques ayant pour fonction énumératrice de

poids d’entrée/redondance ou “input-redundancy weight enumerating function”
(IRWEF) [19]

AW H)=>"3 " Ay W H",
w  h

ou A, représente le nombre de mots de code de poids informatif w et de poids
redondant h. L'IRWEF sera utilisée dans la Sec. 5.3 pour obtenir une bonne
approximation du TEB des codes constitutifs pour de faibles valeurs du TEB.
Soit 2z la moyenne des rapports de vraisemblance logarithmiques a prior: a
Ientrée de I'un quelconque des SISO. Soient fg% et f, la densité de probabilité
des rapports de vraisemblance logarithmiques du canal et a priori a 'entrée du

décodeur, respectivement.

ff? 2/o
fult) = - (57)

ou q(t) = \/%6*9/2

. Nous définissons P(x,0) comme le TEB apres décodage
d’un code constitutif, en supposant que les densités de probabilité des rapports
de vraisemblance logarithmiques du canal et a prior: sont fg% et f., respective-
ment. Des valeurs numériques de P(x,0) peuvent étre obtenues par simulation
Monte Carlo. Etant donné que le rapport de vraisemblance logarithmique apres

décodage est la somme des rapports de vraisemblance logarithmiques du ca-

91



nal, a priori et extrinseque, sa densité de probabilité p est aussi une gaussienne

symmétrique définie seulement par la moyenne m, et nous avons

Pao)= [ soa=a (%),

—0o0

ou Q(z) = f;oo q(t)dt. C’est pourquoi la moyenne du rapport de vraisemblance

logarithmique eztrinséque est donné par

o2

2 (0 (Pl - % - )

Il s’ensuit que le taux d’erreur binaire a la sortie d’'un SISO quelconque peut
étre décrit a chaque demi-itération [ par y; = h(y,_1,0), ou h est la fonction

non-linéaire suivante
—1 2 1 1
o) = P (WP - = P oho) (521

La fonction inverse P! est définie puisque P est bijective. Les points fixes de la

fonction pour y > 0 sont les solutions de h(y, o) =y, ce qui équivaut a,

Q7' (y)? = 2P (y,0) = % (5.2.2)

Remarque 5.2.1. Par définition du seuil de bruit o*, lorsque o < o*, les itérées
du TEB y; commencant a yo = ) (%), atteignent un plancher d’erreur proche de
0 sans rester blogué en aucun autre point fixe. Bien que l’objet de ce chapitre soit
restreint au comportement du décodage itératif pour o < o*, une méthode envisa-
geable pour évaluer o* consiste a trouver la plus grande valeur de o pour laquelle
I"Eq. (5.2.2) n’a qu’un seul point fize, a savoir le plancher d’erreur. Etant donné
que la valeur du point fixe responsable de [’effet de seuil est typiquement proche
de o, une expression valide de P(x,0) a TEB élevé (évalué numériquement par

simulation Monte Carlo, par exemple) est nécéssaire.

5.2.2 Modele du Décodage Itératif des SCC

Un SCC est formé de deux codes constitutifs, qui en général ne sont pas
identiques. La fonction énumératrice de poids ou “weight enumerating function”

(WEF) du code externe est donnée par

AZ)= > Az

d>d?

min
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et 'IRWEF du code interne vaut
AW H) =) D A WUH,
w h

ou A9 désigne le nombre de mots de code de poids d dans le code externe et
Afu,h représente le nombre de mots de code de poids informatif w et de poids
redondant h dans le code interne. La distance minimum du code externe est

notée d° . . Ces polynomes seront utilisés dans la Sec. 5.3 pour obtenir une bonne

min”
approximation du TEB des codes constitutifs. Nous définissons P,(z, o) (resp.
P,(z,0)) comme le TEB apres décodage a la sortie du SISO correspondant au
code externe (resp. interne), ou le premier argument est tel que 2x représente la
moyenne des rapports de vraisemblance logarithmiques a priori. En utilisant la
méme méthode que dans la Sec. 5.2.1, nous pouvons décrire I’évolution du TEB

a la sortie de chaque SISO en définissant les fonctions non-linéaires h, et h; par

m&w—a(mle———a%wmﬂ
(5.2.3)

) = P (17 WP - o = B oo )

Soit 3¢ (resp. y;) le TEB a la sortie du SISO correspondant au code externe (resp.

interne) a l'itération [,

yP = ho(yi_1,0)

| (5.2.4)
yll = hl(yloa U)a

ou de maniere équivalente,

ylo = ho o hi(ylo—la O')

) ) (5.2.5)
ylZ =h;o ho(ylzflu U)'

Il est facile de voir que h, et h; pour y > 0 ont les mémes points fixes donnés par

les solutions de .
Q7 W) = P y.0) = P (y,0) = —. (5.2.6)

Théoreme 5.2.2. Les points fizes stables de h,oh; and h;oh, dans tout intervalle
J sont exactement les points fixes stables de h, and h; si l’ensemble suivant de

conditions suffisantes est satisfait Vy € J.
1. ho(y,0) et hi(y,o) sont des fonctions croissantes de y.
2. ho(y,o) <.
3. hi(y, o) <y.
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4. Un point fize de h, est stable si et seulement si ¢’est un point fize stable de
h;.

Démonstration. Nous reléguons la preuve dans I’Annexe G. O

Le Thm. 5.2.2, appliqué dans le voisinage J d’un point fixe sera utile dans
la Sec. 5.3 pour trouver les points fixes et le critere de stabilité du systeme de
décodage itératif en boucle fermée (décrit soit par h, o h; soit par h; o h,) a
partir des points fixes et des criteres de stabilité des décodeurs constitutifs dans

le systeme en boucle ouverte (décrits par h, et h;).

5.2.3 Modele du Décodage Itératif des PC

Soit A% (resp. AY) la WEF du code en ligne (resp. en colonne)

AMz)y= > Ajz
A%z)= > Alz",

d>d¢

="'min

ot A% et AS désignent le nombre de mots de code de poids d dans les codes en
ligne et en colonne, respectivement. Les distances minimum des code en ligne

et en colonne sont notées dZ. et d€

min min?

respectivement. Ces polynomes seront
utilisés dans la Sec. 5.3 pour obtenir une bonne approximation du TEB des
codes constitutifs. Nous définissons Pg(x, o) (resp. Po(z,0)) comme le TEB apres
décodage en sortie du SISO correspondant au code en ligne (resp. en colonne),
ou le premier argument est tel que 2z représente la moyenne des rapports de
vraisemblance logarithmiques a priori. En utilisant la méme méthode que dans
la Sec. 5.2.1, nous pouvons décrire 1’évolution du TEB a la sortie de chaque SISO

en définissant les fonctions non-linéaires hr et ho par

M%dZ%OQ%W—i—%W@J)
(5.2.7)

%mw:%QQWW——

Soit yf* (resp. yF) le TEB & la sortie du SISO correspondant au code en ligne

(resp. colonne) a l'itération I,

le = hR(qub 0)

o R (528)
Y = hc(yl 70)7
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ou de maniere équivalente,

R—hrpohe(y?,, o
Y rohc(yy,0) (5.2.9)

ylc =hco hR(qulaa)'

On voit que cette description est tres semblable a celle proposée pour les
SCC. En effet, un PC est un cas particulier de SCC pour lequel le mot de code
externe (resp. interne) est subdivisé en mots de code indépendants en ligne (resp.
en colonne), grace a l'entrelaceur matriciel. C’est pourquoi toutes les propriétés
liées aux points fixes données par I'Eq. (5.2.6) et le Thm. 5.2.2 s’appliquent a

condition de remplacer P,, P;, h, et h; par Pg, Pc, hr et hc, respectivement.

5.3 Dynamique Non-linéaire du Décodage Itératif
des CC

Pour chaque CC présenté dans la Sec. 2.3.1, nous étudions la dynamique
non-linéaire du décodage itératif a RSB élevé, en supposant que le TEB a at-
teint une valeur suffisamment faible pour pouvoir étre approchée en utilisant les
énumérateurs de poids définis dans la Sec. 5.2. Cette technique permet d’établir
un lien entre les propriétés de convergence du processus de décodage et les pa-

rametres des codes constitutifs.

5.3.1 Dynamique pour les PCC
Cas Général

Théoreme 5.3.1. Pour chaque code constitutif, une approximation du TEB des
bits informatifs P(x,0) est obtenu a partir de 'IRWEFEF A(W, H) comme suit

P(z,0) = %ZZwAw,hQ <\/w (% +x> + h%) :

w>1 h

ot Q(z) = [ q(t)dt.

Démonstration. Le mot de code de longueur-n correspondant a chaque code

constitutif est le mot de code tout-zéro c® = (cf, ..., %). Etant donné que chaque

rn

SISO réalise un décodage au sens du MAP, la probabilité de confondre c® avec

n’importe quel autre mot de code ¢ de poids informatif w et de poids redon-
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dant A sur le canal gaussien a entrée binaire vaut

S (m f<y|c0>P<c°> < O) |

P y|cw,h)P(Cw,h

oty = (y1,...,¥n) est la séquence regue, sachant que c® est transmis.

La vraisemblance de c¢® et ¢ est calculée par un SISO de la maniere suivante

POIEP) = Coxp |30 -2 (Lo + 402

Lk=1

n " 1
P(y|c”™)P(c“") = Cexp Z(l — 26 (;yk + Ak/Q)

k=1

ou C' est une constante et A = (Aj,..., A,) est le vecteur des rapports de

vraisemblance logarithmiques a prior:i. Il s’ensuit que

c’)P(c
" (y(|};Lh;P cwh) =2 (2yk+Ak/2>

ki wh_

Cette expression est une variable aléatoire ayant une distribution gaussienne
symmétrique de moyenne 2 (w (0—12 —I—x) + hg—g) Nous rappelons que pour un
PCC, A vaut zéro pour les bits redondants et est une variable aléatoire gaus-
sienne symmétrique de moyenne 2x pour les bits informatifs. On en déduit que

P,y = <\/ w =+ 35 + h ) Il suffit maintenant d’appliquer la borne par

réunion et la preuve est achevee. O

Remarque 5.3.2. Le lecteur peut se demander pourquot la démonstration précédente
considere une estimation au sens du MAP des mots de code, alors que le décodage
itératif fonctionne avec un décodage au sens du MAP bit-a-bit des codes constitu-
tifs. Nous avons vérifié expérimentalement que bien que l’estimation au sens du
MAP des mots de code et le décodage au sens du MAP bit-a-bit peuvent mener
a des décisions fermes différentes, ces deur méthodes ont néanmoins les mémes
performances en terme de tauzx d’erreur binaire moyen. Nous supposerons donc
que le TEB du décodage au sens du MAP bit-a-bit peut toujours étre assimilé au
TEB de l’estimation au sens du MAP des mots de code, méme si nous n’avons

pas pu le prouver formellement.

Exemple 5.3.3. Supposons que le code convolutif (1,5/7) de rendement 1/2 de
la Fig. 2.6 avec terminaison du treillis soit choisi comme code constitutif. La
Fig. 5.1 illustre h(y,1.180) (courbe en trait plein) pour k = I = 8192. Une

trajectoire de décodage itératif typique, rebondissant de gauche a droite entre les
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courbes z = h(y,1.180) (trait plein) et z = y (trait discontinu et pointillés), est
aussi représentée. Dans cet exemple, h diverge vers linfini pour y ~ 107> & cause
de la diwergence de la borne par réunion, et les trajectoires convergent vers un

point fize y* ~ 1.45e¢ — 8 lorsque la condition initiale yo < 107°.

10"

10°

h(y,1.180)

s
D\

F1G. 5.1 - h(y, 1.180) pour un PCC de rendement 1/3 utilisant des codes convo-
lutifs a 4 états et tel que I = 8192.

D’autres exemples du méme type montrent que les caractéristiques typiques

de la fonction h sont les suivantes :
1. Deux points fixes y* et y**, y* < y**.
2. une région de tunnel [56] sur l'intervalle [y*; y**].
Dans les paragraphes suivants, nous tentons d’expliquer qualitativement le

comportement pres de y = 0, en tant qu'une conséquence des mots de code de

poids informatif un et deux dans les codes constitutifs.

Influence des Mots de Code de Poids Informatif Un

Lorsque la moyenne de I'information a priori 2z est grande, nous approximons

P(z,0) grace a I'inégalité Q(y/z + y) < Q(y/2)e ¥/?
P(z,0) = a(0)Q (Vz) , (5.3.10)

ou
:| h+1

a(o) = % S Au, [e—ﬁ (5.3.11)
h

a condition que a(c) # 0 et & > 0, ce qui implique P(x,0) < a(c)/2. Dans

ce cas, seulement 'effet des mots de code de poids informatif un dans les codes
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constitutifs est pris en compte. En injectant (5.3.10) dans (5.2.2), les points fixes

de la fonction décrivant le décodage itératif d’'un PCC sont les solutions de

1

o2

S(y,0) = Q7 (y)]* -2 {Q‘l (LH 2 —0. (5.3.12)

(o)

On peut montrer que pour tout o > 0, I'Eq. (5.3.12) n’a qu’une seule solution
y* € ]0;a(0)/2] a condition que a(o) soit suffisamment petit. De plus, nous
avons S(y,o) > 0sur Jy*; a(0) /2], ce qui équivaut & [Q ' (y)]> — 5 — P *(y,0) >
P~(y, o) et a partir de (5.2.1), on a h(y, o) < y puisque P(z, o) est une fonction
décroissante de z. La solution y* croit avec a(c). En utilisant (5.3.11), on a que
a(o) croit avec o, donc y* augmente avec 0. Dans I’ Annexe E, nous montrons que
Oh(y,0)

limy o 22)
y*—0 dy y=y*

RSB élevé, h(y, o) admet un point fixe stable qui augmente avec le parametre de

= 0. En terme de dynamique non-linéaire, cela signifie qu’a

controle o.

Remarque 5.3.4. Nous rappelons que les itérée du TEB peuvent atteindre le
point fixe y* uniquement si celui-ci existe et s’il n’y a pas d’autre point fixe inter-
calé entre y* et la condition initiale. Cette hypothese n’est vérifiée que pour des
valeurs asymptotiques du RSB du canal, i.e. une fois que le décodeur dépasse le

sewil de bruit.

Exemple 5.3.5. La Fig. 5.2 illustre S(y,1) sur l'intervalle [0;(1)/2], pour
a(l) = 0.1 (courbe en trait plein, y* ~ 4de — 3) et (1) = 0.01 (courbe en trait

discontinu, y* ~ 3e —5).

8

6L

-12 L L I

F1a. 5.2 — S(y,1) pour a(1) = 0.1 (courbe en trait plein) et «(1) = 0.01 (courbe
en trait discontinu).
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Influence des Mots de Code de Poids Informatif Deux

Si a(o) =0, P(z,0) peut étre approché par
P(z,0) = 8(0)Q (@) , (5.3.13)

ou

(o) = %ZAQ,h [e‘#} : (5.3.14)

a condition que (o) # 0 et z > 0, ce qui implique P(x,0) < 3(c)/2. Dans ce cas,
seulement l'effet des mots de code de poids informatif deux est pris en compte. Ce
modele correspond a des codes convolutifs récursifs systématiques quand I — oo
parce que le nombre de bits redondants générés par un seul bit d’information
non-nul tend vers l'infini. En injectant (5.3.13) dans (5.2.2), les points fixes de la

fonction décrivant le décodage itératif d’'un PCC sont les solutions de

1

S(y,0) = QW) - {@1 (ﬁ)] ~Loo 3

On peut montrer que pour tout o > 0, (5.3.15) n’a pas de solution dans 'intervalle
10; 5(0) /2], a condition que (o) soit suffisamment petit. De plus, nous avons
S(y,o) > 0 sur |0; 5(0)/2], ce qui équivaut a h(y, o) < y.

Exemple 5.3.6. La Fig. 5.3 illustre S(y,1) sur lintervalle [0;5(1)/2] pour
B(1) = 0.1 (courbe en trait plein) et 3(1) = 0.01 (courbe en trait discontinu,).

8

L L L
10° 107 10° 107 10
y

Fia. 5.3 — S(y,1) pour 5(1) = 0.1 (courbe en trait plein) et 5(1) = 0.01 (courbe
en trait discontinu).
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Cependant, en observant que h est donné par (D.0.1) en choisissant A =

B = 2 et € = (o), on montre dans ’Appendix D que lim, o h(y,o) = 0 et
2

ahg’y’g) = (6(0)62%2) . Il s’ensuit qu’a RSB élevé, y = 0 est un point fixe

de h dont la stabilité est donnée par

limy_>0

Blo)es® < 1. (5.3.16)
Ce résultat a déja été obtenu dans [60].

Remarque 5.3.7. Insistons sur le fait que les résultats, obtenus lorsqu unique-
ment les mots de code de poids informatif un et deux sont pris en compte, sup-
posent que les approximations du TEB sont wvalides, ce qui est vrai seulement
quand I est grand. Si cette hypothése n’est pas vérifiée, la méthode générale
présentée au début de la Sec. 5.3.1 doit étre appliquée pour déterminer la dy-

namique du décodage itératif pres de zéro.

5.3.2 Dynamique pour les SCC
Cas Général

Théoreme 5.3.8. Pour le code externe, une approrimation du TEB pour les bits
informatifs et redondants P,(z,0) est obtenue a partir de la WEF A°(Z) comme
sutt
1 < 1
Pw,0) = 5 > dAQ ( d (9 —i—x>> .
d:dgm'n
Pour le code interne, une approzimation du TEB pour les bits informatifs P;(x, o)
est obtenue a partir de 'IRWEF AY(W, H) comme suit

Rie) = 15t (o (L +0) +nk)

w>1 h

Démonstration. Premierement, nous rappelons que la taille de ’entrelaceur [
dans le contexte des SCC est égale au nombre total de bits générés par le code
externe et au nombre de bits informatifs du code interne. Donc P;(z, o) est sim-
plement obtenu en remplagant A(W, H) par A*(W, H) dans le Thm. 5.3.1. En
modifiant la preuve du Thm. 5.3.1 en prenant en compte le fait que de I'informa-
tion a priori est disponible a la fois pour les bits informatifs et les bits redondants

dans le code externe, on obtient I'expression de P,(z, o). O
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Exemple 5.3.9. Supposons que le code convolutif (1,5/7) de rendement 1/2
soit choisi comme code mere. Le code interne de rendement 1/2 est obtenu en
terminant le treillis du code mére. Le code externe de rendement 2/3 est ob-
tenu en terminant le treillis du code mere et en poinconnant alternativement les
bits redondants, comme il est proposé dans [61]. En choisissant k = 1024, on
al = {%—‘ = 1539. La Fig. 5.4 illustre h,(y,1.3) (courbe en trait plein) et
hi(y, 1.3) (courbe en trait discontinu). Une trajectoire de décodage itératif typique,
rebondissant de gauche a droite entre les courbes z = h,(y,1.3), z = h;(y,1.3)
et z = y (courbe en trait discontinu et pointillés), est aussi représentée. Les

trajectoires convergent vers un point fize y* ~ 5.9e — 11.

10°

z=h (y,1.3)
10° £ °

10°
10° E
z=h‘(y, 1.3)

10° £

10° & - -

10° | P
10 Zr

10 F z 7

w7

Fic. 5.4 — ho(y,1.3) et h;(y,1.3) pour un SCC de rendement 1/3 utilisant des
codes convolutifs terminés a 4 états et tel que I = 1539.

D’autres exemples du méme type montrent que les caractéristiques typiques

des fonctions h, et h; sont les suivantes
1. Un point fixe y* < 1.

2. Une région de tunnel ouverte pour h;(y, o), mais une convergence tres ra-
pide pour h,(y, o), sauf si d2,,. = 2.

min

5. 3 < 2489 < 1ot 0 < 2500) 1, pour y — ', saut s iy,

=2

Dans les paragraphes suivants, nous tentons d’expliquer qualitativement le
comportement pres de y = 0, en tant qu'une conséquence des mots de code de

poids minimum dans les codes constitutifs.
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Influence des Mots de Code de Poids Informatif Un dans le Code

Interne

Lorsque la moyenne de l'information a priori 2z est grande, nous approchons

P,(z,0) et Pi(z,0) grace a I'inégalité Q(\/z +y) < Q(/z)e ¥/?

Py(,0) = a0(0)Q (V)

(5.3.17)
Py(z,0) = a;(0)Q (V) ,
ol
. A% L 7d.
OJO(O' _ mzn[ s i |:€,2072]
(5.3.18)

1 , L 1+l
a;(0) = TZA?M [eiﬁ]
h

a condition que a;(0) # 0 et x > 0, ce qui implique P,(z,0) < a,(0)/2 et

P(xz,0) < a(0)/2. Dans ce cas, uniquement 'effet des mots de code de poids

informatif un (resp. de poids d?,,,) est pris en compte dans le code interne (resp.
externe). It résulte de (D.0.6) et (D.0.7) que h, et h; sont des fonctions croissantes
de y. En injectant (5.3.17) dans (5.2.6), les points fixes des fonctions décrivant

le décodage itératif d'un SCC sont les solutions de

S(y,0) =[Q7'(y))* - d;}im {Q_l (ao?éﬁ))r - {Q_l <O"'i/0)>r ! 012(5,3?19)

> 1, pour tout o > 0, (5.3.19) n’a qu’une seule

o
mwn

On peut montrer que puisque d
solution y* € ]0; min (a,(0), a;(0)) /2] & condition que «a,(0) et a; (o) soient suf-
fisamment petits. De plus, nous avons S(y,c) > 0 sur |y*; min (a,(0), a;(0)) /2],
ce qui équivaut & h,(y, o) <y et h;(y,0) < y. On peut montrer que y* croit avec

a,(0) et a;(o) et décroit avec d2,,,,. En utilisant (5.3.18), on a que «,(0) et a;(0)

min’

croissent avec o, donc y* augmente avec 0. Dans I’Annexe F, nous montrons que

ahﬂ(y»g) | 1
9y ly=y~

les conditions 1 a 4 du Thm. 5.2.2 sont vérifiées sur un voisinage J de y*. En

] — 3 ah(y’g) —
limy« o = 0 and limy-_,g oy |y:y* = 1— %—. Nous concluons que

min

terme de dynamique non-linéaire, a RSB élevé, h, o h; et h; o h, ont le méme
point fixe stable, qui augmente avec le parametre de controle o et décroit avec
dO

min*
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Influence des Mots de Code de Poids Informatif Deux dans le Code

Interne

Si 'approximation de P,(z, o) proposée dans (5.3.17) est toujours valide, mais

que «;(0) = 0, alors P;(x,0) peut étre approché par
Pi(z,0) = Gi(0)Q (\/2:5) , (5.3.20)

ou

Bi(0) = %ZAQJL [QQ]HQ, (5.3.21)

h

A condition que (o) # 0 et x > 0, ce qui implique P;(z,0) < B;(0)/2. Dans
ce cas, uniquement l'effet des mots de code de poids infomratif deux est pris en
compte dans le code interne. Ce modele correspond a un code interne convolutif
récursif systématique quand I — oo parce que le nombre de bits redondants
générés par un seul bit d’information non-nul tend vers linfini. I résulte de
(D.0.6) et (D.0.7) que h, et h; sont des fonctions croissantes de y. En injectant
(5.3.20) dans (5.2.6), les points fixes des fonctions décrivant de décodage itératif

d’un SCC sont les solutions de

ste) =@t~ 5 [0 ()] 3 [0 (58] - %53‘2'2 |

On peut montrer que puisque d%,. > 1, pout tout o > 0, (5.3.22) n’a pas de

min

solution dans l'intervalle |0; min (a, (o), 5;(c)) /2], & condition que a,(0) et F;(o)
soient suffisamment petits.
De plus, nous avons S(y,o) > 0 sur |0; min (a,(0), a;(0)) /2], ce qui équivaut a
ho(y,0) <y et hi(y,0) <y.

Nous étudions maintenant le comportement des fonctions au voisinage de
7€r0.

La fonction h, est obtenue en multipliant (D.0.1) par «a,(0)/Bi(o) et en choi-
sissant A = d,

min’

en multipliant (D.0.1) par §;(0)/a.(0) et en choisissant A = 2, B = d2,,,, et

min

B = 2 et € = f;i(0). De méme, la fonction h; est obtenue

€ = a,(0). On montre dans Annexe D que lim, .o h,(y, o) = lim,_o h;(y,o) = 0.

Cas d°

min

2

En utilisant (D.0.8), nous avons

Oh,(y, 1)\ 2
i 507 = ae)510) (<5
oh;(y, 1
ILH% = ay(0)i(o) (e77)
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Nous en déduisons que les conditions 1 a 4 du Thm. 5.2.2 sont vérifiées en un
voisinage J de 0. Il s’ensuit qu’a RSB élevé, y = 0 est un point fixe de h, o h; et

h; o h, dont la condition de stabilité est donnée par

ao(0)Bi(0)ess? < 1. (5.3.23)
Cas dy,,,, > 2
De Annexe D.2.2.1, il suit que lim, ., ah"a(;/"’) = lim, o ahgz %) — (). Nous en

déduisons que les conditions 1 a 4 du Thm. 5.2.2 sont vérifiées en un voisinage
J de 0. Donc a RSB élevé, 0 est un point fixe superstable de h, o h; et h; o h,,.

Nous désirons caractériser la vitesse de convergence du processus de décodage
itératif vers 0. Dans ce but, nous définnissons la vitesse de convergence de h, par
max {r € N: lim,_. h"(y o) = 0} et la vitesse de convergence de h; par

hi . .
max { r € N:lim, % = 0}. Intuitivement, la vitesse de convergence mesure

le nombre de digits de précision gagnés lors de la convergence vers le point fixe par
une itération des fonctions. Dans I’Annexe D.2.2.2, nous montrons que la vitesse
2) et que la vitesse de convergence de h; vaut
> 1, la

..
vitesse de convergence de h, vaut [%—‘ — 1 et la vitesse de convergence de h;

de convergence de h, vaut r(d?

min)

r(2,d%,;,), ou r(.,.) est défini par (D.0.14). En particulier, lorsque d?

) 'man man

vaut 1.

5.3.3 Dynamique pour les PC
Cas Général

Théoreme 5.3.10. Pour le code en ligne, une approximation du TEB des bits
informatifs et redondants Pr(x,0) peut étre obtenue a partir de la WEF AR(Z)

comme suit
Pg(z Z dARQ< ( +x)>

ddR

Pour le code en colonne, une approximation du TEB des bits informatifs et re-

dondants Po(z,0) peut étre obtenue a partir de la WEF A®(Z) comme suit

Po(z ZdACQ< < +x)>

ddc

man

Démonstration. En modifiant la preuve du Thm. 5.3.1 en prenant en compte le

fait que de I'information a prioriest disponible a la fois pour les bits informatifs et
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les bits redondants dans les lignes et les colonnes du PC, on obtient les expressions

proposées de Pg(x,0) et de Po(z,0). O

D’autres exemples du méme type montrent que les caractéristiques typiques

des fonctions hgr et he sont les suivantes
1. Un point fixe en 0.

2. Pas de région de tunnel, mais une convergence tres rapide de hgr et h¢,

pour y proche de 0, excepté quand df, =dS. =2.

3.0< ahR(y’U) <let0< ahC(y’ ) < 1, pour y proche de 0, excepté quand
dR. = dC _

min min

Dans le paragraphe suivant, nous tentons d’expliquer qualitativement le com-
portement pres de y = 0, en tant qu'une conséquence des mots de code de poids

minimum dans les codes constitutifs.

Influence des Mots de Code de Poids Minimum

Lorsque la moyenne de I'information a priori 2z est grande, nous approchons

Pr(z,0) et Po(x,0) par

Pr(r,0) = ar(o)Q E dﬁmx) (5.3.24)

Pete. ) = aclo) (y/d5).
ol
drlp%@mAfR 1 dﬁin
aR(U) __ Tmin [67?}
ngr
5.3.25
dS,,AS. L qac ( )
C(c(U) _ min [67272} ,
nc

a condition que = > 0, ce qui implique Pg(z,0) < ag(0)/2 et Po(x,0) <
ac(0)/2. Dans ce cas, uniquement 'effet des mots de code de poids minimum
dans les lignes et les colonnes est pris en compte. Il resulte de (D.0.6) et (D.0.7)
que hgr et he sont des fonctions croissantes de y. En utilisant (5.3.24), les points

fixes des fonctions décrivant le décodage itératif d'un PC sont les solutions de

stwo)= @0 - [0 (5] - [ (aiw)réwg

On peut montrer que parce que d¥, > 1 et d®, > 1, pour tout o > 0, (5.3.26)

min

n’a qu'une seule solution dans l'intervalle |0; min (ag(0), ac(0)) /2], & condition
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que ag(0) et a (o) soient suffisamment petits. De plus, nous avons S(y, o) > 0
sur |0; min (ag(0), ac(0)) /2], ce qui équivaut a hr(y,0) <y et ho(y, o) < y.

Nous étudions maintenant le comportement des fonctions au voisinage de
0. La fonction hg est obtenue en multipliant (D.0.1) par ag(o)/ac(o) et en
choisissant A = d®, | B = dS,, et ¢ = ac(o). De méme, la fonction he est
obtenue en multipliant (D.0.1) par ac(c)/agr(o) et en choisissant A = dS,
B =d},,

lim, o he(y,0) = 0.

et € = ag(o). Nous montrons dans I’Annexe D que lim, o hgr(y,0) =

Cas df. = (¢

min min

=2

D’apres (D.0.8), nous avons

. Ohg(y,0) 1)?
lim =50 = an()ac(o) (¢

. 3}10(9»0) _ o 2
i%aiy = ag(0)ac(o) <e2o ) :

Nous en déduisons que les conditions 1 a 4 du Thm. 5.2.2 sont vérifiées en un
voisinage J de 0. Il s’ensuit qu’a RSB élevé, y = 0 est un point fixe de hr o he

et h¢ o hr dont la condition de stabilité est donnée par

OzR(J)aC(U)G%% < L (5.3.27)

Cas max (d¥;,,dS,,) > 2

De I’Annexe D.2.2.1., il suit que lim,_, 8h%§“’) = lim,_,, %CT(;J"’) = 0. Nous

en déduisons que les conditions 1 & 4 du Thm. 5.2.2 sont vérifiées en un voisinage

J de 0. Donc, 0 est un point fixe superstable de hr o h¢ et hg o hp.

Dans I’Annexe D.2.2.2, nous montrons que la vitesse de convergence de hg
vaut r(df, . dS. ) et que la vitesse de convergence de he vaut r(dS,, ,d=, ). En
particulier, lorsque df, > 1 et dS,, > 1, la vitesse de convergence de hp vaut
df. —1 et la vitesse de convergence de ho vaut dS;, — 1.

min

R _ JC

Remarque 5.3.11. Dans le cas particulier ou d,;,, in = 2, MOUS Pouvons
supposer que les codes en ligne et en colonne sont des codes de parité. De cette
facon, le rendement est maximal puisque tout code de distance minimum deux
doit avoir au moins un bit de redondance. Dans un tel code produit, chaque bit
vérifie exactement deux équations de parité, ’équation de parité correspondant
respectivement a la ligne et a la colonne a laquelle il appartient. Par conséquent,
ce code produit est un code LDPC irrégulier de distribution des degrés a gauche

Mz) = et de distribution des degrés a droite p(z) = 5 (z"# ' + 2" ). La
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condition de stabilité du décodeur a passage de messages est alors [7]

1 1
(nr );("C ) < eis (5.3.28)

En rappelant que pour un code de parité, nous avons
2 (nRr -1 2
{ ar(o) =2 ('7) [6 2”2]
2
aclo) = () e,

le décodeur itératif qui consiste en un décodage SISO successif des lignes et des

colonnes a une condition de stabilité donnée par (5.3.27), soit

1

V(ng —1)(ng — 1) < ez?.

Cette condition est compatible avec (5.3.28) si l'on considére que les moyennes
arithmétique et géométrique de ngr — 1 et ng — 1 sont approximativement les
meémes. Notons que puisque la moyenne géométrique est magjorée par la moyenne
arithmétique, la stabilité du décodeur ligne/colonne est légérement meilleure que

la stabilité du décodeur a passage de messages lorsque ng # nc.

Nous insistons sur le fait que la dynamique du décodeur itératif au voisinage
de 0 est une conséquence des mots de code de poids 2 dans les codes constitutifs,
bien que le code produit lui-méme ne contienne aucun mot de code de poids 2,
puisque sa distance minimum vaut d, x dS. =4 [13].

min min

5.4 Conclusions

Nous avons présenté un modele analytique approché du décodage itératif des
codes concaténés. En supposant que la densité de probabilité de 'information
extrinséque peut étre approchée par une gaussienne, nous avons décrit I’évolution
du TEB a la sortie des décodeurs constitutifs comme les itérées d’'une fonction
non-linéaire pour le canal gaussien a entrée binaire.

A RSB élevé, nous avons montré comment les points fixes du systeme de

décodage itératif et leur stabilité dépendent des parametres des codes constitutifs.
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Chapitre 6

Propriétés en Terme de Distance
des Codes LDPC

Dans ce chapitre, nous étudions les propriétés en terme de distance des codes
LDPC en utilisant la construction de l’ensemble proposée par Richardson et
al. [6]. En premier lieu, nous montrons que pour les codes LDPC réguliers, les
propriétés en terme de distance de l’ensemble de Gallager (voir Sec. 2.2.2) et
de I'ensemble de Richardson et al. sont identiques. Ensuite, nous étudions les
propriétés en terme de distance des codes LDPC irréguliers qui ont recu peu
d’attention jusqu’a présent. En particulier, nous interprétons la condition de
stabilité de I’évolution de densité en tant qu'une condition suffisante pour que la

probabilité d’erreur due aux mots de code de poids faible tende vers zéro.

6.1 Construction de I’Ensemble de Richardson

et al.

La construction de I'’ensemble des codes LDPC proposée par Richardson et
al. [6] consiste a connecter aléatoirement les noeuds de variable aux noeuds de
parité dans le graphe bipartite du code (voir Sec. 2.3.1), ainsi que la Fig. 6.1

I'illustre.

6.2 Propriétés en Terme de Distance des Codes
LDPC Réguliers

Les propriétés en terme de distance des codes LDPC réguliers ont déja été
présentées dans la Sec. 2.2.2 pour I'ensemble de Gallager. Bien que l’ensemble

de Gallager soit seulement un sous-ensemble de I’ensemble de Richardson et al.,

109



noeuds de variable noeuds de parité

PERMUTATION ALEATOIRE

Fi1G. 6.1 — Construction de I’ensemble des codes LDPC par Richardson et al..

nous allons montrer que les propriétés en terme de distance sont les mémes.
Considérons 'ensemble des (n,d,,d.) codes LDPC réguliers défini par la
construction de Richardson et al.. Par commodité, nous introduisons le code
en bloc C' qui consiste en la concaténation de d,n/d. codes de parité de lon-
gueur d.. De maniere évidente, C' correspond a toutes les équations de parité
représentées sur la partie droite de la Fig. 6.1. Considérons a nouveau le code
LDPC. Si chaque noeud de variable dans un mot de code de longueur n est répété
d,—1 fois, les d,n digits résultants, apres permutation aléatoire, doivent satisfaire
les contraintes imposées par le code en bloc C. Soit N(d), pour d = 0,...,nd,,
le nombre de mots de code de poids d dans le code C'. La probabilité quune
séquence quelconque de longueur nd, et de poids d soit un mot de code de C

apres permutation aléatoire vaut

C’est pourquoi la probabilité qu’'une séquence quelconque de longueur nd, et de

poids [ soit un mot de code dans I’ensemble des codes LDPC vaut
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En considérant que le nombre total de séquences de longueur nd, et de poids [
est (7), le nombre moyen de mots de code de poids [ dans I’ensemble des codes
LDPC vaut

Théoreme 6.2.1. Le nombre moyen de mots de code de poids | dans ’ensemble
des (n,d,,d.) codes LDPC réguliers défini par la construction de Richardson et
al. est donné par

N(l) < C(6,n) exp(—nB(6,d,,d.)), (6.2.1)

o

C(6,n) = /dy exp L;n <1 i dv5(11 - 5)”

B(4,d,,d.) = (d, — 1)H(0) — %,udc(s) + d,so0

(1+e%)% 4 (1—e)™
2

s)=1In
fg, ()

de
H(8) = —61nd — (1 —8)In(1 — 8).

fha, (

5 —

Notons que comme 'exposant B(9d,d,,d.) est le méme que pour ’ensemble
de Gallager, les propriétés en terme de distance sont les mémes. En particu-
lier, la plupart des codes dans l’ensemble ont une distance minimum proche
de ou supérieure a dyn ou &y est 'unique solution de B(d,d,,d.) = 0, pour
0 < § < 1/2. De plus, lorsque d. tend vers l'infini, d, tend vers la borne de
Gilbert-Varshamov qui correspond au rapport de distance minimum typique pour

I'ensemble équiprobable des codes (voir Sec. 2.2.2).

Démonstration. Tout d’abord, en utilisant la formule de Stirling
1/2_n 1/2.n 1
(2mn)*n" exp(—n) < n! < (2mn) “n"exp ([ —n + Ton
n

nous avons

(7;) - (:5) < [27nd(1 - 6) 7 exp (nH (0) + ﬁ) , (62.2)

oud=1I/nand H(§) = —dInd — (1 —§)In(1 — J). De méme, nous avons

(%L)_l _ (CZ“:(;) < [2mnd,8(1 — §)]* exp (—nde (9)+ m) |
(6.2.3)
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L’énumérateur de poids d'un code de parité de longueur j s’écrit [4]

1+2)yY+(1-2)
; :

Aj(Z) =

Définissons g¢;(s) = A;(Z = €°) et p;(s) = Ing;(s). Il suit que I'énumérateur de

poids du code en bloc C' s’écrit

ndy

D N(d)e* = g, (s)™m" (6.2.4)
d=0

La partie gauche de (6.2.4) peut étre minorée par N(d)e*¢ quels que soient s et

d, de sorte que

N(d) < exp (ndv Nd;[ES) . sd) . (6.2.5)

L’exposant dans (6.2.5) est minimal quand

(6.2.6)

Il résulte de (6.2.5) et (6.2.6) que

N(d,l) < exp [ndv (“dzlis) - 55)} (6.2.7)

et I'exposant est minimisé quand

(6.2.8)

Finalement, en combinant (6.2.2) et (6.2.3) avec (6.2.7) la preuve est achevée.
U

6.3 Propriétés en Terme de Distance des Codes
LDPC Irréguliers

Considérons 'ensemble des (n, A, p) codes LDPC irréguliers défini par le
construction de Richardson et al.. Le polynome de distribution des degrés des
noeuds de variable (resp. de parité) A(z) (resp. p(x)) est de degré d, (resp. d.).

Notons n; = a;n le nombre de noeuds de variable de degré 7, nous avons

- Zz)\’ﬁ/z
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Sauf mention expresse du contraire, les notations » ., [ [, min; et max; désignent
une somme, un produit, une minimisation et une maximisation portant sur tous
les indices 7 allant de 2 & d,,, pour lesquels \; # 0. De méme, ; et IT ; désignent
une somme et un produit portant sur tous les indices j allant de 2 a d., pour
lesquels p; # 0.

Rappelons que (p;/j)(3_,in;) est le nombre de noeuds de parité de degré j
dans le graphe bipartite du code LDPC. Par commodité, nous introduisons le
code en bloc C' qui consiste en la concaténation de (p;/j)(D_, in;) codes de parité
de longueur j, pour tous les 5 = 2,...,d.. De maniere évidente, C correspond
a toutes les équations de parité représentées sur la partie droite de la Fig. 6.1.
Considérons a nouveau le code LDPC. Si chaque noeud de variable de degré i

dans un mot de code de longueur n est répété i — 1 fois, le nombre de digits

. n
Zi:zni N Zz )‘i/i

Nous appellerons cette opération une répétition irréquliere par rapport a la distri-

résultant vaut

bution \. Apres permutation aléatoire, ces digits doivent satisfaire les contraintes
imposées par le code en bloc C. Soit N(d), pour d = 0,...,» . in;, le nombre
de mots de code de poids d dans C. Considérons une séquence de longueur n
comportant [; uns et n; — [; zéros dans les positions correspondant a des noeuds
de variable de degré i, pour tous les 7 allant de 2 to d, pour lesquels \; # 0. Les

contraintes 0 < [; < n;, pour i = 2,...,d,, doivent étre satisfaites et le nombre

(y)

)

de ces séquences est

Apres répétition irréguliére par rapport a A et permutation aléatoire, la proba-
bilité qu’une séquence quelconque de ce type soit un mot de code de C' vaut
N (3, il)

(%5)

Par conséquent, le nombre moyen de mots de code de poids | dans I’ensembles

des (n, A, p) codes LDPC irréguliers s’écrit
1Y, L=l (Ziili) i N7

La somme dans (6.3.9) porte sur toutes les décompositions possibles des [ bits
non-nuls en [; bits non-nuls situés dans les positions correspondant a des noeuds

de variable de degré i.
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Definition 6.3.1. a = (g, ...,aq,) est une distribution si et seulement si
1. 0< a; <1, pouri=2,...,d,.
2. a; =0 quand \; =0, pouri=2,...,d,.
3. > a;=1.

Maintenant, soit 6 = [/n et introduisons une distribution a telle que I; =
no;d, pour i = 2, ..., d,. On vérifie aisément que ) . I; = [. De plus, les contraintes
0<Il;<n;, pouri=2,...,d,, imposent 0 < § < min; <Z—> Alors nous pouvons

réécrire (6.3.9) comme

Ny=% NETE—ZGZ)O‘) 11 (:jé) , (6.3.10)

nd Yy, iy i
ol la somme porte sur toutes les distributions possibles .

Théoreme 6.3.2. En supposant que les distributions des degrés A\ et p soient
fizées, le nombre moyen de mots de code de poids I, dans l’ensemble des (n, A, p)
codes LDPC irréquliers défini par la construction de Richardson et al, est donné
par

N(1) <) C(6,a,n) exp(—nB(d, ), (6.3.11)

o

~[2mn0 (D, i) (D2, i(as — ud)) /(D ia) 1/2
C((S, (& n) - |: Hz (27T7LO(1‘5(CL2' — Ocl(5>/az) :|

1 1 1 1
X exp [m (522. i S i@ —aw) T Z E)]
B(S,a) = (Zza)H <§z‘;‘5) - aH <Z—5>

7

— (Ziai) Z %uj(s) + sézi:iozi

%

210 N Py
0= " Hl(s).
2100 7

Démonstration. Tout d’abord, en utilisant la formule de Stirling, on a

Q

(mz) < [rnosb(a; — oud)/ad -} exp [naiH (a—é) T } (6.3.12)

no;o i 12na;
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De méme, on peut montrer que

(12m) < [M(m) (Z“@f . ai(s)) /(ng]

(2 K3 K3

1
2

« exp [_n<2iai>H @ gja) b ( 521 ot Zﬂ(“il “ad)

1

(6.3.13)
L’énumérateur de poids du code en bloc C' s’écrit
ny., ia; . ‘
> N(d)er =[] gi(s)s/nEsion, (6.3.14)
d=0 j

La partie gauche de (6.3.14) peut étre minorée par N(d)e*? quels que soient s et

d, de sorte que

i

N(d) < exp ((nZzaJ Z p—,j,uj(s) — sd> . (6.3.15)
— J
j
L’exposant dans (6.3.15) est minimal quand

d= (anJ Z %u;(s) (6.3.16)
11 résulte de (6.3.15) et (6.3.16) que
N<n5 Z iai) < exp [—n (— < Z iai) Z %,uj(s) + s Z iai>] (6.3.17)

et I'exposant est minimisé quand

> la; Pi
— £ 200 (s). 318
0 SR Ej juj(é’) (6.3.18)

Finalement, en combinant (6.3.12) et (6.3.13) avec (6.3.17) la preuve est achevée.
(|

A Taide des deux théoremes suivants, nous analysons la probabilité d’erreur

due aux mots de code poids faible.

Théoréme 6.3.3. L’ezposant B(J, o) vérifie
1. Pour tout A\, p et o

lim B(d, ) = 0.
6—0
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2. Pour tout X\, p

lim ———— =

0B(4, ) { —In(N(0)p'(1)) siag=1 et a; =0, pouri> 2
6—0 00

+00 Sinon.

Notons que la distribution a peut étre définie par as = 1 et a; = 0, pour

i > 2 seulement lorsque s # 0.

Démonstration. 1. Nous commengons par calculer B(d, ) quand 6 — 0.
Premierement, considérons ’expression de ¢ trouvée dans le Thm. 6.3.2.

Alors § — 0 est équivalent a s — —oo et pour j > 2

lim s(s) = lim se® [(1+ es)j—l —(1- es)j—l]

. . =0.
s§——00 §——00 (1 + BS)J + (1 — es)j

Il s’ensuit que limy_,_o, 50 ), ia; = 0.
De plus, pour j > 2, lim,_,_, p;(s) = 0 et lim, o H(x) = 0. en combinant
ces résultats, on obtient lims_o B(J, ) = 0, V(A p, o).

2. Nous démontrons maintenant la seconde partie du théoreme. Considérons

'expression de B(J, ) trouvée dans le Thm. 6.3.2, nous obtenons

DO 5t (25 (St (B (S

) 7

—(Zm> ;%Mg(s) + (Zza)é] .

7

L0
100

En utilisant ’expression de § trouvée dans le Thm. 6.3.2, nous obtenons la

simplification suivante

iy
(9B Z ia; 5
—- Y (S B (S ).
3, da; zal
(6.3.19)
En procédant a la substitution
_l=e
o 14es’

0 — 0 devient équivalent a z — 1. Dans I’Annexe H, nous montrons que
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(6.3.19) est de la forme

« —z sde—1 (Ziz’ai)—1
%ﬁ;’):lﬂ 14_2 (11—2@—1) - ((Zm,) —1) In(14 €(2))
+<Ziai> In(1 — ey(2 Zazln 2) — es(2)),

%

(6.3.20)
avec
ilf% e1(2) 1
j<dc
lin% €2(2) =0
limI';(z) = % 2 )
z—1 a; Y. la;
Par conséquent, nous avons
limIn(l + e (2)) = —In(d, — 1) + In (dc 1Y p(d. j))
z—1 o
—ln(d, — 1 +1n<dc—1—d ij—i-Zp]j)
j<dec Jj<dc
—In(d. — 1) +1n<—1+d< ij>+2p]j>
j<dc j<dc
“ln(d, — 1) +1n<—1+z,0]j>
—In(d, — 1) +ln<2p]j—1>

=—In(d. — 1) +1Inp'(1).
Pour la distribution particuliere o définie par as = 1 et ay; = 0, pour @ > 2

hH} FQ( ) == )\2 )\,<0)
lim Z a; In(T;(2) — €2(2)) = In N(0).

Z—)l

Pour la distribution particuliere ac définie par ay = 1 et a; = 0, pour ¢ > 2

nous avons y . ic; = 2. Pour toute autre distribution, ) . ia; > 2) . o = 2.

Maintenant, en utilisant l'identité (1 — 2") = (1 — 2)(1 + 2 + -+ + 2" 1),
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nous obtenons

1—z [1+4 21 (z"iai)fl
lim In
z—1 14+ 2 \1— zde—1

de—1 (Ziiai)_l
:hmln{(uz ) 1 1 }

z—1 (1_ch_l)(ziiai)f21+21+Z+"'+2d072

_{ —In(d.—1) siay=1eta; =0, pouri > 2

+00 sinon.

En combinant ces limites, on obtient immédiatement le second résultat du

théoreme. ]

Théoréme 6.3.4. Considérons l'ensemble des (n, A, p) avec \ et p choisis de
maniere arbitraire. Pour une modulation BPSK sur les canaux AWGN et a
é¢vanouissement de Rayleigh, une condition suffisante pour que la probabilité d’er-
reur due aux mots de code de poids faible tende vers zéro quand n tend wvers

linfini, est donnée par la condition de stabilité de [’évolution de densité.

Démonstration. Soient o, r et Ej, /Ny 1'écart-type du bruit gaussien, le rendement
de codage et le rapport énergie par bit sur densité spectrale de puissance du bruit,

respectivement. Nous avons
1
2

0" = ——0—.
QTEb / No

Supposons que les bits encodés soient transmis par modulation BPSK. Alors, sur

le canal AWGN, la probabilité de détecter un mot de code qui differe du mot de

code transmis en [ positions binaires vaut [24]

P) = O (,/%fﬂ < (e—ziz)l.

La borne par réunion de la probabilité d’erreur des mots de code P,, correspon-

dant aux mots de code de poids faible, est obtenue pour 6 = I/n — 0 comme

suit

1\ nd
P, < (1Sim C(6, a,n) exp(—nB(J, o)) (e_zo_2>

—0
< ZlimC’(5 a,n)exp |—n | B0, o) + 0 :
_— a 6—>0 7 ) ) 20_2
Une condition suffisante pour que P, — 0, lorsque n — oo est donc

_ )
(lsli% B((S,a) + th >0, Va.
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Cette condition peut étre réécrite de la maniere suivante

max lim (—M) <1 (6.3.21)

o 5-0 ) 202

D’apres la premiere partie du Thm. 6.3.3, nous avons lims_o B(d, ) = 0, par

max lim <—B(5’a)) — max lim (—M) .

conséquent

o 5-0 0 o 550 00

Finalement, en utilisant la deuxieme partie du Thm. 6.3.3, (6.3.21) est bien

équivalent a la condition de stabilité de I’évolution de densité [7], a savoir

1

N(0)p'(1) < e202.

De méme, sur le canal de Rayleigh sans mémoire, la probabilité de détecter

un mot de code qui differe du mot de code transmis en [ positions binaires est

P(l) < (1+1ﬁ>l.

La borne par réunion de la probabilité d’erreur des mots de code P,,, correspon-

majorée par [24]

dant aux mots de code de poids faible, est obtenue pour § = [/n — 0 comme

suit

1 nd
P, < lim > C(0,a,n) exp(—nB(d, av)) (1 n #)

< Y lim C(6, ) exp [—n (3(5, @) +61n (1 + i))} .

202

Une condition suffisante pour que P, — 0, lorsque n — oo est donc

202

1
(lsir%B((S,a) +0ln <1 + —) >0, Ve

En utilisant le Thm. 6.3.3, cette condition devient équivalente a la condition de

stabilité de I’évolution de densité [10], a savoir

/ / 1
N(0)p/(1) < 1+ 5.

O

Nous concluons ce chapitre avec une remarque a propos de la comparaison

entre I’ensemble des codes LDPC irréguliers et ’ensemble aléatoire des codes.

Definition 6.3.5. La distribution des degrés a droite p(x) = Z?CZQ pjxi~t est
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concentrée sur un nombre fini de termes s’il existe un entier fini F' tel que p;

soit non-nul que pour j =d. — F +1,...,d..

Remarque 6.3.6. Nous pouvons décomposer [’exposant obtenu dans le Thm. 6.53.11

de la maniére sutvante

B, o) = — Za,-H <Z—:5> + (Ziai> Z%lrﬁ + R(0, o),

)

ou

R(0,x) = (Zial)H <§iig§5>—(2m2> Z % In[(1+¢€) +(1- es)j]+s5;iai.

% %

On peut montrer que si p est concentré sur un nombre fini de termes, R(J, o) —
0, lorsque d. — oo. En appliquant 'inégalité de Jensen a la fonction convexe H,

la borne suivante est valide quand d. — oo
B(j, o) = —ZaiH (ﬁé) +(1—-7r)ln2>-H0)+(1—7r)In2
, Q;

et la borne est atteinte pour la distribution o définie par a; = a;, quel que soit i.
Par conséquent, lorsque n — oo, la somme dans (6.3.11) est dominée par [’expo-
sant de ’ensemble aléatoire des codes, a savoir —H (0)+(1—r)1In2 [3]. Cependant,
dans la pratique, d. reste inférieur a 20. Nous avons constaté expérimentalement
que pour d. < 20, de mauvaises distributions o existent, tel que B(J,a) = 0
a une racine positive g au voisinage de zéro. Pour les codes LDPC irréquliers,
la distance minimum ne s’approche pas de la borne de Gilbert-Varshamov, car
il existe des distributions telles que R(d, ) tend lentement vers zéro quand d.

augmente.

6.4 Conclusions

Nous avons présenté une méthode pour évaluer le spectre des distances moyen
de 'ensemble des codes LDPC pour la construction proposée par Richardson et
al. [6], en nous basant sur les équations de parité définissant cet ensemble.

Il est intéressant de constater que ’ensemble proposé par Richardson et al.
et 'ensemble de Gallager ont les mémes propriétés en terme de distance.

Pour I'ensemble des codes LDPC irréguliers, un lien entre ’évolution de den-
sité et les propriétés en terme de distance a été établi. En effet, la condition de
stabilité de I’évolution de densité est une condition suffisante pour que la pro-

babilité d’erreur due aux mots de code de poids faible tende vers zéro lorsque la
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taille du code tend vers I'infini.
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Troisieme partie

Application des Systemes de
Décodage Itératif aux Modems

Filaires et Non-filaires
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Chapitre 7

Analyse de Performance des
Systemes VDSL avec Modulation
DMT de Type BICM

Les systemes VDSL (“very high bit-rate digital subscriber line”) basés sur la
modulation DMT (“discrete multitone”) divisent le spectre des cables téléphoniques
en un grand nombre de sous-porteuses orthogonales utilisant une modulation
d’amplitude en quadrature (MAQ) codée. Une analyse approchée qui estime le
taux d’erreur binaire en fonction du rapport signal sur bruit (RSB) est en général
employée pour déterminer la taille de la constellation MAQ utilisée par chaque
sous-porteuse. Nous utiliserons la technique connue sous le nom de anglo-saxon de
“bit interleaved coded modulation” (BICM), qui consiste simplement & insérer un
entrelaceur entre 'encodeur et le modulateur MAQ), et qui se solde par une perte
de capacité négligeable. Nous proposons la BICM afin de simplifier 1’évaluation
des performances des systemes VDSL codés. Il en résulte un moyen plus rigou-
reux d’allouer les bits aux sous-porteuses. Nous illustrons cette technique pour
les systemes VDSL utilisant les codes Reed-Solomon et les codes BCH concaténés

en série.

7.1 Introduction

La DMT est une technique de modulation utilisée pour combattre les in-
terférences inter-symbole (ISI) en divisant le spectre du canal en sous-porteuses
orthogonales recouvrantes [62, 63]. Les processus de modulation et de démodulation
peuvent etre implémentés efficacement, méme pour un grand nombre de sous-
porteuses en utilisant la transformée de Fourier rapide [64], ¢’est pourquoi la

DMT est un choix convenable pour les systemes a haut débit.
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Dans un systeme VDSL basé sur la modulation DMT [65], I'effet de la fonction
de transfert du canal sélectif en fréquence, des interférences et du bruit est pris
en compte en assignant a chaque sous-porteuse le nombre maximal de bits étant
donnés le taux d’erreur binaire ciblé apres décodage P, et le RSB disponible.
Une solution optimale pour une 2"-MAQ non-codée, connue sous le nom de
chargement adaptatif [66, 67], est basée sur le calcul du taux d’erreur binaire
en fonction du RSB, mais la méthode est exacte seulement pour n pair. Cette
technique a été généralisée par la suite au cas de la MAQ codée en treillis en
approchant le taux d’erreur binaire de la modulation codée par la performance
de la modulation non-codée décalée par le gain de codage [68, 69]. Une méthode
approchée est aussi disponible pour la MAQ codée en bloc [70].

La BICM, qui sépare I’encodage de la modulation en insérant un entrelaceur,
a été introduite en premier par Zehavi [71] afin d’augmenter la diversité d'une
modulation codée sur le canal a évanouissements de Rayleigh aussi haut que la
distance de Hamming minimum du code. Dans [72], Caire et al. ont montré que
I’entrelacement bit a bit n’induisait qu’'une perte de capacité négligeable sur le
canal AWGN. De plus, ces auteurs ont calculé une borne supérieure tres proche
de la probabilité d’erreur binaire de la BICM et ont montré que le meilleur choix
de constellation était 1’étiquetage de Gray.

Dans ce chapitre, nous envisageons la BICM et des constellations MAQ avec
étiquetage de Gray pour les systemes VDSL, comme une alternative au systeme
MAQ codé adopté dans [65]. Nous montrons que I’analyse des performances de
ce systeme est possible grace a la séparation du codage et de la modulation,
tandis que la capacité pour les codes de rendement élevé est approximativement
la méme. Les algorithmes de chargement existants, utilisant des approximations,
peuvent mener a un décalage entre le taux d’erreur binaire effectif et ciblé apres
décodage. La contribution principale est un algorithme de chargement précis basé

sur une étude de performance analytique.

7.2 Modele du Systeme

Le modele complexe discret en bande de base du systeme est illustré par la
Fig. 7.1. L’émetteur consiste en un encodeur binaire de rendement R, un entrela-
ceur binaire et un mappeur qui produit un vecteur complexe de symboles MAQ
x = (x1,...,2x), ou N représente le nombre de sous-porteuses. Un algorithme
de chargement génere le vecteur b = (by, ..., by) contenant le nombre de bits que
le mappeur alloue sur chaque porteuse ; en d’autres termes x; est un point d’une
constellation de type 2%-MAQ. Nous considérons la modulation/démodulation

DMT et le canal comme une seule entité. A condition que I'ISI soit éliminé par un
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Fi1G. 7.1 — Schéma bloc d'un systeme de transmission VDSL utilisant la BICM.

préfixe cyclique aussi long que la réponse impulsionnelle du canal [69], la sortie

du démodulateur DMT y = (y1,...,yn) s’écrit

ou H; représente la réponse fréquentielle du canal et n; la contribution de 'in-
terférence et du bruit pour la ieme sous-porteuse. Au récepteur, le rapport de
vraisemblance logarithmique des bits regus est calculé [71], [72], puis désentrelacé
et décodé.

Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons que les coefficients de la réponse
fréquentielle complexe du canal H; sont fixés et que n; peut étre modélisé par un
processus blanc et gaussien de variance N; [73]. Notons aussi que puisque le role
de I'entrelaceur bit a bit est de retirer la corrélation introduite par la modulation,
une profondeur d’entrelacement égale a plusieurs fois la valeur maximale des b;
est suffisante [72]. De plus, nous supposerons que 'étiquetage de Gray est utilisé
pour les constellations puisque ce choix mene aux meilleures performances [72];

lorsque ceci n’est pas possible, un étiquetage quasi-Gray est utilisé a la place [74].

7.3 Analyse de Performance

7.3.1 Systeme Non-codé

Tout d’abord, nous rappellons brievement ’analyse classique d'un systeme
DMT non-codé [66]. La ieme sous-porteuse transmet des symboles pris dans

une constellation de type 2%-MAQ dont 'énergie est normalisée & un, ou dgi
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représente le carré de la distance euclidienne minimum et b, K3, est le nombre
moyen d’erreurs binaires entrainées par des erreurs symbole a distance euclidienne

minimum. Alors, d’apres I'équation (7.2.1) la probabilité d’erreur binaire s’écrit

P =K AL 7.3.2
=R (] (1.3.2)
ou Q(z) = é f::roo e_édt. Cette expression est valide a RSB élevé lorsque les

erreurs symbole a distance euclidienne minimum dominent la probabilité d’erreur.

6

Pour les constellations paires di = [66] et avec un étiquetage de Gray K, <

2?1
1 [72], alors P; peut étre majoré par
3|H;|?/N;
P < — . 3.
_Q< Ll (7.3.3)

Soit P, la probabilité d’erreur binaire ciblé pour les N sous-porteuses, d’apres
I'équation (7.3.3) le choix optimal de b; est donné par
|Hi?/ N,-)

b; = log, (1—1——

. (7.3.4)

ot I' = [Q7 (B,)]? /3 peut étre interprété comme 'écart entre le RSB du canal
|H;|>/N; et le RSB nécéssaire pour atteindre la capacité sur la iéme sous-porteuse.
Notons que le résultat de I’algorithme de chargement donné par I’équation (7.3.4)
doit étre arrondi a 'entier le plus proche et est exact seulement si cet entier est

pair.

Exemple 7.3.1. Pour un tauz d’erreur binaire ciblé de 10~7 (resp. 1072), l’écart
I par rapport a la capacité vaut 9.55 dB (resp. 10.79 dB).

La généralisation suivante de la procédure précédente conduit a un algorithme
de chargement exact pour toute constellation MAQ avec étiquetage de Gray et
pour la modulation BPSK (b = 1). Considérons que la plus grande constellation
utilisée en VDSL est la 2'°-MAQ [65], algorithme de chargement choisit b; de
la maniere suivante

b; =max{l <b<15: P, < B}, (7.3.5)

ot P; est donné par 1'équation (7.3.2) et les valeurs de d; et bKj,, b= 2,...,15
sont listées dans le Tab. 7.1. Cette procédure est valide a condition qu’'une sous-
porteuse dont le RSB est trop faible pour transporter un symbole BPSK, soit

désactivée.
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TAB. 7.1 — Carré de la distance euclidienne minimum et nombre moyen d’erreurs
binaires dues aux erreurs symbole a distance euclidienne minimum pour des
constellations MAQ normalisées avec étiquetage de Gray.

b | d? b,

1 |4 1

2 2 2

3 [4/6 2.5

1 [4/10 |3

5 [4/20 | 375

6 |4/42 |35

7 [4/82 | 387
8 [4/170 | 3.75

9 [4/330 |3.9375
10 | 4/682 | 3.875
11| 4/1322 | 3.96875
12| 4/2730 | 3.9375
13| 4/5200 | 3.984375
14 | 4710922 | 3.96875
15 | 4/21162 | 3.992188

7.3.2 Systemes Codés

A partir de 'exemple 7.3.1 nous constatons que I’écart de RSB par rapport a la
capacité est grand, en conséquence, des gains de codage substantiels peuvent étre
atteints. Cependant, l'introduction d’un encodeur diminue le débit (informatif)
net du rendement de codage R. Etant donnés les plans de fréquence disponibles
pour les systemes VDSL, le débit est dominé par les sous-porteuses a basses
fréquences qui portent un grand nombre de bits, ceci entraine que seuls les codes
de rendement élevé conviennent. Le plus simple pour comprendre ce phénomene

est de considérer ’exemple suivant.

Exemple 7.3.2. Supposons que le plan de fréquence soit tel qu'un systeme DMT
non-codé de durée symbole T transporte 12 bits sur toutes les N sous-porteuses.
Si un code de rendement R, qui réduit [’écart par rapport a la capacité de 6 dB,
est utilisé, chaque sous-porteuse sera capable de transporter environ 2 bits de
plus. Il s’ensuit que le débit net vaut 12N/T et 1ANR/T pour le systéme non-
codé et codé, respectivement. Ainsi, le code amméliore le débit net uniquement si
R >12/14 ~ 0.86.

Dans cette section, nous allons étudier les performances de codes Reed-Solomon

et de codes BCH concaténés en série a haut rendement.
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Codes Reed-Solomon

Les codes Reed-Solomon sont actuellement adoptés par le standard VDSL [65].
Les auteurs de [70] proposent une analyse approchée des systemes DMT encodés
par des codes Reed-Solomon, en supposant que la probabilité d’erreur des sym-
boles Reed-Solomon est proportionnelle & la probabilité d’erreur des symboles
MAQ. Malheureusement, comme il a été montré dans [75], cette hypothese n’est
pas vérifiée en général .

Nous allons montrer que si I’encodeur dans le systeme de la Fig. 7.1 est un
code RS(n, k,t) sur GF(m) avec n = 2™ — 1, le calcul de la probabilité d’erreur
binaire apres décodage est grandement simplifié grace aux propriétés de la BICM.
Soient Py, P,, Prg et Py le taux d’erreur binaire a la sortie du démodulateur,
le taux d’erreur symbole RS avant décodage, le taux d’erreur symbole RS apres
décodage et le le taux d’erreur binaire apres décodage, respectivement. En sup-
posant que le cahier des charges du systeme impose la valeur de Py, le but est
de trouver la valeur correspondante de P, a utiliser comme taux d’erreur binaire
ciblé dans 'algorithme de chargement donné par I’équation (7.3.5). Comme le
désentrelaceur en réception détruit la corrélation introduite par la modulation,

nous pouvons supposer ques les bits a la sortie du démodulateur sont i.i.d., donc
Pi=1-(1-PB)" (7.3.6)

L’expression de Pgrg en fonction de P; est donnée par [24]

(4

Prs = i %(n) Pi(l— P)" (7.3.7)

Si nous supposons aussi que les bits en sortie du décodeur RS sont i.i.d., ce que

nous avons vérifié par simulation, il suit que
1
Pyt =1 — (1 — Pgrg)m (7.3.8)

En combinant les équations (7.3.6)-(7.3.8), nous pouvons tracer Pp; en fonction
de P, et obtenir le taux d’erreur binaire ciblé a utiliser par ’algorithme de char-

gement.

Exemple 7.3.3. La Fig. 7.2 montre Py, en fonction de P, pour un code RS (144,128, 8)
raccourci. En particulier, pour atteindre un taux d’erreur binaire aprés décodage
de 1077 (resp. 107°), un tauz d’erreur binaire aprés démodulation de 1.2e — 3

(resp. 6.8e — 4) est requis.
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Fi1G. 7.2 — Taux d’erreur binaire apres décodage en fonction du taux d’erreur
binaire apres démodulation pour un code RS(144,128,38).

Codes BCH concaténés en série

Un code en bloc C'(n, k) concaténé en série, illustré par la Fig. 7.3, consiste en
un code externe C,(n,, k,) suivi d'un entrelaceur et d’un code interne C;(n;, k;) [21].

Nous considérons le cas ou la taille de I'entrelaceur est un multiple (par un fac-

C(n,k)

Code externe Entrelaceur Code interne
> Co(No,ko) | > Longueur =mn | > Ci(niki) >

Fic. 7.3 — Schéma bloc d’une concaténation en série de codes en bloc.

teur m) de la longueur des mots de code du code externe. Nous supposerons
aussi que la taille de ’entrelaceur mn,, est un multiple du nombre de bits infor-
matifs du code interne k;. Ces codes ont des taux d’erreur faibles & RSB faible
et peuvent étre décodés avec une procédure de décodage itératif quasi-optimale
a faible complexité [18].

La procédure de chargement simplifiée adaptée au décodage souple proposée
dans [68, 69] consiste essentiellement a remplacer la distance euclidienne mini-
mum dp, du systeme non-codé par la distance euclidienne minimum du systeme

codé dans I’équation (7.3.2). Malheureusement, cette approche n’est valide que
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pour les RSB élevés ou les erreurs a distance euclidienne minimum dominent
la performance. Afin d’évaluer plus précisemment le taux d’erreur binaire d'un
systeme VDSL utilisant des codes en bloc concaténés en série, nous modifions la
technique de borne par réunion suggérée dans [21]. La borne par réunion de la

probabilité d’erreur des mots de code est donnée par

P. <) p(e)d Ple—¢),

ceC c#c

ou p(c) représente la probabilité d’émettre le mot de code ¢ et P(c — ¢’) est la
probabilité que le décodeur détecte le mot de code ¢ a la place du mot de code
correct c. Supposons que toutes les sous-porteuses transmettent des symboles
d’énergie E, pris dans une constellation de type 2°-MAQ utilisant un étiquetage
de Gray et que le bruit du canal a la méme puissance Ny sur toutes les sous-

porteuses ; avec cette simplification la borne par réunion devient

de(c, ) E;
P, < E p(C)E QU —anv |
ceC cd#c 0

ot d.(c,c')? représente le carré de la distance euclidienne entre les séquences
modulées en MAQ correspondant aux mots de code ¢ and ¢’. Afin de s’affran-
chir de la dépendance de la borne en la séquence correcte, nous pouvons utiliser
la borne inférieure d.(c,)* > didy(c, ) puisque I'étiquetage de Gray est uti-
lisé (dg(.) représente la distance de Hamming). Alternativement, la méthode
développée dans [72] est envisageable, malheureusement nous avons observé que
pour des codes en bloc concaténés en série, cette borne ne converge que pour
des valeurs extrémement faibles de la probabilité d’erreur binaire. Puisque le
code concaténé en série C' est linéaire et que les mots de codes sont transmis de

maniere équiprobable, la borne est de la forme

LI hd?E,
P, < hgin ; Awn@Q oN, |
ou A, représente le nombre de mots de code de poids de Hamming h générés
par des séquences d’information de poids w et d,,;, est la distance minimum du
code. Soit A(W,H) = >, S ApsWWH" la fonction énumératrice des
poids d’entrée/sortie (IOWEF) de C, alors

. 2E dmind2E5
Pe < Q M e 4N0b A(I/V7 H) 2B

__b
2No W=1,H=e *No
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oll nous avons utilisé 'inégalité Q(v/z +y) < Q(v/x)e ¥/? for x > 0, y > 0.

De méme, le taux d’erreur binaire peut étre majoré par

n h
w hd?E
Pi < _Aw b )
bit > h:§d | wE_l L ,hQ 2N0

et en utilisant la méme inégalité, on obtient

Amind?Es | tmin®iZs AW, H)
717 e Ng P

4

1
P, < =
bit = kQ 2N, oW

2p. (7.3.9)

_-b %
’W:LH=8 4Ng

d%Es
En se servant du changement de variable p = ¢ 4N , ou p peut étre interprété
comme une borne supérieure de la probabilité d’erreur binaire apres démodulation,
I'équation (7.3.9) devient

1

Py < EQ ( —2dpin, lnp) P_dmm

AW, H)
oW :

W=1,H=p

(7.3.10)

Nous proposons I'algorithme de chargement suivant partant du principe que la
probabilité d’erreur doit étre maintenue constante sur toutes les sous-porteuses [68].
Nous tragons Py; en fonction de p en utilisant 1’équation (7.3.10) ; appellons py la
valeur de p correspondant a la valeur de probabilité d’erreur apres décodage ciblée
Py;;, alors pour la ieme sous-porteuse nous choisissons 'ordre de la modulation

comme suit

ALAE
bi:max{lgbg 15:e N Spo} (7.3.11)

Exemple 7.3.4. Choisissons comme codes interne et externe le code étendu
BCH (64,57,1) et m = 57, le code concaténé en série résultant C'(64%,57°) utilise
un entrelaceur de taille 3648. La Fig. 7.4 illustre Py en fonction de p pour ce
code. En particulier, pour atteindre un tauzr d’erreur binaire apres décodage de
107°, la valeur de p requise est py = 0.114. Observons que la borne diverge pour
Pyt > 2e — 9. L’IOWEF du code BCH(64,57,1) a été caclulée en construisant
le treillis correspondant [38] et 'IOWEF de C' a été obtenue grace a la technique
introduite dans [21].

7.4 Résultats Numériques

Nous considérons un systeme VDSL synchrone ayant les caractéristiques sui-
vantes [73, 76] :

133



Fic. 7.4 — Taux d’erreur binaire apres décodage en fonction du taux d’er-
reur binaire apres démodulation pour la concaténation en série de deux codes
BCH(64,57,1) avec m = 57.

1. La bande de fréquence totale allant de 0 a 17.664 MHz est subdivisée en
N = 4096 sous-porteuses.

2. Le signal VDSL est transmis avec une densité spectrale de puissance de -60
dBm/Hz.

3. Nous utilisons le mode FDD (“frequency division duplexing”), connu sous
le nom de plan de fréquence 998, et dont les bandes en upstream (terminal
vers la station de base) et en downstream (station de base vers le terminal)

sont illustrées par la Fig. 7.5.

4. Nous utilisons les modeles de cables téléphoniques ANSI VDSL1 et ETSI
LOOP1.

5. Les caractéristiques des interférences correspondent a l'effet de 25 pertur-
bateurs VDSL de type FEXT (“far-end crosstalk”) et au modele A pour
les perturbateurs autres que VDSL.

6. La densité spectrale de puissance du bruit de fond est de -140 dBm/Hz.

7. Les sous-porteuses présentes dans les bandes réservées aux radio amateurs

sont éteintes.

8. La réponse impulsionnelle du canal est suffisamment courte pour pouvoir

négliger le rallongement de la durée symbole due au préfixe cyclique.

Les Fig. 7.6 et 7.7 montrent le débit (informatif) net en downstream et en
upstream pour le modele de cable téléphonique ANSI VDSLI1 lorsque le taux
d’erreur binaire apres décodage ciblé est fixé & Py, = 1072, Ces résultats in-

cluent les performances du systeme VDSL considéré sans codage, avec un code
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Fi1G. 7.5 — Plan de fréquence 998 pour les systemes VDSL.

RS(144,128,8) et avec le code BCH concaténé C(64%,57%) de I'exemple 7.3.4,
en utilisant respectivement les algorithmes de chargement présentés dans la
Sec. 7.3.1, 7.3.2, et 7.3.2. Nous représentons aussi la capacité du systeme donnée
par SV log, (1 + |H;|>/N;). On observe que pour des cbles courts (typique-
ment de longueur inférieure a 1 km), 'augmentation du débit obtenue grace au
codage est a peu pres constante. Ceci s’explique par le fait que pour les cables
courts, la majorité des sous-porteuses sont utilisées et transportent environ le
nombre de bits donné par I’équation (7.3.4) a condition de diminuer ’écart a la
capacité par le gain de codage. En particulier, I’écart résiduel a la capacité pour
le code RS(144,128,8) et le code concaténé en série C' vaut 7.8 et 4.6 dB res-
pectivement. Cependant, pour des longueurs de cable plus importantes, le RSB
du canal décroit rapidement, tout particulierement pour les hautes fréquences.
En conséquence, de plus en plus de sous-porteuses doivent étre éteintes, ce qui
diminue d’autant le gain de débit obtenu par codage canal. Ce phénomene est par-
ticulierement évident pour I'upstream qui utilise plus de sous-porteuses dans les
hautes fréquences que le downstream (voir Fig. 7.5). Les Fig. 7.8 et 7.9 montrent
des résultats similaires pour le modele de cable téléphonique ETSI LOOP1. La
différence principale réside dans le fait que le débit décroit moins séverement
apres 1 km. On observe que le code RS(144,128,8) et le code BCH concaténé
C' augmentent repectivement le débit net de 5-6 et 7-8 Mbits/s pour les cables

courts.

7.5 Conclusions

Nous avons réalisé une étude théorique d’un systeme VDSL basé sur le modu-
lation DMT utilisant la BICM et des constellations MAQ a étiquetage de Gray.
Cette étude nous a permis de trouver de nouveaux algorithmes de chargement
pour des systemes VDSL sans codage, avec un code Reed-Solomon et des codes
BCH concaténés en série. La différence principale avec les procédures de charge-
ment existantes est que le taux d’erreur binaire apres décodage ciblé est toujours
atteint au lieu d’eétre approximativement atteint. En fait, la méthode décrite

dans la Sec. 7.3.2 peut étre appliquée a tout code en bloc utilisant un décodeur
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Fia. 7.8 — Débit net en downstream (bits/s) pour le modele de cable ETSI
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F1G. 7.9 — Débit net en upstream (bits/s) pour le modele de cable ETSI LOOP1
et pour Py = 1077,
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algébrique et la méthode de la Sec. 7.3.2 est valide pour tout code utilisant un
décodeur souple a vraisemblance maximale. Enfin, des résultats numériques, pour
des modeles de cables téléphoniques courants fournis par les standards ANSI et
ETSI, montrent que le codage canal peut augmenter de maniere significative le
débit d’un systeme VDSL.
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Chapitre 8

Codes Produits Optimisés pour
I’ATM Sans Fil

8.1 Introduction

Les réseaux locaux sans fil permettent des communications fiables sur le canal
radio. Le modele de réseaux basé sur I’ATM (“asynchronous transfer mode”)
consiste en un anneau fédérateur ou réseau “backbone” ATM, étendu dans le
canal radio. Afin de rendre cette extension aussi transparente que possible, nous
supposons que les packets ATM sans fil sont formés d’une cellule ATM augmentée
d’un en-téte pour les besoins de la couche MAC (“medium access control”). Dans
le scénario que nous considérons, le packet ATM sans fil contient 54 octets. De
plus, afin d’éviter une couche de convergence complexe, la longueur du code
correcteur de la couche physique est choisie égale a la taille du packet ATM sans
fil, i.e. 432.

Le probleme principal du systeme proposé est lié au fait que le protocole ARQ
(“automatic repeat request”) de 'anneau fédérateur ATM est dimensionné pour
des taux d’erreur de transmission faibles. Cependant, les erreurs de transmission
sont fréquentes dans le canal radio a cause des évanouissements. En conséquence,
un codage canal efficace est nécéssaire dans la couche physique de la station de
base et du terminal mobile, afin d’éviter une forte baisse du débit net due a
de fréquentes retransmissions. Nous montrons que sous certaines conditions sur
la technique de modulation employée dans la couche physique, de bonnes per-
formances sont obtenues sur le canal a évanouissements de Rayleigh lorsque la
distance minimum du code est grande [72]. Comme les codes BCH produits sont
des codes en bloc bien connus pour leur grande distance minimum, nous optimi-
sons des codes BCH produits de longueur 432 pour les rendements usuels 1/2,

9/16, 2/3 and 3/4. Ensuite, nous comparons les performances de ces codes avec
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les performances du code convolutif classique a 64 états sur le canal de Rayleigh
sans mémoire. Notons qu’'une application possible est le standard Hiperlan2 [82]

lorsque I'entrelacement temps-fréquence est parfait.

8.2 Critére de Performance des Codes en Bloc

sur le Canal a Evanouissements de Rayleigh

Nous analysons le taux d’erreur binaire des codes en bloc sur les canaux de
Rayleigh sans mémoire et completement corrélé. Sur le canal de Rayleigh sans
mémoire, nous utiliserons la BICM (“bit interleaved coded modulation”) afin
d’augmenter la diversité aussi haut que la distance de Hamming minimum du
code. Sauf mention expresse du contraire, nous supposerons que la technique de
modulation est basée sur des constellations a étiquetage de Gray. De plus, le code
correcteur d’erreurs est un code en bloc binaire C(n, k), ou n désigne la longueur
du code, k = 432 est le nombre de bits informatifs, R est le rendement de codage

et d,.in la distance minimum.

8.2.1 Canal de Rayleigh Sans Mémoire

Transmettons le mot de code ¢ = (¢q,...,¢,), ou les ¢;, pour i = 1,....,n
sont des digits binaires. En supposant que la modulation BPSK est utilisée, la

séquence regue y = (yy, ..., Y,) est définie par

=/ Fsa;(1 —2¢;) +n;, fori=1,...,n,

ou E, désigne I'énergie moyenne par symbole, n = (nq,...,n,) est une séquence
de bruit gaussien i.i.d. de densité spectrale de puissance Ny et a = (aq,...,a,)

est une séquence d’amplitudes de Rayleigh i.i.d. de densité de probabilité

2

p(a) = 2ae™ .

Soit ¢/ = (¢}, ..., c,) un mot de code qui differe de ¢ en d positions. La probabilité

qu’'un décodeur a vraisemblance maximale confonde ¢ avec ¢, sachant que c est

transmis et sachant que a est le vecteur d’amplitudes de Rayleigh indépendantes,

s’écrit
d
ZdRE
ple— el = || 5 Y
ou a* = (af,...,a}) est le vecteur d’amplitudes de Rayleigh correspondant aux

d positions en lesquelles ¢ et ¢’ different. La probabilité qu'un décodeur a vrai-
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semblance maximale confonde ¢ avec ¢’ est obtenue en calculant la probabilité

marginale

d

QdRE ]
P(c—>c’):/ / Q Z H2afe_(ai)2da;‘,
aj ay

i=1 =1

Observons que cette expression est indépendante du mot de code transmis. C’est
pourquoi, nous pouvons supposer sans perte de généralité que le mot de code tout-
zéro est transmis. En écrivant I'expression de la fonction queue de distribution

gaussienne de la maniere suivante

1 /2 2
Qr) = ;/0 exp <—2;T¢) do,

la probabilité de détecter un mot de code de poids d a la place du mot de code

tout-zéro au récepteur devient

iy - L[ sin?e dd
=2 aeorm) ®

Soit A, 4 le nombre de mots de code de poids d et de poids informatif w, la borne

par réunion de la probabilité d’erreur binaire s’écrit
w
P, < ; - 2 AypaP(d). (8.2.1)

Pour des modulations d’ordre plus élevé, nous pouvons utiliser ’expression

générale du taux d’erreur binaire trouvée en [72] pour un RSB élevé

E

2 b

logyo Py = —dmin [(Rbdh)dg + (M)d3:| /10 + const,

ol b est le nombre de bits dans la constellation et d2 représente la moyenne harmo-
nique du carré des distances euclidiennes entre sous-ensembles complémentaires
de la constellation. Les valeurs de d? sont listées dans le Tab. 8.1 pour les constel-
lations MAQ a étiquetage de Gray. Donc, sur une échelle logarithmique, le taux
d’erreur binaire est proche d’une ligne droite de pente proportionnelle a —d,,in,
translatée horizontalement par le décalage (Rbd}),s. Il s'ensuit que pour un
méme code correcteur, la perte d’efficacité de puissance d’une modulation d’ordre

supérieur par rapport a une modulation BPSK vaut

4
LdB =10 loglo (W) dB.
h
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TAB. 8.1 — Canal de Rayleigh sans mémoire : Valeurs de d? (moyenne harmo-
nique du carré des distances euclidiennes entre sous-ensembles complémentaires
de la constellation) et Lgp (perte d’efficacité de puissance par rapport a une
modulation BPSK) pour des constellations MAQ normalisées a étiquetage de
Gray.

b | &2 Las
22 0

110492331
6 | 0.1442 | 6.6
810043 | 10.7

Le Tab. 8.1 donne les valeurs de Lyp pour des constellations MAQ a étiquetage

de Gray sur le canal de Rayleigh sans mémoire.

8.2.2 Canal de Rayleigh Completement Corrélé

Nous supposerons que le temps de cohérence des amplitudes de Rayleigh est
supérieur au temps nécéssaire a la transmission d’un mot de code sur le canal. Par
conséquent, tous le symboles dans la séquence modulée correspondant a un mot
de code sont affectés par la méme amplitude de Rayleigh a. Alors la probabilité

de détecter ¢’ a la place de c, sachant la valeur de a, s’écrit

de(c,c')?E;

Plc—cla) =Q 2Ny “l

2 représente le carré de la distance euclidienne entre les séquences

ou d.(c,c)
modulées correspondant a c et ¢’. Pour s’affranchir de la dépendance par rapport
a la séquence correcte ¢, nous utilisons la borne inférieure d.(c, ¢')* > d2dy(c, c’)
puisque I’étiquetage de Gray est utilisé. Par conséquent, la probabilité de détecter

un mot de code qui differe du mot de code correct en d positions est majoré par

o 2 dd; RbE,
P(d)g/0 207 Q) 1/%{)%? da

) (8.2.2)
[ dd2RbE,
1_ 4N

dd2RbE;,
1+ =5

<

N | —

142



et la borne est atteinte pour une modulation BPSK i.e. b = 1, d7 = 4. A RSB

élevé, la borne (8.2.2) peut étre approximée par

1

P(d) < ———.
<)_dd§Rb%

Nous concluons cette section en notant que pour les canaux de Rayleigh
sans mémoire et completement corrélé le taux d’erreur binaire est faible lorsque
la distance minimum du code est élevée, a condition que des constellations a
étiquetage de Gray soient utilisées et que la BICM soit employée dans le cas du
canal de Rayleigh sans mémoire. Cela signifie qu’en cherchant de bons codes, le
critere d’optimisation principal doit étre une distance minimum élevée. Un critere
d’optimisation secondaire consiste a choisir des codes avec le moins possible de

mots de code de poids minimum.

8.3 Optimisation de Codes Produits

8.3.1 Algorithme d’Optimisation

La raison pour laquelle nous avons retenu les codes produits comme de bons
candidats pour réaliser des transmissions fiables sur le canal de Rayleigh est
que ces codes ont de bonnes propriétés en terme de distance ainsi qu’'une com-
plexité de décodage faible grace au décodage itératif [18]. Considérons un code

produit C(n, k, dn) formé d'un code en ligne Cr(ng, kg,d%, ) de rendement

Rpr et d'un code en colonne C¢(ne, ke, d¢ ) de rendement R¢. On a alors la re-

min
lation d,n;, = d2,, x dS,, [13]. Cette propriété va simplifier considérablement la
recherche de bons codes. Nous nous restreignons a des codes constitutifs BCH et
BCH étendus binaires, qui sont bien connus pour leurs bonnes propriétés en terme
de distance. Une liste de ces codes peut étre trouvée dans [79]. Afin d’atteindre
les rendements désirés 1/2, 9/16, 2/3 et 3/4, on choisit de raccourcir le code en
ligne (resp. en colonne) de sg (resp. s¢) bits informatifs. Notons que la distance
minimum d’un code BCH peut diminuer si les valeurs de sz ou s¢ deviennent
trop grandes. Par la suite, nous nous assurerons toujours que ce cas limite ne se
produit pas. Dans le but de conserver une complexité de décodage itératif faible,
nous restreindrons 1'optimisation aux codes BCH de longueur inférieure ou égale
a 256 et de pouvoir de correction d’erreurs inférieur ou égal a 2 bits. Cette
derniere hypothese correspond au fait que le décodeur algébrique, nécéssaire a
I’algorithme SISO de Chase a sorties pondérées, peut étre implémenté aisément
grace a une table lorsque le pouvoir de correction d’erreurs est faible. Notons

aussi que l'encodage et le décodage algébrique des codes raccourcis peuvent étre
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TaB. 8.2 — Couples valides (kg, kc) tell que kg X ko = 432 avec kg < k.

simplifiés en appliquant la technique proposée dans [79] [pp. 116-121].

Comme le nombre de bits informatifs dans le code produit est fixé a 432, les
couples (kg, ko) valides peuvent prendre uniquement les valeurs listées dans le
Tab. 8.2. Nous décrivons maintenant la procédure d’optimisation en notant Ry

le rendement de codage désiré :

1. Etape 1. Pour chaque couple de codes BCH C4(ny, k1, dy), Co(ng, ks, ds)
avec ky < ko choisis dans la liste précédemment mentionnée et pour chaque
couple (kg, k¢) choisi dans le Tab. 8.2, calculons le nombre de bits raccour-

cis de la maniére suivante

SR:kl—kR

Sczkg—kc.

Si sg > 0 et s¢ > 0, le code en ligne est choisi comme Cy(ny, k1, d;) avec
les s premiers bits informatifs raccourcis et le code en colonne est choisi
comme Cy(ng, ka,dy) avec les s premiers bits informatifs raccourcis. Le
rendement R et la distance minimum d,,;, du code produit résultant sont

alors

R (k1 — sgr)(k2 — sc)
(n1 — sgr)(n2 — s¢)
dmin = d1 X dg.

Stockons les parametres de ce code si |R — Rg| < €, ou € est fixé arbitrai-

rement a 0.03.

2. Etape 2. Pour tout code BCH C(nq, k1, d;) choisi dans la liste précédemment
mentionnée et pour tout diviseur 5 de 432, le code en ligne est choisi comme

Ci(n1, k1, dy) avec les sg = ki — 432/7 premiers bits informatifs raccourcis
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TAB. 8.3 — Codes produits optimisés pour les rendements de codage désirés 1/2,
9/16, 2/3 and 3/4.

32 ] 26 | 8 4 63 | 51 | 27| b5 864 | 432 | 1/2 20
32 | 26 | 8 4 128 1120 | 96 | 4 768 | 432 | 9/16 | 16
64 | 51 | 15| 6 13 112 | O 2 637 | 432 | 0.678 | 12
128 | 120 | 84 | 4 13 112 | 0 2 57214321 0.755 | 8

i | [ [ @5 [ e [ e [ 50 [ @ [ 0 [ K [ R[]

et le code en colonne est choisi comme le code de parité de longueur j + 1,
a condition que sg > 0. Le rendement R et la distance minimum d,,;, du

code produit résultant sont alors

(k1 — sRr)j
(n1—sr)(j +1)
dmin = d1 X 2.

R:

Stockons aussi les parametres de ce code si |[R — Ry < €, ou € est fixé

arbitrairement a 0.03.

3. Etape 3. Parmi les codes produits retenus durant les étapes 1 et 2, choi-
sissons celui a distance minimum la plus grande. S’il advient que plusieurs
codes aient la méme distance minimum, retenons celui qui a le moins pos-

sible de mots de code de poids minimum.

Remarque 8.3.1. L’étape 2 est introduite pour trouver des codes lorsque le
rendement R, est grand. Le coefficient € est choisi de telle sorte que des codes
produit de distance minimum élevée et de rendement raisonnablement proche de
Ry ne soient pas éliminés. Enfin, une méthode pour trouver le nombre de mots

de code de poids minimum sera décrite dans la Sec. 8.4.1.

8.3.2 Résultats de I’Optimisation

Les codes produits optimisés avec I'algorithme décrit dans la Sec. 8.3.1 sont
listés dans le Tab. 8.3 pour les rendements de codage désirés 1/2, 9/16, 2/3 et
3/4.

A titre de référence, le masque de poinconnage et la distance minimum pour le
code convolutif a 64 états illustré par la Fig. 8.1 sont donnés dans le Tab. 8.4. Ob-
servons que la distance minimum des codes produits optimisés est relativement
supérieure a la distance minimum du code convolutif poingonné de méme rende-

ment. C’est pourquoi on peut s’attendre a ce que la complexité de décodage plus
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TAB. 8.4 — Parametres des codes convolutifs poingonnés a 64 états.

Rendement | Masque de poinconnage | Distance minimum
1/2 X:1 10
Y:1
9/16 X 111111110 7
Y : 111101111
2/3 X:11 6
Y : 10
3/4 X : 110 5
Y : 101

élevée des codes produits optimisés soit compensée par des gains de performance

substantiels.

Y

F1G. 8.1 — Code convolutif mere a 64 états de rendement 1/2.

8.4 Evaluation des Performances des Codes Pro-

duits Optimisés

8.4.1 Enumérateur de Poids des Codes Produits

Soient A%, AS et Ay le nombre de mots de code de poids d dans le code en

ligne, le code en colonne et le code produit, respectivement. En supposant que
R dC

les codes soient binaires, il a été montré dans [80] que pour 1 <d < d.}, dS. +
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di dc .
o [5].[%)
Ag=> AFAZ,.
ild
ol la somme s’étend sur tous les diviseurs 7 de d. Ceci résulte d’une extension du
Thm. 3 dans [81], qui démontre qui tout mot de code ¢ de poids d dans le code

produit vérifie
Ci; = (CR)Z' (CC)]‘ ) V(Za])

oll cg est un mot de code du code en ligne et co est un mot de code du code en
colonne, sous réserve que d® d¢ < d<d® d°.  + min (dR dc. )

min-min — min~'min min’ 'min

De méme, soient Af Awd et Ay 4, le nombre de mots de code de poids d

w,d?
correspondant a des séquences informatives de poids w, dans le code en ligne,
le code en colonne et le code produit, respectivement. Définissons les fonctions
énumératrices de poids conditionnelles ou “conditional weight enumerating func-

tions” (CWEF) de la maniere suivante
= Z AidW“’
W) = Zw: AG W

Alors, pour 1 < d < df. d% 4+ max ({dﬁ‘"—‘ , {drc’””—‘) nous avons

min“‘min 2 2

Z AR d/z )

i|d

ol la somme s’étend sur tous les diviseurs ¢ de d. En injectant ce résultat dans
(8.2.1) on obtient la borne par réunion tronquée de la probabilité d’erreur binaire

pour une modulation BPSK sur le canal de Rayleigh sans mémoire.

Remarque 8.4.1. Les CWEF AR(W) et AS(W) peuvent étre obtenues en construi-

sant le treillis [38] des codes en ligne et en colonne.

8.4.2 Résultats Numériques

Nous avons simulé les codes produits optimisés en utilisant le décodage itératif
pour une modulation BPSK sur le canal de Rayleigh sans mémoire. Les codes
BCH constitutifs sont décodés a ’aide de ’algorithme de Chase a sortie pondérée
décrit dans la Sec. 2.4.3. L’algorithme SISO correspondant a un code de parité
est donné par la “regle de la tanh” [6]. Les Fig. 8.2 et 8.3 présentent les courbes
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de taux d’erreur binaire et trame simulées (courbes en pointillés) et théoriques
(courbes en trait plein). Six itérations de décodage sont utilisées pour le code de
rendement 1/2, tandis que quatre itérations suffisent pour les autres rendements.
Par construction, le taux d’erreur trame correspond au taux d’erreur des cellules
ATM. Notons qu’a cause de la nature sous-optimale du décodage itératif, les
performances simulées ne rejoignent pas exactement les bornes théoriques a RSB
élevé.

Il est aussi intéressant de comparer les performances des codes produits opti-
misés aux performances obtenues avec le code convolutif standard a 64 états. Les
Fig. 8.4 et 8.5 présentent les bornes théoriques de la probabilité d’erreur binaire
et trame pour les codes produits (courbes en trait plein) et les codes convolutifs
(courbes en pointillés). Comme prévu, étant donné que les codes produits opti-
misés ont une distance minimum plus élevée que les codes convolutifs poingonnés,

de larges gains de diversité sont atteints.

8.5 Conclusions

Nous avons présenté une méthode pour trouver de bons codes produits pour
les applications ATM sans fil a partir de codes BCH raccourcis. Les codes produits
optimisés résultants ont une distance minimum qui est en général relativement
supérieure a la distance minimum des codes convolutifs poinconnés a 64 états
correspondants. En se servant de bornes et de simulations, nous avons montré
que des gains de performance significatifs peuvent étre obtenus sur le canal de
Rayleigh sans mémoire en remplacant le code convolutif standard a 64 états par
un code produit optimisé. Ces codes sont performants pour la modulation BPSK,
mais aussi pour des modulations d’ordre supérieur, si la technique de modulation
est basée des constellations a étiquetage de Gray et sur la BICM pour le canal

de Rayleigh sans mémoire.
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—¥— 9/16
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—A— 3/4

15
E,/N, (dB)

F1G. 8.2 — Taux d’erreur binaire théorique (trait plein) et simulé (pointillés) des
codes produits optimisés sur le canal de Rayleigh sans mémoire. Les rendements
sont indiqués dans la légende.

- 12
—— 9/16
- 2/3
A 3/4

15

E,/N, (dB)

Fia. 8.3 — Taux d’erreur trame théorique (trait plein) et simulé (pointillés) des
codes produits optimisés sur le canal de Rayleigh sans mémoire. Les rendements
sont indiqués dans la légende.
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- 112
—— 9/16
= 213 []
—A- 3/4

E,/N, (@B)

F1G. 8.4 — Performance des code produits optimisés (trait plein) et des codes
convolutifs poingonnés a 64 états (pointillés). Taux d’erreur binaire théorique
sur le canal de Rayleigh sans mémoire. Les rendements sont indiqués dans la
légende.

T
- 112
—— 9/16
—-a- 213
—&— 3/4

E,/N, (dB)

F1G. 8.5 — Performance des code produits optimisés (trait plein) et des codes
convolutifs poingonnés a 64 états (pointillés). Taux d’erreur trame théorique sur
le canal de Rayleigh sans mémoire. Les rendements sont indiqués dans la légende.
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Conclusion générale

L’objectif principal de cette these était de faire progresser la compréhension
du fonctionnement des algorithmes de décodage itératif en trouvant des liens
avec la structure des codes sous-jacents. En plus de ce but théorique, cette these
apporte aussi une contribution pratique en montrant le potentiel du décodage

itératif pour les applications filaires et non-filaires.

Contributions principales

La premiere partie de la these récapitule 1’état de l'art des systemes de
décodage itératif. Elle a permis de préciser la construction des codes utilisés, leurs
propriétés en terme de distance ainsi que les algorithmes de décodage itératif as-

sociés.

Dans la deuxieme partie nous rappelons que les systemes de décodage
itératif sont des systemes dynamiques non-linéaires discrets a dimension élevée
avec un grand nombre de parametres. C’est pourquoi les algorithmes de décodage
itératif présentent des trajectoires complexes avec des points fixes, des orbites
périodiques, des bifurcations et du chaos. Nous avons vérifié ce fait par simula-
tion pour de nombreux systemes de décodage itératif.

En approchant les densités de probabilité des messages échangés dans le
décodeur par des gaussiennes, la dynamique du systeme peut étre decrite par
un modele simple a une dimension. Ce modele permet de comprendre 'effet de
seuil du bruit et la vitesse de convergence pour le décodage itératif des codes pro-
duits et LDPC. En particulier, nous avons montré comment utiliser la fonction
énumératrice de poids des codes constitutifs des codes concaténés pour obtenir
un modele simplifié & 1-D de I’évolution de densité.

Puisque le décodage itératif est sous-optimal, il est important d’étudier les
performances du décodeur a vraisemblance maximale en évaluant les propriétés
relatives aux distances des structures de code sous-jacentes. Ceci a été fait dans
cette these pour les codes LDPC irréguliers. Il a ainsi été possible d’établir un
lien entre la fonction énumératrice de poids des codes LDPC et ’évolution de
densité en interprétant la condition de stabilité de 1’évolution de densité en tant
qu’une condition suffisante pour que la probabilité d’erreur due aux mots de code

de poids faible tende vers zéro.
Dans la troisieme partie, nous utilisons le fait que le décodage itératif offre

une solution a bas cotut pour décoder des codes complexes. Ainsi, les systemes

de décodage itératif sont des candidats prometteurs pour de futures applications
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filaires et non-filaires. En particulier nous avons étudié le potentiel des codes
concaténés avec des codes constitutifs de type BCH pour les systemes VDSL et
ATM non-filaires.

L’apport principal de cette these est d’exposer le lien entre les différents
moyens existant a ce jour pour appréhender le fonctionnement du décodage
itératif, a savoir :

1. la théorie des systemes dynamiques non-linéaires

2. les techniques classiques du codage canal qui se rapportent a I'étude de

performance d’un code a partir de sa fonction énumératrice de poids.

Nous avons montré que ces procédés, a priori sans lien apparent, sont liés par 'in-
termédiaire de ’évolution de densité en ce qui concerne le point fixe au voisinage

de zéro.

Perspectives

Les méthodes de controle du chaos pourraient étre étudiées dans le futur
pour amméliorer les performances du décodage itératif. De méme, de futurs tra-
vaux pourraient se focaliser sur les approximations gaussiennes pour les codes
convolutifs.

La construction de nouveaux ensembles de codes avec de bonnes propriétés
en terme de distance et un décodeur itératif associé est un domaine de recherche
prometteur.

Enfin, 'optimisation de codes produits pour les systemes ATM sans fil pour-

rait étre étendue aux codes Reed-Solomon.
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Annexe A

Dérivée partielle de f(x,0) pour
le canal AWGN

La dérivée partielle de la fonction donnée par 1’équation (4.2.7) admet une
expression analytique. En effet, on voit aisément que la dérivée partielle par

rapport & & a pour expression :
of NS (-2)
—(r,0) =€ 22 ij(j —1)(1—2x)

=2

Ox
x ZA v o i)i_{gi?@»f (=g @]

et si nous prenons la limite en x = 0, on peut vérifier que

8 _ 1 de . -1\ /
tim 9 (,0) = B0, 3 i~ 1) = e FNO)()

z—0 Ox
J=2
De méme, la dérivée partielle par rapport a o a pour expression :

e 507 1
_( z,0 3 ZA
90T g3\ ar & Vot (= D{Q 1 (s(2)))?

exp | 5(1- ) {@7 (s(2))}”

(A.0.1)
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Annexe B

Dérivée partielle de f(x,0) pour

le canal de Rayleigh

La dérivée partielle de la fonction f(z, o) par rapport a = est donnée par :

of(x,0) 202 de ,
e = g i 1)

y ZA{\/%p (500 + 260 - DI (sl
Q (VI+209)(i — Q7 @)P)
<= 1@ steyen ((1- 5 ) 10 67 |

1 —2x)72

Notons que pour z — 0 : Q7 *(s(x)) — +oo et en utilisant le fait que pour
e

1 e 2 o+ .
— 400 : — ——=—, il s’ensuit que (z — 0) :

Of (z,0) de ‘ 207
8:.2 - <;pj(j - 1)) V11 202

GRS (Y o
;/\l\/(1+2a2)(¢_1){@-1(5@))]2 p((1 2) @ (())])

et :

8fgfu<ipj<j_1>> LS Ten (12 1) @) 20

1+

j=2 =2

202
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Finalement :

i
250 ox

(JI,O’) =
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Annexe C

Analyse de ’algorithme de Chase

Supposons que dans une séquence recue de longueur n, ¢ erreurs de trans-
mission binaires se soient produites. Les fiabilités des digits, définies comme la
valeur absolue des rapports de vraisemblance du canal, sont réordonnées de la
maniere suivante

- les fiabilités correspondant aux ¢ décisions fermes érronées sont réordonnées

dans lordre décroissant : (31(i) > [B2(i) > -+ > B;(1).

- les fiabilités correspondant aux n—: décisions fermes correctes sont réordonnées

dans l'ordre décroissant : v1(n — i) > vo(n — 1) > -+ > vy,_i(n — ).
Soit f¢(z) (resp. f&(x)) la densité de probabilité associée aux fiabilités correspon-
dant a des décisions fermes correctes (resp. incorrectes). Soit F¢(z) (resp. FS(z))
la fonction de répartition associée aux fiabilités correspondant a des décisions
fermes correctes (resp. incorrectes). Alors les densités de probabilité des statis-
tiques ordonnées (3;(i) et y;(n — ) sont données par by [59]

2!

fiao () = =yl — Pl e P

Fron=n®) = T . ol Fe@lT @) E @

Il s’ensuit que

PEO 2 u-) = [ s ([ a0y ds

pour 1 <j<iet1<I<n—u.
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Annexe D

Fonctions approchées pour
I’étude des CC

Afin d’étudier les propriétés des fonctions approchées introduite dans la Sec. 5.3,

nous définissons la fonction

F.0) = €Q <\/A CRUEESE R (%])) C o)

ou A, B sont des entiers > 1 et y > 0, € sont des nombres réels. Sauf mention

expresse du contraire, le parametre de controle o est un nombre réel positif fixé.

D.1. Limite de f(x,0) quand y — 0

En utilisant 1'inégalité (1 — x%) < 27me”2/2Q(x) < 1, lorsque > 0, nous
obtenons lim,_, o vV27Q(x)ze*/? = 1. Quand 0 < y < 1/2, choisissons = =
Q' (y) et = Q7' (%) pour obtenir

liH(l] 1/271-yQ—1(y)eé[Q_l(y)]2 -1
y—)

T2 (D.0.2)
lim \/27#62_1 <Q> esle (B — 1.
y—0 € €
Par conséquent,
e (O g1 (
lim Q) _y (D.0.3)

y—>0 66% [Qil(y)PQ_l (y)

D’apres la regle L’Hopital, nous avons

anlg 17o-1(2)]? ~_

i @) ‘9y< ) — lim el (g ()
_ - 1 — T — .

=0 Q7H(y)  vm0 )= @ W1 (y)
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et (D.0.3) implique que
—1 g
lim ¢ 1(6)
y—0 Q7 (y)

En utilisant I'inégalité Q(x) < e=**/? et (D.0.1), nous obtenons

osf@pkgwﬁem{—§@*@W(1—1EZJQL)}. (D.0.5)

= 1. (D.0.4)

Etant donné que A > 1, B > 1 et lim, .o Q' (y) = 400, en combinant (D.0.4)
et (D.0.5) on a lim, ¢ f(y,0) = 0.

D.2. Dérivée de f(y,0) par rapport a y

L’expression de la dérivée partielle par rapport a y s’écrit

%yy’a) = C(A, B,e)v(y, B,€)d(y, A, B, €) > 0, (D.0.6)

ou

C(A, Bye) —e2eso? | A (1 — l)

B
Q@)
1 [@-1(¥)]
,Boe) =4/1——= =
"y ) B Q'WE 1 1o
()] 7 e (2)] (D.0.7)
L, e (I g1 (v)
X — — €
B — 1 €e§[Q 1(y)]2Q—1(y)

(I g1 (v)
(&
6(3/7 A7 B7 6) = 66%[Q71(y)}2Q_1(y> ’

Etant donné que limy_o Q7" (£) = +oo, d’apres (D.0.3) et (D.0.4), nous avons

immédiatement lim, .o y(y, B,€) = 1. Donc, la limite de %yy’o) est déterminée
uniquement par le comportement de d(y, A, B, €), pour y — 0.

Dans I’Annexe D.1, nous supposons que A et B parcourent les entiers stricte-
ment supérieurs a un, en conséquence nous pouvons introduire deux cas distincts,

a savoir A = B =2 and max(A4, B) > 2.
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D.2.1.Cas A=B=2

En utilisant (D.0.3), nous obtenons lim, ., d(y, A, B,€) = 1, donc

i 29 0)

Sy =0(2>2>6)=(ee2i2)2. (D.0.8)

D.2.2. Cas max(A4, B) > 2

D’apres (D.0.2)
(D.0.9)

Il s’ensuit que

lim d(y, A, B,€) = lim
y—0 y—0 (\/%)

ol
—
L
<
@l
r
O
L
—~
S

= lim(\/%)A

y—0

—~

—
|

=

S~—
N

™

o[

L
/N
|
o

—
ol
N—

Finalement, (D.0.4) conduit a

lim d(y, A, B,e) = (V2r)*0B) 1B x limy Q') B (D.0.10)

y—0

D.2.2.1. Limite de %@"7) quand y — 0

Nous utilisons l'inégalité Q(z) < e=*/2, 2 > 0. Lorsque 0 < y < 1/2, choi-
sissons & = Q7 !(y) et apres quelques manipulations évidentes nous obtenons la

borne
0<Q'(y) <+v/—2Iny.

Il est immédiat que
0 < (y@ L)) U787 < (“2y2my) HA0-E)) (D.0.11)

Notons que lim, oy*Iny = 0et A(1— %) —1 > 0, puisque A > 1 et B > 1,
donc en combinant (D.0.11) avec (D.0.10) il resulte que lim, ., d(y, A, B,€) = 0.

Nous concluons que lim,_,, %Z’U) = 0 quand max(A4, B) > 2.
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D.2.2.2. Limite de {&2) quand y — 0 pour r > 0

y’l‘
Nous recherchons
A B 1 -1 1 _1)\_
lig 0@ 4, B2 ) 1’€> = (Vor)A-m) 1 i A E) (Q‘l(y))A(l 5)
y—0 Ty’ T y—0

(D.0.12)

Commencons par évaluer les limites des fonctions suivantes

[A(-%)-1

(S

n(y) = y*0-5) " (—2Iny)

HaG-2)1]
Inv2r mQ'(y) W (1—[@11@)}2)

Oy) =11 _
(v) + Iny + Iny Iny

Lorsque y — 0, nous avons Q@ (y) — 400, —Iny — +oo et en employant le

changement de variable X = —2Iny pour 0 < y < 1/2, nous avons

an_l(y)‘ _ In (v/—2Iny) _InX

Iny —Iny X

— 0,

c’est pourquoi lim, ¢ 6(y) = 1.

N

Avec le changement de variable Y = (—1Iny) [A<1_%)_1], pour 0 < y < 1/2,

y — 0 est équivalent a Y — 400 et

() = 22105y exp [( A (1 - é)) Yﬁ] |

De A (1 — %) — 1> 0, nous déduisons que

lim (y) — { 0, sir<A(l-g) (D.0.13)

y—0 400, sinon

Casr<A(1—%)

Pour 0 < y < 1/2, nous utilisons Q7 '(y) < v/—2Iny et obtenons

0 <y BT WITET <),

4(y,A,B,e€) —0.

En combinant ce résultat avec (D.0.13) on a lim, o =255

Casr>A(1-5)
1

Utilisons I'inégalité —— (1- %) e~ "’/2 < Q(x), pour z > 0. Pour 0 < y <

1/2, choisissons x = Q~(y) > 0 et aprés quelques manipulations, nous obtenons
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la borne

Q7'(y) > (~2Iny)"?

Iny Iny Iny

Ensuite, en prenant en compte le fait que A (1 — %) — 1> 0, il suit que

y =)= Q ()51 S () x 0(y).

3(y,A,B,e€)

En combinant ce résultat avec (D.0.13) on a limy o =255

= +00.

Si r est un entier, définissons

r(A, B) = max {7’ € N: lim f (. 0) = 0} :

y—0 y"

En appliquant la regle de L’Hopital, nous concluons que

r(A,B) = max<r € N: lim ! M:o .
y—0ry™~t Oy

Finalement, lorsque max(A, B) > 2, nous avons

A(l-%)—1, siA mod B=0
LA (1 — %)J , sinon '

r(A,B) = {
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Annexe E

Dérivée partielle de la fonction

représentant le décodage itératif

des PCC

La fonction h représentant le décodage itératif des PCC a une dérivée partielle

—1
m:P‘l(y,U)) ]

(E.0.1)

par rapport a y de la forme

8h(ayy7 0') _ [_2\/%@1<y) exp (%[Ql(y)]2> _ (apgz, 0')

OP(z,0)

% ox

Y

2=[Q7 (Y2~ 5~ P~ (y,0)

ot P(z,0) est défini dans la Sec. 5.2.1. En un point fixe y > 0, [Q*(y)]? — & —

P~ (y,0) = P7Y(y,0), ainsi, la dérivée partielle se simplifie en

1

Ohly,0) _ —2v27Q™ ' (y) exp (—[Q‘l(y)]Q) x OPle.0)

ox

—1 (E.0.2)

r=P~1(y,0)

oy 2

En remplagant P(z,0) dans (E.0.2) par 'approximation suggérée par (5.3.10),

a(0)et ) g1 (y)

oh(y,0)| 2
= 3l @) g ( v >

dy

—1, (E.0.3)

ot y* > 0 est un point fixe de h. En choisissant € = (o) dans (D.0.3) on obtient
limy._o 22| =
VIO T oy =y T
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Annexe F

Dérivée partielle des fonctions

représentant le décodage itératif

des SCC

Les fonctions h, et h; représentant le décodage itératif des SCC ont une

dérivée partielle par rapport a y de la forme

Oho(y,0) | -1 1, ) (0P(z0) -1
o —[ 2V27Q 7 (y) exp | (@7 ()] P
OP,(z,0)
X
Or =@ '(w)12-L—P ' (v0)
Ohi(y,0) | 4 10, 2\ [(0Ps(x,0) -
o —[ 2V27Q 7 (y) exp | (@7 ()] e NPT
OF(z,0)
X )
Or  la=lQ ' W)]P- %P (v.0)

(F.0.1)

ou P,(z,0) et Pi(x,0) sont définis dans la Sec. 5.2.2. En remplagant P,(x,0) et
P,(xz,0) dans (F.0.1) par les approximations données par (5.3.17),

Oho(y, o) _ ao(0)e2@' )]QQ—l(y*) - ao(a)e%[Qﬂ(af(a))] Q! (ay(
ay vy - eé[Q_l(ay(ff))]QQil (af(i;)) Oéi(U)eé[Q_ (ay(o))]ZQ*1 (oj(
ahi(y,O‘) Oéz‘(O’)e% Q Yy )] Qfl(y*) - 1 Oé,‘(U)e%[Qﬂ(a (0))} Qfl (ay(*g)
Jy y=y* eHQﬂ(a@’(U))] Q! (;(1)) doin ao(a)e%{Qﬂ(ay(’))] Q! <a?(*a)
(F.0.2)

163



ou y* > 0 est un point fixe de h, et h;. A 'aide d’'une méthode similaire a la

4 : : Oho(y,0) _ : ohi(y,0) _
démonstration de (D.0.3), nous avons lim«_,g Dy |y = 0 et limy«_,g |y =
1 — 1

dO

min
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Annexe G

Démonstration du Thm. 5.2.2

Nous donnons ici la preuve du Thm. 5.2.2 énoncé dans la Sec. 5.2.2.
Nous montrons d’abord que sous les conditions 1 a 3, les points fixes de h,oh;
et h; o h, sont exactement les points fixes h, et h;. Soit y* € J un point fixe de

he et h;; par définition h,(y*, o) = y* et h;(y*, o) = y*, alors

hoo hi(y*,0) = ho(y*,0) =y*
hioho(y*,0) = hi(y*,0) =y".

C’est pourquoi, les points fixes de h, et h; sont un sous-ensemble des points fixes
de h, o h; et h; o h,. Réciproquement, soit y* € J un point fixe de h, o h;,
par définition h, o h;(y*,0) = y*. Supposons que h;(y*,0) # y*, la condi-
tion 3 implique que h;(y*,0) < y* et a partir de la condition 1, nous avons
ho o hi(y*,0) = y* < h,(y*,0). En appliquant la condition 2, il s’ensuit que
ho(y*,0) = y*. Puisque h; et h, ont les mémes points fixes, h;(y*,0) = y*, ce qui
est en contradiction avec I’hypothese. De plus, puisque h; et h, ont les mémes
points fixes, h,(y*, o) # y* implique h;(y*, o) # y* et conduit a la méme contra-
diction. Donc y* est un point fixe de h; et h,. Le méme raisonnement s’applique a
h; o h,. Par conséquent, les points fixes de h, o h; et h; o h, sont un sous-ensemble
des points fixes de h, et h;.

Nous achevons la preuve en montrant que sous les conditions 1 a 4, les points
fixes stables de h,oh; et h; o h, sont exactement les points fixes stables de h, and

h;. Puisque nous avons déja montré que sous les conditions 1 a 3, h,, h;, h, 0 h;
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et h; o h, ont les mémes points fixes, soit y* € J un tel point fixe, alors

oh, o h; Oho(y, o) Ohi(y, o)
‘ 0 (4:9) y=y* B dy y=hi(y*,0) . dy y=y*
_ |9ho(y, 0) lahi(y,a)
dy y=y* dy y=y*
Oh; o h, Oh;i(y, o) Oho(y, o) (GO.1)
‘ dy (4,) y=y* - dy y=ho(y*,0) 8 dy y=y*
_ Oh;(y, o) y '8ho(y,a)
dy y=y* dy y=y*|

Soit y* € J un point fixe stable de h, et h;; par définition, nous avons

Oho(y,0)

—_— <1
’ (9y y=y*
ahz<y7 U)

—_— < 1.
‘ 3,?; y=y*

Nous déduisons de (G.0.1) que les points fixes stables de h, et h; sont un sous-
ensemble des points fixes stables de h,oh; et h;oh,. Réciproquement, soit y* € J

un point fixe stable de h, o h; et h; o h,, par définition

8h0 o hz

, <1
' s (y,0) -
6hl o) ho

, < 1.
’ s (y,0) -

En prenant en compte la constrainte donnée par les conditions 2 et 3, (G.0.1)

impose
‘ aho(ya U) <1 et ’ ahz(y7 U) <1
Ay ly=y*| ~ oy ly=y* ’
ou
‘ aho(ya U) <1 et ’ ahl(y7 U) <1
Oy ly=y* Oy ly=y+| —

et finalement, a cause de la condition 4, nous avons nécéssairement

h,
1 e ‘az(y,a)

< 1.
dy

Oho(y,0)
dy

y=y* y=y*

C’est, pourquoi les points fixes stables de h,oh; and h; o h, sont un sous-ensemble

des points fixes stables de h, and h;.
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Annexe H

Démonstration de ’Eq. (6.3.20)

Nous montrons comment obtenir le résultat (6.3.20) nécéssaire pour démontrer

la seconde partie du Thm. 6.3.3. En procédant a la substitution

1—¢°

:1+es
1—=2

142’

s=1In

on obtient

B N, e (1 ey
2= ey ey

J

1—=2 1— 2971
T T

1—2 1 — gt 1 — 207t
2 {pdc 1+ 2z +jZPj 14 27

1—2 1 — zde—1 Y1+ 29) 4+ (14 2) (2%
- Y Zpﬂ X )d ( >(
2 14 2z = (14 24)(1 4 29)

-1 Zj—l)}

11—z 1 — gl 11—z 142 2=t
-2 {pdcuzd Zmszc 1+zdczpj 1+ 20

1—21— z%1
= 1
ot de—1 i—1
142 2™t — 27
e(z) = 1 — d—1 ij 1+ 2
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Notons qu’en utilisant I'identité (1 —2") = (1 —2)(1+z+---+2""'), nous avons

1+z 271 — zde7)
>

lime;(z) = lim —

21 z—1 1 — gde—1 4 1+ 27
j<dc
: 1+2 A1+ 244 2%
= m - d—2zp3
2=l 14 z4 - 4 2 14 27
J<dc
j<dc

De I'expression de § obtenue dans le Thm. 6.3.2, il suit que

Ziiai(s_l—zl—zdc_l
Soia; 2 14z

(1+e(2)

et apres quelques manipulations algébriques simples

> zaz 14214 %!
ZzaZ 2 1 gl

1-— (1 _EQ(Z))a

ou
i1

11—z
€2(2) = 1_|_ch1sz 1+ 29
Notons que lim,_,; €5(z) = 0. De plus, nous obtenons

Qs _ Qi Do, ia; Ziiaié o yiapl— 21— et
a; a; Zz e Zz 1a; N a; Zz 1oy 2 1+ zde

et apres quelques manipulations

(1+e(2))

ap .oy dap 14214 2%t
1— 2y =& r, B |
@ oapy i 2 14zt (I's(2) — ea(2))
ou
(22 B 1) (14 28 + 2 4 200
(14 2)(1 + z4-1)
Notons que

IimI';(2) = EM.
z—1 a; Y. la;
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Finalement, en combinant ces résultats, nous obtenons
DOPRLT
1= 500 14 zl4 2% —e(2)

%ﬂchcg T l—z1 =zl 4 (2)

1—3—: _1+Zl+zd6*1Fi(2)—62(z)
G5 1—zl—zt1 14€(z)

Le résultat (6.3.20) est obtenu en injectant (H.0.1) dans (6.3.19).
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Résumé :

Récemment, il a été démontré que les systemes de décodage itératif peuvent
fonctionner a des rendements tres proches de la limite de Shannon avec toute-
fois une complexité raisonnable. En particulier, les codes LDPC (7 low-density
parity-check ") irréguliers et les turbo codes sont des candidats prometteurs pour
de futures applications. En premier lieu, la dynamique non-linéaire du décodage
itératif est étudiée de maniere expérimentale. Celle-ci étant tres complexe, un
modele simplifié basé sur les densités de probabilité gaussiennes est proposé pour
analyser le décodage itératif. En particulier, nous verrons comment expliquer le
seuil de bruit et comment caractériser la dynamique en fonction des parametres
du code. Ensuite, grace a une analyse théorique, un lien est établi entre les
propriétés des codes LDPC et la dynamique du décodage itératif associé. Finale-
ment, les performances des systemes de décodage itératif sont évaluées pour les
applications VDSL et ATM sans fil.



