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1 Estimateur par intervalle de confiance ou région de confiance

1.1 Problématique et définition

Une expérience aléatoire est décrite mathématiquement par la donnée d’un ensemble X de résultats
possibles de cette expérience. Toute observation possible, appelée aussi issue de cette expérience est un
point x € X de cet ensemble muni d’une loi de probabilité P. Dans chaque probléme considéré, on
dispose d’une certaine connaissance a priori sur cette loi de probabilité P. En particulier, en traitement
statistique du signal et des images (et dans d’autres disciplines appliquées), on déduit la forme de cette
loi de probabilité des modeéles physiques (ou d’approximations raisonnables de ces modéles physiques) qui
indiquent comment ces observations x ont été engendrées.

Dans de nombreux modeéles statistiques, cette loi de probabilité P appartient & une famille de loi de
probabilité P et un parameétre § € © apparait de fagon naturelle en association avec P. Si pour toute
valeur 6 de ce paramétre, on ne peut associer qu'une seule probabilité P de P, on dit que le modéle est
paramétrique et 1’on peut utiliser ce paramétre 6 pour indexer la famille P.

P ={Py(x),0 € ©}.
On supposera de plus que l'application 0 — Py(x) est injective. C’est a dire que
P@l(X) = P@z(x)7 Vx € X = 91 = 92‘

Sans cette condition essentielle appelé condition d’identifiabilité, la problématique de ’estimation para-
métrique n’a pas de sens.

Dans le cas ot 6 ne caractérise pas complétement la probabilité P, on dit que le modéle est semi-
paramétrique. Dans le cas ou x représente un échantillon (x1,z2,...,x,) de variables aléatoires xj, indé-
pendantes de méme loi de probabilité, 8§ peut représenter par exemple dans ce cadre semi-paramétrique
la moyenne, la médiane et/ou la variance des variables aléatoires x. Dans ce chapitre, nous nous intéres-
serons essentiellement a l'estimation de paramétre dans le cadre paramétrique avec seulement quelques
exemples dans le cadre semi-paramétrique.

Dans un cours précédent de statistique, nous avons estimé un parameétre inconnu ¢ d’un modele
paramétrique P = {Pp(x),0 € O} par une valeur unique ¢(x) (ot 6,(x,) pour rappeler la taille n de
'observation x) appelée estimation ponctuelle. Si 'estimateur 6(.) posséde de bonnes propriétés (sans
biais, variance minimale, efficacité,...), on peut s’attendre a ce que 0(x) soit proche de la vraie valeur 6.
CepAendant il est trés peu probable que 0(x) soit exactement égal a 6. En particulier si la loi de probabilité
de 0(x) est continue P(0(x) = 6) = 0.

Par conséquent, plutot que d’estimer 0 par la seule valeur a(x), il semble raisonnable de proposer un
ensemble de valeurs vraisemblables pour € qu’il est intuitif de prendre proches de 6(x). Cet ensemble de
valeurs est appelé intervalle de confiance quand 6 est monodimensionnel ou 7égion de confiance quand 6
est multidimensionnel. Il s’agit d’une estimation ensembliste et dire que toutes les valeurs de cet ensemble
sont vraisemblables pour 6, c’est dire qu’il y a une forte probabilité que 6 appartienne a cet ensemble.

1.1.1 Intervalle ou région de confiance

De fagon précise, nous avons la définition suivante :
Définition : Un intervalle ou région de confiance est une domaine aléatoire A%(x) tel que
PA%(x)36]=1—a. (1.1)

On dit que l'ensemble aléatoire A%(x) qui dépend de l'observation x est un intervalle ou région de
confiance de niveau ou degré de confiance 1 — . « est lui appelé seuil de confiance ou niveau de



signification. Les valeurs usuelles de o sont 10%, 5% ou 1%.

Remarque 1.1 : Toutes les définitions et méthodes que nous allons exposer dans ce chapitre s’étendent
a des intervalles ou régions de confiance pour toute fonction ¢(#), donc en particulier & des composantes
particuliére 05 d’un parameétre multidimensionnel 8 € R? du modéle paramétrique P = {FPy(x),0 € O}.
Ce dernier cas est particuliérement utile en présence de paramétres de nuisance, c’est-a-dire dans le cas
ou 8 = (01,02) ot 61 = ¢(0) représente des paramétres d’intérét et @2 des paramétres qu’on ne cherchera
pas a estimer appelés paramétres de nuisance.

Remarque 1.2 : Les intervalles de confiance suscitent souvent des erreurs d’interprétation et des abus
de langage. C’est la raison pour laquelle, nous avons évité d’écrire (1.1) sous la forme plus traditionnelle :

Plf € A%(x)]=1—aq,

qui laisserait comprendre que 6 est aléatoire. Alors que 6 est une quantité inconnue mais non aléatoire
(on pourrait dire purement inconnue) et c’est Uintervalle ou la région de confiance A%(x) qui est
aléatoire. Il est donc incorrect de dire par exemple que 6 a 95% de chances d’étre compris entre 33
et 35. Il est plus correct de dire que nous avons une confiance de 95% pour que 6 soit compris entre 33 et 35.

Le probléme consiste donc & trouver un procédé pour déterminer un intervalle ou région de confiance
pour 6. Il semble intuitif de proposer un intervalle de confiance centré sur un estimateur ponctuel perfor-
mant 6(.), c’est a dire de la forme

Il resterait alors & déterminer € telle que :

~ ~ ~

P[0 € A%(x)]=PlO(x) —e<0<0(x)+¢ =P[l0(x) -0 <¢e=1-—a. (1.2)

Mais cette démarche n’aboutit que dans des situations trés spécifiques car « est en général fixé par
avance (donc ne doit pas dépendre de 6 qui est inconnu). Par ailleurs, € ne doit pas non plus dépendre
de 8 pour que l'intervalle de confiance puisse étre utilisé. En conséquence on ne peut déterminer un e

~

vérifiant (1.2) que si la loi de probabilité de 6(x)—6 ne dépende pas de 6, ce qui est tout a fait exceptionnel.

Notons dés maintenant, qu'un compromis devra étre adopté entre le degré de confiance 1 — « et la
précision € souhaitée pour cet intervalle ou région de confiance. En effet, plus on exigera un degré de
confiance élevé 1 — «, moins on veut prendre le risque de se tromper en disant que 6 est dans l'intervalle
ou région, donc plus l'intervalle ou la région de confiance va s’agrandir. A la limite, on ne prend aucun
risque (o = 0) en proposant un intervalle de confiance R ou région R? tout entier !

1.1.2 Exemple élémentaire

Considérons une observation x = (z1, ..., 2, ) constituée de n variables aléatoires (1, ..., 2, ) indépen-
dantes de loi de probabilité gaussienne de moyenne inconnue 6 et de variance connue O'g. Dans ce cas la

2
moyenne empirique %2221 x1 est de loi de probabilité gaussienne de moyenne 6 et de variance %0 Par

suite la variable aléatoire
def 1 -
h(x,0) = | — -0
w0 (15n)



2
est de loi de probabilité gaussienne N (0, %0) qui ne dépend pas de 6. Cela nous permet d’écrire, qu’il
existe pour tout « €]0, 1[, une valeur u, telle que :

(52 k1 2x) =0 _ 1 ¢ o0 1g o0 3
=P|0€c n;xk—\/ﬁua,nz:xk+\/ﬁua =1-oa.

P 90
k=1

< Uq

Jn

D’ou I'intervalle de confiance :

1 & oo 1 & oo
A%(x) = |- Tp — —— Ug} — T+ —= Ua | -
(x) [n Z F vn 'n Z F N
k=1 k=1
Cet exemple élémentaire, va nous permettre de donner une méthodologie pour obtenir des intervalles ou
régions de confiance.

1.1.3 Fonction pivotale

Pour trouver un intervalle ou région de confiance, la principale méthode consiste a trouver, comme
dans 'exemple élémentaire précédent, une fonction h(x,0) dite fonction pivotale

(x,0) €e R" x © — h(x,0) € R,

dont la loi de probabilité ne dépend pas de 6 et est non dégénérée (en pratique a densité de probabilité).

~

Cette fonction s’écrira souvent & 'aide d’une estimation ponctuelle particuliere 6(x) ou d’une statistique
exhaustive s(x), c’est a dire sous la forme k[0(x), 0] ou k[s(x), 6] comme nous en verrons des exemples
par la suite.

Cette fonction pivotale h(x,#) permet en général de trouver des régions X(a) de R qui ne dépendent
pas de 0 telle que :

P[h(x,0) € ¥(a)] =1 — a. (1.3)

Cette relation permet généralement de déduire par inversion, pour tout a > 0 et x € X, un domaine

A%(x) ={0 € 0O ;h(x,0) € X(a)} tel que :
0 € A%(x) & h(x,0) € X(a).

Ce procédé permet de déterminer des intervalles ou régions de confiance lorsqu’on saura mettre en
évidence une fonction pivotale. Trés souvent la fonction # € © — h(x,6) € R sera monotone, ce qui
facilitera le calcul de la région A%(x) a partir de X(«).

Remarque 1.3 : En général la région X () solution de (1.3) n’est pas unique. Pour minimiser la longueur
de l'intervalle ou le volume de la région de confiance A%*(x), on aura souvent intérét & minimiser la longueur
de () bien que cette minimisation n’assure pas toujours la minimisation de la longueur ou du volume
de A%(x) pour « et x fixés.

Pour cela on dispose de la propriété suivante : Si fr(h) désigne la densité de probabilité de la variable
aléatoire h(x,0), le domaine ¥(«) de longueur minimale satisfaisant la contrainte (1.3) est donné par
Iensemble ¥ () des valeurs de h solutions de I’équation

fru(h) > a(a) ou le seuil a(a) est ajusté pour que fu(h)dh =1 — a. (1.4)
3(a)

Ainsi, dans le cas particulier ot fg(h) est une fonction paire, le domaine ¥ («) sera symétrique par
rapport a l’origine.



Preuve : Si X(«) vérifie (1.4) et si ¥'(«) est un autre intervalle tel que P[h(x,0) € ¥'(«)] = 1 —a, nous avons :

P[h(x,0) € (a) N Y/ (a)] = P[h(x,0) € ¥'(a) N E(a)] = 1 — a — P[h(x,0) € (a) N X' (a)]

Plh(x,0) € 5(a) N (a)] = /Z e fn(dn 2 a(elong(S(e) 1)
et

Pics) € X @] = [y < afo)long(=0) 1 £(0)
d’ou

long(Z(a) N Y (a)) < long(¥' (o) N E(a)).

Ce qui implique : long(Z(a) N X/ (a)) + long(X(a) N ¥'(a)) < long(X'(a) N L(a)) + long(L(a) N ¥ (), d’ot
long(X(a)) < long(X' (). [ |

Reésultat de probabilités 1.1 : Dans tout ce qui suit nous aurons besoin de la notion de quantile d’une
loi de probabilité d'une variable aléatoire scalaire :

Pour une variable aléatoire X & fonction de répartition Fx(z) strictement monotone (c’est a dire
continue), on appelle quantile d’ordre p €]0, 1], la valeur g, telle que

Fx(gp) € P(X < g,) = p. (1.5)

Ainsi la médiane d’une variable aléatoire est son quantile d’ordre 1/2. On parle quelquefois de quartile,
décile et centile pour respectivement

123 1 2 9 1 2 99

pE {Z,Z,Z}, pE {TO,E,,E} et pc {m,m,,m}

Par exemple pour la loi gaussienne centrée réduite AV (0,1) qui satisfait :
P(]X| <1,98) ~ 0.95 et P(|X]|<2,58)~0.99,

le quantile d’ordre 0,025 est -1,98 ~ -2 et celui d’ordre 0,975 est de 1,98 ~ 2 et celui d’ordre 0,005 est
-2,568 ~ -2,6 et celui d’ordre 0,995 est de 2,58 ~ 2,6.

On utilisera par ailleurs dans ce chapitre les quantiles de lois de probabilité gaussienne centrée réduite
N(0,1), de Student a n degrés de liberté et de Khi deux a n degrés de liberté, et 'on utilisera les notations

respectives
PIU| > ua] = a, P[IT| > taal = et PIZ>2,0] = a.

Si la fonction de répartition F'x (x) n’est pas strictement monotone (par exemple pour une variable aléatoire
discréte prenant les valeurs (x;);en, pour laquelle F'x (x) est en "marche d’escalier"), on appellera quantile
d’ordre p €]0, 1], la valeur g, définie par

qp = sup{w;; Fx(x;) < p}.

On aura ainsi en particulier Fx(g,) < p.

Remarque 1.4 : L'intervalle ou la région de confiance A%(x) solution de (1.1) n’est pas unique. Dans
certaines applications, on ne cherchera pas un intervalle A%(x) de longueur minimale, mais plutot, un
intervalle de la forme | — 00, a1(x, @)] ot Jaz(x, a), +00] appelé intervalle unilatéral par opposition a un
intervalle de la forme Ja; (x, @), az(x, )] appelé intervalle bilatéral. Ces divers choix dépendent du contexte
dans lequel intervient la notion d’intervalle de confiance. Ainsi si 6 est une résistance de rupture d’un
métal, on veut assurer une résistance minimale, soit un intervalle de confiance de la forme 6 > as(x, a).



Par contre si 6 est une concentration de poluant, on ne veut pas dépasser un seuil de toxicité : 0 < a1 (x, ).

Dans la suite de ce chapitre, nous allons illustrer cette approche par fonction pivotale dans des cas
particuliers.

1.2 Intervalle de confiance pour les paramétres de la loi normale

Considérons ici un modéle d’échantillonnage x = (z1,...,x,) de taille n. Les variables aléatoires
X1,...,X, sont indépendantes de mémes distributions gaussiennes N (m,o?). Pour construire des in-
tervalles de confiance pour les paramétres m et o nous aurons besoin des résultats suivants de probabilité :

Résultat de probabilités 1.2 :

1. Si Xy,... , X, sont indépendantes de loi gaussiennes centrées réduites A (0, 1), alors
n
X2 o ZX,% est de loi de Khi-deuz a n degrés de liberté (notée x2).
k=1
2. Si X est de loi N(0,1) et Y de loi x2 et de plus si X et Y sont indépendantes, alors

X
T 2 est de loi de Student an degrés de liberté (qui est une loi de densité de probabilité paire).

\/%

3. Si Xi,..., X, sont indépendantes de loi gaussiennes A (m, o?), alors
def 1 " o2
la moyenne empirique X, = — g X}, est de loi gaussienne N <m, )
n n
k=1

et si S2 désigne la variance empirique S2 e IS Xk — X)) =2 X - (A3, Xk)2

—n

alors
—5 est de loi de Khi-deux a n — 1 degrés de liberté, (1.6)
o

de plus B
les variables aléatoires X,, et S sont indépendantes. (1.7)

1.2.1 Intervalle de confiance pour la moyenne

2

Deux cas sont & distinguer : ol bien ¢“ est connu, alors le seul paramétre inconnu du modeéle

paramétrique est m, oil bien o2 est aussi inconnu et le paramétre inconnu du modéle paramétrique est
0 = (m,c?) et nous nous intéressons seulement ici & m = $(8).

Cas o2 connu : Ici X,, — m est de loi gaussienne N’ (0, %2) Il s’agit donc d’une fonction pivotale pour

le paramétre m. Par suite :

™ est de loi gaussienne A (0,1),

=

d’ou

10



Par suite nous obtenons l'intervalle de confiance :

_ o _ g = def 1
me | Xy — —= Uq, Xp+ —= Ug| ou X, = Th.
vn NG 2

Remarque 1.5 : Nous remarquons sur ce premier exemple que la largeur % U, est une fonction a la
fois décroissante de la taille n de I’observation et de a.. Ceci est intuitif, car plus n croit, plus I’échantillon
apporte de l'information et plus I'incertitude sur le parameétre diminue. De méme, plus « croit, plus uq
décroit et moins cet intervalle de confiance a de chance de contenir la valeur de 6. Cette remarque est
tout a fait générale pour tout intervalle de confiance.

Cas ¢? inconnu : D’aprés les propriétés 2 et 3 précédemment rappelées ci dessus,
def Xn -—m 1 Xn —m
T = =
< nS2 S
Vi e n—1
est de loi de Student & n— 1 degrés de liberté. Par suite X’g;m est une fonction pivotale pour le parameétre
n—1

m et nous obtenons l'intervalle de confiance :

n

- S, - S, R def 1 >
m € Xn — \/ﬁ tn—l,oan+ \/% tn_17a:| ou Xn é nkzll'k et ST2L é n;(ﬂ:k _Xn)2 (18)

et oil t,_1,o désigne la valeur telle que P(|T| > t;,—1,4) = a.

On préfére quelquefois remplacer S2 par I'estimateur sans biais de la variance o2

n

2 def 1 > n
i D (ak— Xp)? = — 155.

Dans ce cas, l'intervalle de confiance précédent s’écrit sous la forme :

n

- S/ - S! o2 def 1 -
me | X, — 7% tn—1.0y Xn + 7’% tn_l,a] on 87 = — > (zk - Xn)?.
k=1

1.2.2 Intervalle de confiance pour la variance

Ici aussi deux cas sont a distinguer : ol bien m est connu, alors le seul paramétre inconnu du modéle
paramétrique est o2, oil bien m est aussi inconnu et le paramétre inconnu du modéle paramétrique est
0 = (m,0?) et nous nous intéressons seulement ici a 02 = ¢().

2
x’“;m)z = "52" (on S”% def %Zzzl({ﬂk — m)?) est d’aprés la propriété 1

9 2
précédente de loi de Khi-deux a n degrés de liberté. Par suite Z def nsQ” est une fonction pivotale pour

g
o2. 11 existe donc des intervalles [a, b] tels que :

92 92 92
p(m"sngb):P(wb"scr?sm):l—a.

o2 a

Cas m connu : Ici Y7, (

Ici un intervalle [a,b] de longueur minimale pour ¥(«) n’entrainera pas un intervalle de longueur
minimale pour A%(x). Il est d’usage ici de ne plus prendre U'intervalle [a, b] de longueur minimale mais de

11



procéder plutot a un équilibrage des risques, c’est & dire a prendre a et b tels que

ns’? ns’?
P(Uh e p("Sh20) -0

Par suite si 2, désigne la valeur telle que P(Z > z, ) = a, alors a = Zn1-g et b= Zn, g (en fait quantile

d’ordre respectivement de § et 1 — §) et nous obtenons alors I'intervalle de confiance suivant :

Q

2 92 n
5 | nS"s nS < a2 def 1 2
o 6[ & L ouS”n:ﬁg (xr —m)~.

)
Zn 2 Zp1_o
n n,1 5 k=1

2
Cas m inconnu : Ici d’aprés la propriété 3, % est loi de Khi-deux & n — 1 degrés de liberté. Par suite

def nS2 . . . .
Z = Z—Q” est une fonction pivotale pour 2. Nous pouvons reprendre la démarche précédente et nous

obtenons alors l'intervalle de confiance :

of 1 -
ot §2 % =3 (k= Xa) (1.9)

2 2
o2 c [ nS; nS;
k=1

9
Zn—1,% “n-11-%

2 ne sont pas de la forme [5— €,0 + €] avec

Remarque 1.6 : Ces deux intervalles de confiance pour o
0 =572 ou f = S2, mais de la forme

[Elé\, 625] ou €1 < €2,

avec pour les valeurs usuelles de a et n, €1 < 1 et e > 1. En général la structure de l'intervalle de
confiance est imposé par le choix de la fonction pivotale qui notons le n’est pas unique.

Remarque 1.7 : Notons que l'intervalle de confiance pour le paramétre o2 est légérement plus étroit
lorsque m est connu que lorsque m est inconnu en étant quasi identique pour les grandes valeurs de n. A
chaque fois qu’un paramétre est connu, nous avons intérét a en tenir compte dans le choix de la fonction
pivotale.

1.2.3 Région de confiance pour (m,c?)

Dans le cas ol m et ¢ sont inconnus et oil 'on s’intéresse a la fois & m et 02, @ = (m, 0?). Dans ce
cas la variable aléatoire

) det (235 @) —m
- o

vn

h(x, 0

est de loi N(0,1) et donc une fonction pivotale avec :
Pllh(x,0)] <us) =1—a.

Cependant la région de confiance associée

- P N —Xn)? . . .,

est dans R?, la région intérieure a la parabole ¢? = M Cette région non bornée de R? n’a pas
«@

d’intérét pratique. Nous lui préférerons des régions de confiance sous forme de rectangles ou d’ellipses

que nous obtiendrons respectivement sous forme de région de confiance par excés (1.12) ou de région de

confiance asymptotique (1.33).
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1.3 Intervalle de confiance pour une proportion

Le probléme connu sous le nom d’intervalle de confiance d’une proportion est en fait le probléme de la
détermination d’un intervalle de confiance pour le paramétre p €]0, 1] de la loi de probabilité de Bernoulli
au vu d’un échantillon de variables aléatoires indépendantes x1, .., z,, de cette loi. Nous donnerons deux
exemples de ce probléme dans le contexte des sondages d’opinion et dans celui de I’estimation d’un taux
d’erreur en communications numériques dans le paragraphe ?77.

Dans ce cadre nous savons que ’estimateur

n
~ def o 1
x) = Xp,=— x
p( ) n n Z ks
k=1
est sans biais de variance minimale et de plus efficace. Nous savons également que la statistique

s(x) = Z Tk
k=1

est une statistique exhaustive (la distribution de (z1,..,z,) conditionnelle & la connaissance de s(x) ne
dépend plus du paramétre p). Par suite toute fonction pivotale du paramétre p devrait étre une fonction
de s(x) ou de X,,. Mais la loi de probabilité de s(x) est une loi Binomiale de paramétre p et n, i.e.,

Pls(x) =k] = (Z)pk(l —p)" % pour ke {0,..,n}

qui n’est pas facile & manipuler.

Remarque 1.8 : De plus, puisque s(x) est une variable aléatoire discréte, tout intervalle de confiance
A%(x) pour le paramétre p (construit a partir de s(x)) ne peut qu’étre discret (au sens que 'on peut
compter ces intervalles). Par suite il ne peut exister d’intervalle de confiance A%*(x) tel que 'égalité (1.1)
soit exacte pour n’importe quelle valeur du degré de confiance 1 — a imposé.

Par suite il n’existe pas ici de fonction pivotale au sens général exact (1.3) pour toute valeur de o. Nous
ne pourrons exhiber en pratique que des intervalles de confiance approchés (par excés ou asymptotiques)
pour le paramétre p que 'on décrira dans le paragraphe ?7.

Cette remarque s’applique aussi & toute observation x de distribution de probabilité discréte car
P[A%(x) > 6] ne peut prendre alors que des valeurs discrétes.

1.4 Intervalles de confiance de quantiles d’un échantillon

Nous considérons ici un échantillon x = (z1,22,...,2,) ol (2)i=1,., sont indépendants et de
méme loi de probabilité P inconnue de fonction de répartition Fx(z) continue strictement monotone
croissante, dont on s’intéresse aux quantiles ¢, défini par (1.5). Dans ce cadre, on définit & partir de
x, la statistique d’ordre (z(1y, (), .-, T(n)) qui représente les valeurs (;)i=1,., ordonnées dans I'ordre
croissant ((z(1) < z(g) < ... < 7(y)). Puisque les quantiles ne caractérisent pas la loi de probabilité P, il
s’agit ici d’estimation semi-paramétrique. Pour obtenir directement des intervalles de confiance pour les
parametres g, de P, on utilisera le résultat suivant :

Résultat de probabilités 1.3 : V(i,7) tel que 1 <i < j <mn, on a la propriété suivante :

7—1

n _
Plag < gp <m()) =) <k>pk(1 —p)"* avec Fx(g,) =p,
k=i
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Preuve : Puisque :
{za) <@t = {ze) < @} N {zg) =2 6}) U{zg) <o}

qui permet d’écrire puisque {x(;y < g} signifie qu’au moins i valeurs de (xx)r—1,....n sont inférieurs ou égaux a g, :

.....

P(x(i) Sqp < x(j)) = P(I(i) <q)— P(x(j) <q) = Fxm(qp) - Far(j>(‘Jp)
n n . n n L
= > () - rar - (7)) - Fe
k=i k=j
Jj—1 n
= (k)p’“(l —p)" " ]
k=i
Par suite, si pour le degré de confiance 1 — «, il existe deux entiers ¢ et j tels que
Jj—1 n
> (k)p'“(l —p)"F=1-a
k=i

avec 1 <14 < j < n, nous obtenons l'intervalle de confiance pour le parameétre g, :
ap € [T3), 25 (1.10)

Dans la pratique, on cherchera pour « fixé, le couple (i, j) telle que la somme Zi;i (Z)pk(l —p)"* soit
la plus proche possible de 1 — « et nous aurons seulement :
P (ap € [y o)) =1 - a,

qui sera un intervalle de confiance approché, dont on verra d’autres exemples dans la section 1.5.

Exemple 1.1 : Si l'on s’intéresse a la médiane, on a p = 1/2. On cherchera alors i et j tels que 2% Zi;i (Z)
soit la plus proche possible de 1 — . Ainsi pour n = 10, on a 2%0 2213 (1k0) ~ 0,89. On en déduit que

[a:(g), x(g)] est un intervalle de confiance approché de la médiane gy /5 avec un degré de confiance de 0,89.

1.5 Reégions et intervalles de confiance approchés

Il est assez rare que l'on puisse obtenir des fonctions pivotales nous permettant d’en dériver des
intervalles ou régions de confiance exacts. On se contente en pratique soit d’intervalles ou de régions
de confiance approchés, soit dans le cadre d’une séquence d’observations x,,, d’intervalles ou régions de
confiance asymptotiques obtenus a I'aide de fonctions asymptotiquement pivotales.

1.5.1 Reégions et intervalles de confiance par excés

Définition : Un intervalle ou région de confiance par excés est une domaine aléatoire A%(x) tel que
PIA*(x)260]>1—q. (1.11)

L’intérét de cette notion est de fournir des approximations de régions ou d’intervalles de confiance
quand on ne sait pas exhiber de fonctions pivotales, mais également de fournir une région de confiance
approchée sous forme de pavé pour les parameétres 8 = (61, .., ;) multidimensionnels & partir d’'intervalles
de confiance de leurs composantes scalaires 01, ...0,.

Exemple 1.2 : Revenons ici a l'intervalle de confiance d’une proportion de la section 1.3. Nous pouvons
obtenir facilement un intervalle de confiance par excés du paramétre p a 'aide de l'inégalité de Bienaymé-
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1—
pd-p) .o
n

Tchebychev appliquée a l'estimateur p(x) = X,,, d’espérance mathématique p et de variance T

var(X,)
2

p(1—p) > 1 1

p— 1 —_— —_
na? 4na?’

P[’Xn—p\éa]zl—
a

donne l'intervalle de confiance par excés de niveau de confiance « suivant :

_ 1 _ 1
c X, — , X .
p " 2/ an nt 2/ an

Propriété : Supposons dans le cadre d’'un paramétre multidimensionnel € R? que A (x) soit un
intervalle de confiance exact ou par excés de niveau de confiance 1 — «; pour #; pour tout i € {1,..,q},
c’est a dire :

P[A?Z(X) > 91] >1—q;.

Alors si A(x) désigne le produit cartésien des ¢ intervalles Af(x), nous avons

P[A(x) 3 0] = PN, (6i € A" (x))] = 1 = P[UL_, (6 & A" (x)]

q q
> 1= Pl ¢ AN(x)]=1-) o
=1 1=1

oil nous avons utilisé 1'égalité de Morgan N; A; = U;(4;) pour la deuxiéme égalité et la propriété suivante
P(U;A;) <, P(A;) dans la premiére inégalité.

Ainsi A(x) est un pavé de confiance par excés pour le paramétre  de niveau de confiance 1 -7 | o.
Nous voyons ici que pour un seuil de confiance fixé & = Y 7 | o;, des compromis seront & effectuer dans
le choix de chacun des seuils a; selon la précision exigée pour chacune des composantes 6; de 6.

Exemple 1.3 : Revenons a ’échantillon gaussien de la section 1.2. Les intervalles de confiance (1.8) et
(1.9) nous permettent d’obtenir d’aprés la propriété précédente le pavé de confiance par excés de niveau
de confiance 1 — (a1 + ) du paramétre 8 = (m, ?).

_ S - S.
(m, 02) S Xn - \/% tn—l,ozlaXn + —

tn—l,a1:| X (112)

n—1

nS? nS2 ]

b
n—1,% “n-11-%22

1.5.2 Reégions et intervalles de confiance asymptotiques (généralités)

Définition : Un intervalle ou région de confiance asymptotique de niveau de confiance 1 — « est une suite
de domaines aléatoires A%(x,,) tel que

lim P[A%(x,)360]=1—a. (1.13)

n—o0
En pratique, on aboutit & I'approximation suivante :
P[A%(x,) 2 0]~ 1—a pour n> 1.

Cet intervalle ou région de confiance asymptotique pourra étre obtenu a I’aide d’une fonction dite asymp-
totiquement pivotale définie par une suite de fonctions hy,(x,, )

(xn,0) € R" X O — hyp(x,,0) € R

qui converge en loi vers une loi de probabilité qui ne dépend pas de 6 et est non dégénérée (en pratique a
densité de probabilité).
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1.5.3 Intervalles de confiance asymptotiques pour une proportion

L’application du théoréme central limite nous donne la fonction asymptotiquement pivotale suivante

X, —EX X, —
Un def 2n (_ n) - AnP converge en loi vers la loi de probabilité gaussienne N'(0,1).  (1.14)
var(Xp,) p(1=p)
n

Par suite si u, désigne la valeur telle que P(|U| > uq) = « ot U est de loi gaussienne N(0,1), nous
avons :

Xn_p

lm P ||——| < uUn| =1—a.
n—00 p(1=p)
n
Or
Xn—p (X, —p)? 2 2 2 v 2 2
——— | <uy & ——— <u e p(n+tuy) —p2nX, +u.) +nX; <O0.

p(l-p) | P ln_p)

n

Ce binome en p sera négatif entre ses racines :

— 2
K+ g/ 2 - + ZalloXn)
1+ %

Par suite, nous en déduisons l'intervalle de confiance asymptotique de niveau de confiance 1 — « :

_ 2
X+h_\/ _'_Mu X+a+\/ 4 (1Xn)u
pe |t Vit R TR L S PRT
1+ 5 1+ %

Pour les valeurs usuelles de a et pour les grandes valeurs de n nous avons u2/n < 1. De plus rappelons
que 'approximation issue de la convergence en loi (1.14) est valide dans les conditions

n>30,np>5etn(l—p)>5

Sous toutes ces conditions, 'intervalle de confiance asymptotique approché donné par (1.15) donne l'in-
tervalle de confiance approché de degré de confiance 1 — « classique

P PP ) o

Remarque 1.9 : Cet intervalle de confiance (1.16) symétrique par rapport a l’estimateur ponctuel p(x,,) =

X,, de p a une demi largeur de WUQ et une demi largeur relative de

(ln)én)ua, (1.17)
qu’on peut ainsi appeler respectivement précision absolue et précision relative de 'estimateur ponctuel
X,,. Nous voyons en particulier que la précision relative peut étre trés mauvaise pour p proche de 0 si n
n’est pas assez élevé.

Nous retrouvons ici les remarques générales précédentes au sujet du compromis entre degré de
confiance et précision ainsi que de ’amélioration apportée par I'augmentation de la taille n de 1’échan-
tillon. Ici il faut multiplier n par 4 pour voir les précisions absolues et relatives s’améliorer d’un facteur 2.
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Exemple 1.4 : Une valeur typique de n de ’ordre de 1000 est utilisée dans les sondages d’opinion binaires.
Dans ce cas pour la valeur classique d’un degré de confiance de 1 — a = 95% associé a u, = 2 et pour p
proche de 1/2; nous obtenons & partir de (1.16), 'intervalle de confiance approché suivant :

P{[X, — 0,032, X,, +0,032] 3 p} ~ 95%.

Ainsi pour un tel effectif et un tel degré de confiance, on ne peut rien conclure quant au résultat d’une
élection pour un échantillon qui fournirait X,, € [0, 468;0, 532].

En pratique, les sondages d’opinion, qu’ils soient & vocation politique ou marketing n’utilisent pas
un échantillon prélevé au hasard dans la population globale. Ils utilisent une méthode dite des quotas,
qui tient compte d’une connaissance a priori sur 1’échantillon. Cette méthode est moins coiiteuse et de
plus, permet de diminuer quelque peu la variance de la fréquence relative X, ; ce qui améliore la pré-
cision de ’estimation de p. Nous n’aborderons pas cet aspect car sa modélisation est beaucoup plus longue.

Exemple 1.5 : En communications numériques, on cherche & estimer une probabilité d’erreur p a l'aide
d’un taux d’erreur X,, mesuré par ’'observation de n symboles. Puisque dans ce cas le paramétre & estimer
vérifie p < 1, on a une précision relative sur p pour un degré de confiance 1 — o = 95% associé & u, ~ 2
donnée par (1.17) de

(1-X,) 2
—_— U, & —.
nXp “T /nX,,

or nX,, représente le nombre d’erreurs observées sur n symboles.

Il faudra donc par exemple attendre I'apparition de 400 erreurs pour avoir une précision relative
de 10% seulement! C’est suffisant en pratique, car seul l'ordre de grandeur de la probabilité d’erreur
est utile. Exiger une précision relative de 1% avec ce méme degré de confiance de 95% nécessiterait
d’attendre I'apparition de 4.10* erreurs (soit pour des probabilités d’erreur de I'ordre de 10~7 des temps
d’observation importants malgré des débits de I'ordre de 109 bits/s)!

Remarque 1.10 : Nous pouvons démontrer que U'intervalle de confiance (1.16) est en fait un intervalle
de confiance asymptotique exact au sens de la définition (1.13) en utilisant les résultats suivants de
probabilité.

Résultat de probabilités 1.4 :

1. Théoréme de Slutsky : Soit (Up)p=1,.., une suite de variables aléatoires qui converge en loi vers U et
(Vi)n=1,.. une suite de variables aléatoires qui converge en probabilité vers une constante c. Alors
la suite de variables aléatoires (Up, V},)n=1,.. converge en loi vers la variable aléatoire (U, c¢). De plus
pour toute fonction continue u,v — g(u,v), en appliquant le résultat de probabilités 1.4.2 (c) ci
dessous, la suite de variables aléatoires g(Up, V;,) converge en loi vers la variable aléatoire g(U, c).

2. Théorémes de continuité : Pour toute fonction continue z — g(z) et toute suite (X,)p=1,. de
variables aléatoires, nous avons les implications :

(a) Si X, converge presque siirement vers X, alors g(X,,) converge presque siirement vers g(X),
(b) Si X,, converge en probabilité vers X, alors g(X,,) converge en probabilité vers g(X),
(c) Si X, converge en loi vers X, alors g(X,,) converge en loi vers g(X).

La condition de continuité de la fonction x — g(x) est inutilement forte. Si ’ensemble des points de
discontinuité de g(.) est noté Dy et si P(X € Dy) = 0, alors la suite de variables aléatoires g(Xp)
hérite du méme mode de convergence de la suite X,,. Ainsi par exemple, si X est presque stirement
non nulle, alors la suite de variables aléatoires 1/X,, converge vers 1/X de la méme maniére.
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3. Si la suite déterministe ¢, > 0 vérifie lim,, .o, ¢, = +00 tel que
cn(Xn — a) converge en loi vers X,

alors la suite de variables aléatoires X, converge en probabilité vers a.

Par application de la loi faible des grands nombres, la suite de variables aléatoires X,, converge en
probabilité vers E(X,,) = p. Par suite grace a la propriété précédente 2(b),

1—
VPP o probabilite. (1.18)

Xn(1-X,)

Par suite par application du théoréme de Slutsky avec g(u,v) = uv on

X _
i et V, = —7p(1 p) ,
p(1—p) Xn(1-X,)

n

Uy =

nous avons d’aprés le théoréme central limite (1.14) : U, converge en loi vers U de loi N (0,1) et par
ailleurs V;, converge en probabilité vers la constante 1 d’aprés (1.18). Par suite :

Xn —p
Xn(1—X,)
n

converge en loi vers la loi gaussienne N (0, 1). (1.19)

et 'intervalle de confiance (1.16) est un intervalle de confiance asymptotique exact de degré de confiance
1—oa.

1.5.4 Intervalles de confiance asymptotiques pour la moyenne et la variance d’un échan-
tillon

Nous allons démontrer ici qu’il est possible d’exhiber des fonctions pivotales asymptotiques et donc
des intervalles de confiance asymptotiques dans le cadre d’observations x,, constituées de n variables
aléatoires x1, ..., 7, indépendantes équidistribuées de moyenne m = E(z) et de variance o2 = var(xy,)
sans connaitre la loi de probabilité de cette distribution commune. Nous sommes donc ici dans un cadre
semi-paramétrique ol le paramétre d’intérét sera soit m, soit 2.

En effet par application du théoréme central limite &

n

_ 1 — ; 1
X"_n;xk et Si—n;(aﬂk—m)Q

dans lequel nous supposons de plus que E(xi) existe, nous obtenons respectivement :

X, —E(X,) . §"2-E(S7})
\/V&I‘(Xn) V&I‘(S”%)
X —B(X,) Xp—m  Sh-E(S}) _ S -o’

Vvar(Xp,) % var(S”2) pa—o’

n

convergent en loi vers la loi gaussienne N(0,1) (1.20)

avec

avec fiq ot E[(z —m)Y].




Puis par application du théoréme de Slutsky avec

n

g(u,v) =uv ou U, = et Vn:Si

n

=

et de la propriété 2(b) sachant que S2 = % > h_q(xk — X,,)? converge en probabilité vers la constante o2,
nous obtenons que -
X, —m
Sn_
Jn

De méme par plusieurs applications du théoréme de Slutsky et de la propriété 2(b) sachant que

converge en loi vers la loi gaussienne N (0, 1). (1.21)

g (x) o LS (X — X,)?* converge en probabilité vers la constante fi4, on obtiendrait aussi :

12 2
S —o

M4(x)_s n
n

converge en loi vers la loi gaussienne N (0, 1) (1.22)

avec §'% e LS (2 —Xn)?. Par suite les deux fonctions asymptotiquement pivotales (1.21) et (1.22)

permettent d’en déduire les deux intervalles de confiance asymptotiques suivants avec degré de confiance
l—a:

- Sn - Sn
- — — 1.2
m € [Xn NG Ug, Xp + NG ua] , (1.23)
4 14
9 12 \/ :U'4(Xn) - Sln /2 \/ M4(X7L) -5 n
— O al s 1.24
o° € |5, NG Uq, S, + N u (1.24)

dans lequels u, désigne la valeur telle que P(|U| > u,) = o ot U est de loi gaussienne N (0, 1).

1.6 Reégions et intervalles de confiance asymptotiques construits a partir d’une suite
d’estimateurs ponctuels

1.6.1 Estimateurs asymptotiquement gaussiens

Nous verrons dans les chapitres 2 et 3 que de trés nombreuses suites d’estimateurs associés & des
observations x de taille n (que nous noterons xy,), 6,(x,) de 8 € R? issus de la méthode du mazimum de
vraisemblance ou de la méthode des moments satisfont la propriété asymptotique suivante :

Il existe une suite ¢, > 0, telle que lim,,_,~ ¢, = 400, appelé vitesse de convergence (qui est dans la
plupart des situations ¢, = y/n), telle que

Cn (gn(xn) - 0) converge en loi vers la loi gaussienne N (0, X(0)). (1.25)

o @ +— 3(0) est une fonction continue et ou la matrice 3(0) dite matrice de covariance de la loi
asymptotique de la suite d’estimateurs 0, (x,, ), est inversible pour 6 € ©.

Cette relation (1.25) implique d’apreés le rappel de probabilité 1.4.3, que la suite d’estimateurs an(xn)
est une suite d’estimateurs faiblement consistante de 6. Par suite en appliquant le résultat de probabilité
1.4.2b, la suite matricielle E(an(xn)) sera une suite de variables matricielles aléatoires qui converge en
probabilité vers la matrice constante X(8). (appelée suite d’estimateurs faiblement consistante de 3(8)).
Cette derniére propriété va nous permettre de construire une fonction asymptotiquement pivotale et par

suite des intervalles ou régions de confiance asymptotique pour le paramétre 6.
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1.6.2 Intervalles ou régions de confiance asymptotique

Distinguons pour cela les cas scalaires et multidimensionnels pour 8. Dans le cas scalaire, la suite de

variables aléatoires W, (avec o2(f) def 3.(0)) converge en loi vers la loi de probabilité N'(0,1).

Puis par application du théoréme de Slutsky avec

v on U, L) =0) o 0®)
g(u,v) = Un o(0) t U(é\n(xn))

ou a(gn(xn)) joue le role de E(an(xn)) dans le cas scalaire. Nous en déduisons

n é\n n) — 0 . . .

% converge en loi vers la loi gaussienne N'(0,1). (1.26)
o (0(xn))

cn (B (xn)—0)

o(On(xn))
confiance asymptotique de niveau de confiance 1 — « :

Cette fonction asymptotiquement pivotale nous permet alors de donner l'intervalle de

0 |Bu(xn) — T G T T (1.27)

Cn Cn
ou u, désigne la valeur telle que P(|U| > uy) = a o U est de loi gaussienne N(0,1).
Dans le cas multidimensionnel 8 € R4, nous avons besoin du résultat de probabilité suivant :

Résultat de probabilités 1.5 : Si x € R? est une variable aléatoire mutidimensionnelle de loi de
probabilité A(0, C) ot C est inversible, alors la variable aléatoire scalaire x? C~!x est de loi de Khi-deux
a ¢ degrés de liberté.

Par application du résultat de probabilité 1.4.2b, qui implique que la suite de matrices aléatoires
>1(0,,(x,)) converge en probabilité vers la matrice constante £71(8), le théoréme de Slutsky appliqué
a

g(u, V) =ul'Vu ou U, = ¢, (0,(x,) — 0) et V, = S716,(x,)),
implique que
9(Uns Va) = €2 (Bn(x0) = 0)T =7 B (x2)) (B (3xn) — 0)

converge en loi vers la variable aléatoire g(U, £71(0)) = UTZ1(0)U ou U est de loi N(0,%(8)). Par
suite d’aprés le résultat de probabilité 1.5, nous en déduisons :

~ T ~ ~
2 <0n(xn) - 0) 710, (x,)) <0n(xn) - 0) converge en loi vers la loi de Khi-deux a g degrés de liberté.

(1.28)
Cette fonction asymptotiquement pivotale donne la région de confiance asymptotique A% (x,,) suivante
pour le degré de confiance 1 — a.

A%(xp) = {0 € R%; 2 (0, (x) — 0)" S (0,(x0)) (O (%) — ) < 740} (1.29)

ol 24, désigne la valeur telle que P(Z < z,4) = 1 — o avec Z variable aléatoire de loi de Khi-deux & ¢
degrés de liberté. Notons que A®(x,,) est ici un ellipsoide centré sur l'estimateur ponctuel 6,,(x,) de 6
appelé ellipsoide asymptotique de confiance.
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1.6.3 Ellipsoide asymptotique de confiance
Le volume de Dellipsoide asymptotique de confiance A%(x,,) € R? (1.29) est donné par

72[c; 22, 0]Y% det' /2 (B0, (%))

vol[A%(x,,)] = r(d+1)

7TQ/2[C;22q7g]q/2 det!/2 (2(0))
F(%Jrl) :

et par suite : vol[A®(x,,)] est équivalent en probabilité! a

~(1 ~(2
Si deux estimateurs ponctuels 051 )(xn) et 051 )(Xn) sont asymptotiquement gaussiens de méme vitesse

de convergence c,, leur comparaison, se rameéne alors & la comparaison des matrices de covariance =) (0)
et 2(2)(0) des lois asymptotiques associées.
En particulier si det[X™M(0)] < det[2?(0)], le volume de Dellipsoide asymptotique de confiance

-~ ~(2
associé a la suite d’estimateurs 0, (x,) est plus petit que celui associé a la suite d’estimateurs 051 )(xn)

o~

et 'on préférera donc ellipsoide asymptotique de confiance associé a la suite d’estimateurs 6,, " (x,).
Notons que si nous avions la condition plus forte 2(1)(0) < 2(2)(6), nous ne pouvons pas affirmer

~(1
que P'ellipsoide asymptotique de confiance associé a la suite d’estimateurs 6,, " (x,,) soit contenu dans celui
~(2 ~(1
associé a la suite d’estimateurs 0,(1 )(xn) car ces deux ellipsoides sont centrés sur des points 0( )(xn) et

5,(12) (xp,) différents.

1.6.4 Cas particuliers de I’estimateur du maximum de vraisemblance

Lorsque an(xn) est un estimateur du maximum de vraisemblance et que I’observation x,, est constituée
de n variables aléatoires z1, ...z, indépendantes et équidistribuées, sous certaines conditions techniques
(vérifiées par exemple par toutes les lois de probabilité de la famille exponentielle (voir paragraphe 2.3.7)),
la convergence en loi (1.25) est assurée avec la vitesse de convergence ¢, = y/n et la matrice de convariance

>(0)=1;(0) :
(0, (x,) — 6) converge en loi vers la loi gaussienne A/(0, 1,(0)). (1.30)

ou I (0) désigne la matrice d’information de Fisher associée a une seule observation x; sur le parametre 6.
On dit alors que l'estimateur 0,,(x,) est asymptotiquement gaussien et efficace. L'intervalle de confiance
asymptotique (1.27) et Pellispoide de confiance asymptotique (1.29) deviennent respectivement :

0 € |0n(xn) — 11\(/0%@”)) Uy O (%) + Il\(/eg(xm Ug, (1.31)

et
A% (xp) = {0 € RY (0 (xn) — 0) T1(0, (%)) (B (xn) — 0) < 2.0} (1.32)

Exemple 1.6 : Revenons au cas de l'estimation d’une proportion p a 'aide d’un échantillon (z1, ..., zy)
de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre p. Nous savons que les estimateurs
issus de la méthode du maximum de vraisemblance et de la méthode des moments coincident et sont
donnés par 0, = X,,. Cet estimateur est sans biais, efficace et asymptotiquement gaussien d’information

de Fisher associée a X; donnée par I1(p) = p(lil,p)- Par suite I'intervalle de confiance asymptotique (1.31)

1. Deux suites de variables alatoires U, et V, sont équivalentes en probabilité si la suite U, /V; converge en probabilité
vers 1.
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redonne 'intervalle de confiance asymptotique précédent (1.16).

Exemple 1.7 : Revenons a I’échantillon gaussien de la section 1.2 o1 8 = [ ;nQ } . Il est aisé de démontrer

que l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 est ici donné par [ S; ] et que la matrice d’in-

formation de Fisher associée est ici I;(0) = [ (1) (1) } Par suite un estimateur consistant de I;(8)
202
. = 110
est donné par I1(6,(x,)) = 5= 0 L et donc Dellipsoide asymptotique de confiance (1.32) pour le
n 552
paramétre @ est ci donné par
n —
A% (x,) = {0 € R?; <z (Xn m)? + ﬁ(ﬁ 0°)? < 290} (1.33)

n

Exemple 1.8 : L’estimateur du maximum de vraisemblance ne vérifie pas nécessairement la convergence
en loi (1.25) comme dans l'exemple d’un échantillon de variables aléatoires 1, ...z, indépendantes et
équidistribuées de loi uniforme sur [0, §]. En effet dans ce cas l'estimateur du maximum de vraisemblance
est donné par R

O (%) = sup(z1, ..., Tpn)

qui satisfait 6, (x) < 6. Dans ce cas élémentaire, la distribution exacte de 'estimateur gn(xn) est dispo-
nible car

n
P(sup(z1,...,xn) <u) = P(Ni_;(xr < u) H (xp < u)
k=1

Sa fonction de répartition est donnée par

By () = PO n) <) = ()" L1 () + Lig e (1) (1.34)

Par suite, cherchons une suite ¢, telle que cn(én (xp,) — 6) converge en loi vers une variable aléatoire non
dégénérée. A partir de (1.34), on obtient :

P (cn(én(xn) _f) < y) - P <§n(xn) <0+ i)

= <1 + ;Z) Li—oc, 0 (y) + ]1]0,+00[(y)

n
et nous voyons que la seule valeur de la suite ¢, telle que lim,,_ (1 + %) existe et soit différente de

0 et 1 est la valeur ¢,, = n pour laquelle lim,, .~ (1 + %)n = ¢4 et nous obtenons donc :

n(0n(xn) — 0) converge en loi vers la loi de fonction de répartition 6%11]—00,0] (y) + 10 400 (y), (1.35)

c’est a dire de loi de probabilité exponentielle négative de paramétre 1/6 de densité de probabilité

1 «
565 ]1]_0070[(@6).

Mais comme cette loi de probabilité limite dépend de 6, n(é\n (x) — @) n’est pas une fonction asymptoti-
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quement pivotale, cependant le résultat de probabilité 1.4(2-c) nous permet d’affirmer que la fonction

n /-~

7 (0nx0) =0)

est elle, une fonction asymptotiquement pivotale car sa distribution limite est une loi de probabilité
exponentielle négative de parameétre 1 (loi de Weibull de paramétre 1). Il s’agit ici d’un cas particulier du
théoréme de valeurs extrémes. Par suite en particulier :

soit aprés inversion puisque

n
Pl—a < —
as<]

nous obtenons l'intervalle de confiance asymptotique de niveau de confiance 1 — « :

he lén(xn), (%) <1 + lna)_1] | (1.36)

n

Notons que contrairement aux cas habituels, cet intervalle de confiance asymptotique est monolatéral, car
ici 6, (x,) < 6. R
Si Pon était parti de l'estimation 6/, (x,

2X,, issu de la méthode des moments, nous obtiendrions

par le théoréme centrale limite avec E(z;) = § et var(z;) = % :
0 (x,) — 0
% converge en loi vers la loi gaussienne N (0, 1).
V3n

Ce qui nous donnerait, en appliquant & nouveau le théoréme de Slutsky du résultat de probabilité 4.4.1,
le nouvel intervalle de confiance asymptotique de niveau de confiance 1 — « :

—~, /\/ ~, )
0 e leg(xn) - Hi/(;i”) Ua, O (%) + 2 ua] .
n

C’est a dire : < %
_ 2 2
0e [2Xn _ M e u]

Van V3n
Notons enfin qu’en appliquant le résultat (1.23) obtenu dans le cadre semi paramétrique ou 0 =
2E(X)) = 2m, on obtiendrait un intervalle de confiance asymptotique de niveau de confiance 1 — «

différent du précédent ? :

Ua, 2X, + (1.37)

= 285, = 28
0 e [2Xn - 77: Uey 2X 7 + TZ ua] (1.38)
Remarque 1.11 : L’exemple 1.8 est exceptionnel car 'estimateur du maximum de vraisemblance per-
met ici d’accéder & un intervalle de confiance non asymptotique grace & sa fonction de répartition, sans

utilisation de fonction pivotale. En effet d’aprés la relation (1.34), pour u € [0, 6] :

P (%) < u] = (%)" —a

2. Ceci est un exemple de la non unicité des intervalles de confiance asymptotique (ou non asymptotique) qui ici centrés

sur la méme valeur é\; (%) ont des largeurs différentes pour chaque valeur de I’observation x, tout en ayant asymptotiquement
la méme probabilité de contenir le paramétre 6.
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implique pour tout que a €]0, 1], P[@n(xn) < 0al/"] = a = Plha/" < 5n(xn)] =1— a et donc
puisque 0, (x,) < 6 R R
PO, (xn) < 0 < Op(xp)a" V" =1 —a.

Soit I'intervalle de confiance non asymptotique de niveau de confiance 1 — « :

~

0 € [0 (xn), O () /™). (1.39)

Remarque 1.12 : Il est important de noter qu’en pratique, les intervalles ou régions de confiance asymp-
totiques peuvent conduire & des approximations satisfaisantes

PA%(xp) 20~ 1—«

pour des valeurs en général assez faibles de n (de l'ordre de 100) pour des observations (x1, ...z, ) scalaires.
Par contre dans le cas d’observations (xi,...,X,) € R" multidimensionnelles de dimension r élevée, ces
approximations seront en général inutilisables car exigeant de trop grandes valeurs de n. Il faudra avoir
alors recours a des intervalles ou régions de confiance asymptotiques en n et r sous la contrainte n/r = ¢
ol ¢ est une constante. C’est 'objet d’un cours de statistiques en grande dimension.
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1.7 Points essentiels du chapitre estimateur par intervalle de confiance ou région de
confiance

e La définition (1.1) d’un intervalle ou région de confiance et du niveau de confiance associé. Com-
prendre que cet intervalle ou région de confiance est aléatoire et n’est pas unique.

e La définition d’une fonction pivotale donnée en section 1.1.3. Comprendre qu’il n’y a pas de mé-
thodes générales pour trouver de telles fonctions pivotales, qui n’existent que dans des cas parti-
culiers (ex des paramétres m et o dans I'observation (z1, ..., z,,) ol (k)k=1,..,n sont indépendant
identiquement distribués (i.i.d.) de loi gaussienne N'(m, o?).

e On peut construire un parallépipéde de confiance en excés A%(x) de niveau de confiance 1 — «
pour un paramétre @ = (61, .., 6;) multidimensionnel a partir d’intervalles de confiance A (x) sur
chaque composante 6;, avec possibilité d’ajuster les degrés de confiance 1—aqy; tels que > 7 | o = .

e Dans le cas particulier d’une observation (1, ..., ) ot (2)g=1,., sont i.i.d. de loi de Bernoulli, il
n’existe pas de fonction pivotale au sens strict (1.1), mais on peut exhiber une fonction asympto-
tiquement pivotale qui permet de déduire un intervalle de confiance approchée (1.16) qui est aussi
un intervalle de confiance asymptotique.

e On peut en général construire & partir d’une suite d’estimateurs ponctuels /H\n(xn) qui satisfont la
propriété asymptotique (1.25), en particulier issues de la méthode de maximum de vraisemblance
ou de la méthode des moments, une fonction asymptotiquement pivotale et par suite des intervalles
(1.27) ou région de confiance asymptotiques (1.29) ; cette derniére étant sous la forme de 'intérieur
d’une ellipse est appelée ellipsoide asymptotique de confiance.

e Dans le cas particulier d’une observation (z1,...,2,) ol (2)g=1,., sont i.i.d. de loi gaussienne
N (m, o?) et de la suite d’estimateurs ponctuels 6y, (x,) = (£ S0 g, L3702 — (2 S0, 20)]?)
issue de la méthode du maximum de vraisemblance, nous obtenons un ellipsoide asymptotique de
confiance pour le paramétre 8 = (m, 02).
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2 Estimateur du maximum de vraisemblance (MV)

2.1 Introduction

L’estimateur du maximum de vraisemblance s’appuie sur I'intuition qu’il est fondé d’estimer 6 par
la valeur du parameétre qui maximise la probabilité de ce qui est observé. Cela conduit dans le cas d’un
modele discret (i.e., 'ensemble X des observations x est fini ou dénombrable), que si nous avons observé
X = x, alors nous estimerons 6 par la valeur du paramétre qui maximise la fonction § € © — P(X =
x;0). L’estimateur du maximum de vraisemblance 0 = arg maxgeg P(X = x;6) représente dans ce cas
élémentaire, l’estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

Dans le cas d’'un modéle continu, nous avons P(X = x;6) = 0 pour tout 6 et tout x. En considérant
cette fois des intervalles (cas scalaire) ou des pavés (cas multidimensionnel) autour de x, l'estimateur
du maximum de vraisemblance de 8 sera obtenu par la recherche du maximum de la fonction § € © —
fx(x;0).

Nous supposerons ici que la loi de probabilité du modeéle paramétrique P = {Py(x),0 € ©} est décrite
par la densité de probabilité de I'observation x € X au sens de Radon Nikodym par rapport & une
mesure 4 qui ne dépend pas de 0. En pratique p sera soit la mesure de comptage, soit la mesure de
Lebesgue. On notera cette densité de probabilité par la notation commune p(x; 6) qui jouera le role usuel
des probabilités P(X = x;6) et des densités de probabilité fx(x;60) dans les cas de loi de probabilité
respectivement discréte ou continue.

Nous obtenons alors la définition générale suivante :

Définition : Pour tout modéle paramétrique P = {Fy(x),0 € O} décrit par la densité de probabilité
p(x;0), pour toute observation x fixée, on appelle vraisemblance (et qui est notée Lx(f)), la fonction
0 €0 — p(x;0).

On appelle estimateur du mazimum de vraisemblance (MV) de 6, tout estimateur §MV(X) qui, pour
chaque observation x est égal & un argument du maximum de la fonction 6 € © p(x;6). Cet estimateur
Oy (x) est alors défini par : Vx € X et VO € © :

p(x: Oy (%)) > p(x; 0), (2.1)
Orry (x) = arg max p(x; ). (2.2)

Comme de nombreuses lois de probabilité appartiennent a la famille exponentielle (2.8) et que le
logarithme de la densité de probabilité intervient dans la définition de l'information de Fisher, nous
utiliserons avantageusement la log-vraisemblance (notée Ix(0)) définie par la fonction

0 € © — Inp(x;0)

a la place de la vraisemblance, dont les maxima sont identiques par monotonie de la fonction logarithme.

Notons que la motivation intuitive de la méthode du maximum de vraisemblance ne suffit pas,
bien entendu a justifier tout l'intérét de cette méthode. Le but de ce chapitre est de montrer que bien
que ne satisfaisant aucune condition d’optimalité (cet estimateur n’est pas nécessairement unique, de
biais nul, efficace, de variance minimale, admissible ou MinMax,...), cet estimateur posséde sous des
conditions techniques assez générales de "bonnes" propriétés asymptotiques dans le cadre d’une séquence
x, = (21, ..., o) d’observations.

Remarque 2.1 : Cet estimateur du maximum de vraisemblance trouve son fondement théorique dans

le cadre particulier ot l'observation x est constituée d’observations z1,...,x, discrétes indépendantes
de méme loi de probabilité, comme 'estimateur qui minimise une "distance" entre une loi de probabilité
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empirique P : loi de probabilité d’une variable aléatoire discréte qui prend comme valeurs, les observations
X1, ..., Ty avec les probabilités 1/n, et la loi de probabilité paramétrée Py d’une variable aléatoire associée
au modéle paramétrique {Py(x),0 € ©} & composantes indépendantes de méme loi de probabilité. Avant
d’aller plus loin, cette "distance" appelée "distance" de Kullback nécessite d’étre définie :

On appelle "distance" de Kullback entre les lois de probabilités P; et P», de densités de probabilité
respectives f1 et fo (au sens de Radon Nikodym) par rapport & une mesure commune g :

ap ) [ () fi@in = [wlp@lh@d @l @

Ce n’est pas une distance au sens usuel, car bien que 'on démontre que d(Py, Py) > 0 et d(Py, P2) =
0 & P, = P,, ce n'est pas une fonction symétrique de P; et P». Mais cette "distance" appelée aussi
dissemblance de Kullback, caractérise de facon pertinente I’écart ou la dissemblance entre P; et Ps.

Avec cette "distance" ot ici p est la mesure de comptage

d(Px, Py) = —/ln[pg(x)]deu—i—/ln[PX]deu.

La minimisation de d(Px, Py) par rapport a 6 est équivalente a la maximisation par rapport a 6 de

/ln[pg( )] Pxdp = — Zlnpg zr)] ln [Hpg Tk ] = In[p(x; 6)].

2.2 Exemple élémentaire

Considérons une observation x constituée de n variables aléatoires (z1, ..., z,) indépendantes de loi de
Bernoulli de paramétre inconnu 6. Nous avons :

n
p(x:0) = [] plax; 0 H 67 (1 — )77 = G2kr T (1 — )" 2k T,
k=1
Par suite N " "
01np(x;0) _ Dok=1Th M= D p1 Tk — 0 pour 0= Y b1 Tk
00 0 1-6 n
et pour cette valeur de 6, nous avons :
0? In p(x; 0)| . _ D1 Tk L= py :ck.’ - _ 2 1 N 1 <0,
962 o==is17k 62 (1-6)2 To==bst7t D=1 Th M= D Tk
Par suite n
5MV(X) = L= T
n

est maximum unique de la vraisemblance p(x;#). Il s’agit de I'estimateur du maximum de vraisemblance
du paramétre 6.

2.3 Propriétés élémentaires

2.3.1 Existence, contraintes

Il peut arriver que ’équation (2.1) n’ait pas de solution dans ©. Cette situation est quelque peu
pathologique. Si la vraisemblance 8 € © — p(x;0) est une fonction suffisamment réguliére de 0 et si
le maximum de cette fonction est atteint en un point intérieur de © et non pas sur son bord, alors
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I’estimateur du maximum de vraisemblance est une des solutions des équations de vraisemblance :

Op(x;0)

—— > =0pourk=1,..,get 8 € © C R (2.3)
00,

Notons qu’il est quelquefois possible d’obtenir I'estimateur du maximum de vraisemblance sans passer
par les équations de vraisemblance comme le montrent les exemples 2.1 et 2.2.

Exemple 2.1 : Considérons le cas ot 'observation x est un échantillon de variables aléatoires (xx)g=1,. n
indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme sur [0, 0]. Dans ce cas,

1 1 1
p(X; 0) = 97 H 1[0,9] (:Ek) = ejﬂ[sup(xh...,ﬂ?n),-l—m[(e)'
k=1
Par suite R
Ovy (x) = arg Igl&é(p(xn; 0) = sup(xy, ..., Tp).
>

Exemple 2.2 : Considérons le cas ou x = (z1, ..., T, ..., Tp) avec T = ae'Thf+0) e on (er)k=1,..n
sont des variables aléatoires complexes indépendantes et ot Re(ey) et Im(ey) sont indépendantes centrées
de loi de probabilité gaussienne de méme variance o/2. Nous avons ici :

1 -4 5 lek—acirhito)

p(x;0) = —gn e o avec 0 = (a, ¢, f,0?).
La vraisemblance logarithmique In p(x; 0) s’exprime a l'aide de la transformée de Fourier de la suite x
def —i
X(f)= Yoy ape 2
2, 1 —i¢h R 2
Inp(x;0) = —nlno” + — | 2aRe[X(f)e™"?] — na” — Z |zk|? | —ninmz. (2.4)
o
k=1

Pour maximiser cette fonction (2.4) par rapport a (a,o, f, 02), nous utiliserons la propriété
max; , g(z,y) = max, [max, g(z,y)]. Ainsi pour 02, a et f fixés, Inp(x; @) est maximum pour

oy (x) = Arg[X (farv(x))]-

Puis pour o2 et f fixés, Inp(x; 0) est maximum pour

~ 1 -~

any (x) = — | X (fuv (x)].
Pour o? fixé, Inp(x; @) est maximum pour

Py (x) = argmax | X (f)|.

Enfin Inp(x; 0) est maximum pour

Pav(x) = (Z oaf? - nawx)) .

k=1

Nous remarquons que nous avons utilisé la dérivation que pour les maximisations par rapport a a et o2.

Il est par ailleurs assez facile d’énoncer des conditions suffisantes qui garantissent 'existence d’au
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moins une solution de (2.1). C’est par exemple le cas ou la fonction € © — p(x;0) est continue et o
© est un sous ensemble compact de RY, car dans ce cas p(x;6) est bornée et atteint en particulier son
maximum dans ©.

Remarque 2.2 : Le sous ensemble © de RY est quelquefois défini par un ensemble de contraintes du
type ¢;(0) = 0,3 =1,...,m et/ou h;(0) <0, i =1,...,p. La recherche du maximum de vraisemblance se
rameéne alors au probléme d’optimisation de la fonction 8 € R? — p(x; 0) sous les contraintes

9i(0)=0,i=1,....m, et/ou hi(0) <0,i=1,..,p. (2.5)

Un cas particulier a ce probléme intervient lorsque la fonction 8 € R? — — In p(x; @) est convexe avec des
fonctions g;(@) linéaires et des fonctions h;(@) convexes. Ce probléme d’optimisation est alors dénommé
probléme d’optimisation convexe et ainsi il bénéficie de la propriété importante que tout maximum local
de la fonction de vraisemblance est un maximum global : propriété fondamentale dans la recherche par
des moyens numériques du maximum de vraisemblance. De plus si la fonction 8 € R? — —Inp(x;8) est
strictement convexe et différentiable sur ©, il n’existe qu’un maximum local unique de la fonction de
vraisemblance qui est ainsi maximum global.

Exemple 2.3 : Considérons une observation x constituée de variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuées x1, ..., z,, d’'un mélange de ¢ lois de probabilité de densités connues p;(x), i =1, ..., 4,
de densité de probabilité

n [ 4
p(x;0) = H [Z Hipi(xk)] ot 6 =(01,...,0,) estle vecteur de probabilité du mélange.
k=1 Li=1
La fonction de vraisemblance p(x; @) est donc une fonction polynomiale de degré global n en (61, ..., 6,). Sa

maximisation de fagon analytique n’est donc pas possible et sa maximisation par des moyens numériques
apparait trés délicate. Mais si nous considérons la log-vraisemblance Inp(x; @), nous constatons que la

fonction q
0 R~ —lnp(x;0) = - lln (Z Hip"(f”’f))] ’
i=1

k=1

est convexe (comme somme des fonctions convexes —In (Y} 7_; 0;pi(zx))) et que le vecteur 8 € R? doit
suivre les contraintes :

q
ZQiZI et Qigl, —9Z‘§0 pour izl,..,q,
i=1

qui sont de la forme (2.5) ou la fonction d’égalité est linéaire et les fonctions des inégalités sont convexes.
Par suite, nous avons affaire & un probléme d’optimisation convexe oul toute recherche numérique du
maximum global de la log-vraisemblance se raméne a la recherche d’un maximum local; ce qui est
beaucoup plus simple!

Exemple 2.4 : Dans certains cas exceptionnels, la recherche du maximum de vraisemblance sous
contrainte, dérivée sous forme analytique est possible grace a la technique des multiplicateurs de Lagrange.
Ainsi considérons une observation x constituée de variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées 1, ..., &, prenant ¢ valeurs possibles {a1, ..., aq} de probabilités respectives (61, ..., 04). Le vecteur
de parametre 0 satisfait alors la contrainte ) ¢_; 6; = 1. La fonction de vraisemblance est alors :

p(x:6) =[] [H 9}”_”] :

k=1 Li=1
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ou 14 =1 si I’événement A est réalisé et 1 4 = 0 sinon. la log-vraisemblance est alors :

n

Inp(x;6) Z [Z 1y, =a, In(0 ] = Zln(@i) [Z ]lzkai] = an In(6;)
k=1 i=1

k=1 i=1
def
ou n; = Zk 1 Lz, —q; désigne le nombre de termes de l'observation x de taille n prenant la valeur a;. La
technique des multiplicateurs de Lagrange consiste a considérer la maximisation de la fonction

q
(0, ) ERqXRHlnp(X;O)—i—/\(ZHi—l).

i=1

Ce qui donne les équations 7* + A =0 et >4 ,60; —1=0, de solutions : A = —n et §; = 2. L'estimateur
du maximum de vraisemblance est donc :

-~ ni n
OMV(X) = (77 ) 7(1) .
n n
C’est a dire les fréquences relatives empiriques des différentes valeurs possibles a;, i = 1, .., ¢ dans ’échan-

tillon. Dans le cas particulier ot ¢ = 2, nous retrouvons ’échantillon de Bernoulli ou 'estimateur du
maximum de vraisemblance de 61 est la fréquence relative

n
—~ 1., _
GMV(X) _ Zk:ln Tp=a1 __ 7;1

2.3.2 Non unicité

L’estimateur du maximum de vraisemblance n’est pas nécessairement unique comme on peut s’en
rendre compte avec 'exemple 2.5 et il est trés difficile de trouver des conditions simples permettant d’en
garantir I'unicité.

Exemple 2.5 : Considérons le cas ot I'observation x,, est constituée de variables aléatoires (zx)r=1,..n
indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme sur [0 — %, 0+ %] Dans ce cas,

X”’ H 1 0+1 5 xk) = ]l[sup(xl,,..,mn) Q,mln(:rl, T n)+%](9)

. . . 1 . 1
Par suite la vraisemblance est constante dans l'intervalle [sup(z1,...,2,) — 5, min(z1, ..., z,) + 3] et toute
valeur prise dans cet intervalle est un estimateur du maximum de vraisemblance.

Considérons par exemple les deux estimateurs suivants

1 def 1 2 def . 1
é\(M{/(Xn) = sup(zy, ..., Tn) — 3 et é\(M{,(xn) = min(z1, ..., ,) + 3
I1 est facile de démontrer & partir des lois de probabilité des variables aléatoires sup(zi, ..., o) et

min(zy, ..., Z,) que

() e _ 2
E[0\1 (%) — 0] = B[O\, (x,) — 0] = CESCEI

Par suite les séquences d’estimateurs e {, et 5(2) sont consistantes en moyenne quadratique et donc aussi

faiblement consistantes. Pour tout estimateur du maximum de vraisemblance

Oriv (xn) = aa(NR,(xn) +(1- a)a(l\?[{,(xn) ou a € [0,1],
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nous aurions
Oy () < aav () < O (ea) b [Baev(n) = 0] < (PR (ea) — 0]+ 0313 (32a) — 6]
Par conséquent la suite 6A?MV (xp,) serait aussi faiblement consistante et son risque quadratique vérifierait
Elfy (xn) — 0] < 2(BB (x0) — 017 + BIOGR, (xa) — 0.

La suite Oyry(xj,) serait donc aussi consistante en moyenne quadratique. Nous remarquons que tous
les estimateurs du maximum de vraisemblance n’ont pas tous le méme risque quadratique. Parmi ces
estimateurs, on démontrerait par exemple que l'estimateur (associé & a = 1/2)

eof 1 )
é}\?{{/(xn) o By (sup(x1, ..., zp) + min(zy, ..., T,))

qui satisferait E[aﬁ’{,(xn) — 02 = minimiserait E[fyy (x,) — 6]2.

1
At )(n+2)

2.3.3 Invariance

Nous allons montrer que si é\M\/(X) est I'estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre 6 € O,

alors g[ng (x)] est 'estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre ¢ = g(f) € ® e 9(©). Pour
démontrer cette propriété, nous devons d’abord définir la vraisemblance du nouveau paramétre ¢ appelée

vraisemblance induite de ¢ :

Lu(6) | max | Lx(0) (2.6)

Preuve : Soit ¢ 6 & g[@Mv( )]. Puisque les sous ensembles g 1(¢) de © pour ¢ € ® forment une partition de

©, Oy (x) appartient a g~1(§) et donc gy (x) = g(Oarv (x)). u

Cette propriété justifie I’écriture
glov (x)] = [g(0) v (x). (2.7)
Ce théoréme trivial lorsque g est bijective (ou il s’agit simplement d’une reparamétrisation)
présente un grand intérét pratique. Il prouve que l'estimateur de vraisemblance est intrinséque dans
le sens qu’il ne dépend pas du paramétrage particulier de la famille de loi de probabilité que ’on considére.

Exemple 2.6 : Si I'observation x est constituée de variables aléatoires (zy)g=1,. n indépendantes de
Bernoulli de paramétre 6, il est souvent intéressant de s’intéresser au paramétre o2 = var(xy) = (1 — 6).

Puisque
ng( 1 Zxk alors UQMV Zxk 1— 1 iazk .
7 "=

k 1

Remarque 2.3 : Dans le cas particulier ot 6 = (01, 603) ou 01 et 02 sont respectivement les parties para-
metre utile et parameétre de nuisance de 6, la vraisemblance induite de 61 est simplement la vraisemblance
concentrée

Lx(Ol) = I%E;X Lx(01, 02)

et le principe d’invariance se réduit a la propriété classique

arg max Ly (01,02) = (arg max(max Lx(01,02)), arg max(max Lx (61, 02)))
01,02 ] 0, 05 0,
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2.3.4 Biais

L’estimateur du maximum de vraisemblance n’est sans biais que dans des cas trés particuliers comme
par exemple dans la famille exponentielle (2.8) de lois de probabilités que nous verrons dans le paragraphe
2.3.7 et de plus pour des paramétrages bien particuliers.

Notons que dans les cas trés particuliers ot I’espérance mathématique de I'estimateur est proportion-
nelle au parameétre, un simple changement d’échelle permet d’obtenir un estimateur sans biais. Ainsi dans
I’exemple 2.1,

E(sup(z1, ..., xn)) = nL—He <40

. . s . n41 s s,
impliquera que I'estimateur "= sup(z1, ..., ¥,) sera non biaisé.

2.3.5 Relation avec D’efficacité

~

S’il existe un estimateur 6(x) efficace (estimateur sans biais dont la variance atteint la borne de
Cramer-Rao) du parameétre 6, alors il est aussi 'unique estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

~

Preuve : La preuve s’appuit sur la démonstration de I'inégalité de Cramer Rao : var[f(x)] > I/1(6) ou

I,(0) = -E [821?0(2’"9)} _B [(alng(gx’g)f

est I'information de Fisher de x sur le paramétre 6, a 'aide de 'inégalité de Cauchy Schwarz. Nous avons en effet
en cas d’égalité pour 6 scalaire (I’extension au cas multidimensionel est immeédiat)

dlnp(x;0)
—— = L(O)[t(x) — 0]
s (0)(t() 0]
Par suite § = ¢(x) maximise Inp(x;6) car %WW:%() =0 et %éx;m > 0 [resp. < 0] si 6 < B(x) [resp.
0> 0(x)). n

2.3.6 Relation avec ’exhaustivité

S'il existe une statistique exhaustive s(x), alors fyry (x) est une fonction de s(x).

Preuve : En effet d’aprés le critére d’exhaustivité de Neymann-Fisher, on a dans ce cas p(x; 0) = g[s(x), 0] h(x).
Par suite :
meaxp(x; 0) & meaxg[s(x), Oh(x) meaxg[s(x), 0.

D’ott 1y (x) est une fonction de s(x). [ |

Exemple 2.7 : Considérons le cas ot I'observation x est constituée de variables aléatoires (zx)r=1,..n
indépendantes identiquement distribuées de loi uniforme sur [, 260]. Dans ce cas,

n

1 1
p(x;0) = on H ]1[9,29] (1) = 97]1[%sup(xl,,,,,xn),inf(xl,,,,,xn)](9)
k=1

et ainsi grace au critére d’exhaustivité de Neymann-Fisher, s(x) = [inf(z1, ..., z,), sup(z1, ..., z,)] est une
statistique exhaustive. On vérifie alors que Oy (x) = 5 sup(z1, ..., z,) est bien une fonction de s(x).

Exemple 2.8 : Considérons le cas ou 'observation X est constituée de variables aléatoires multidi-
mensionnelles (x;)r=1,., ol X5 € R", indépendantes identiquement distribuées de loi de probabilité

32



gaussienne N (m(0),C(0)). Alors :

1

n
1 T—1
x; 0) = 2k 0) avec p(zy;0) = e~ 2 (xk—m(0))" C~1(6)(xx—m(8))
soit p(x;0) = L e~ 2 Li=1(xe—m(8))TCTH(O)(xk—m(9)) fyec -

T (2m)r/2 det™/2[C(0))

> (x —m(8))"C7(8) (x4 — m(8)) = tr
k=1

c7'(0) (Z(Xk —m(0))(x; — m(a))T>]

k=1
ol

n

S — m(0)) (i —m(0))" =1 (; > i — m(6)(
k=1

k=1

n

—_
»
=

~
|
=g
NG
el
=
8
P
=
_|_
El
=
=]
P
=
N———

Dans ce cas, 1a aussi par le critére d’exhaustivité de Neymann-Fisher,
1 « 1 «
s(X) = |— Xk, — XpXE

est une statistique exhaustive, de méme d’ailleurs que

1 — 1 — 1 & 1 & g

(vecteur moyenne empirique et matrice de covariance empirique). L’estimateur du maximum de vraisem-
blance Oyrv(X) sera une fonction de s(X), dit estimateur du second-ordre.

2.3.7 Cas particulier de la famille exponentielle

Définition : Une loi de probabilité appartient au modéle exponentiel s’il existe une paramétrisation de
la densité de probabilité de 1'observation x (au sens de Radon Nikodym par rapport a la mesure p de
Lebesgue ou de comptage) qui s’écrit sous la forme :

p(x;0) = eeTt(x)fd)(e)h(x) avec @ € © C R7 et t(x) € RY, (2.8)

et ol la fonction @ — $(8) € R satisfait la normalisation e?(®) = [ eeTt(x)h(x)du ou 'intégrale précédente
est supposée exister et dérivable deux fois par rapport a 6.

3

Propriétés : t(x) est l'estimateur du maximum de vraisemblance ® unique du paramétre

o 82590) eWCR! ot U (o).

Y(0)

De plus cet estimateur est
e sans biais
e de variance 2 6(1;(29) (cas ¢ = 1) ou de matrice de covariance

suite définie positive)

9%¢(6)
80007

(dans le cas ¢ > 1, qui est par

3. sous la condition que 'application 8 € © — 1(0) € V¥ soit bijective. Lorsque cette application est seulement injective,
il ’agit de la vraisemblance induite de v définie en (2.6).
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e cfficace.
Preuve : Par dérivation sous le signe somme de la normalisation e?(®) = il eeTt(x)h(x)du, on déduit :

298) g / £()e?" R (x)dps = e®) / 6(x)p(x; 0)ds

Par suite, d’aprés le théoréme de transfert

Puis en dérivant une deuxiéme fois, on obtient :

Ce qui donne :
(59 (257" (358) -

9%9(0)
5000T

et donc :
cov[t(x)] = E[t(x)t” (x)] — E[t(x)|E[tT (x)] =

2
Ainsi estimateur t(x) est un estimateur sans biais du parameétre (@) de matrice de covariance gg(gfggT).

Démontrons qu’il s’agit de 'estimateur du maximum de vraisemblance unique du paramétre ¥(0). Puisque

In p(x; 6) = 674(x) — 6(8) + In(h(x)), (2.9)
%g:;a) =t(x) — &gg) ou la fonction @ — ¢(0) est strictement convexe car ngg(GOT) est définie positive. Par suite
(x 0) est maximum pour 8 vérifiant M = t(x) et d’aprés la définition de la vraisemblance induite de 1) définie

n (2.6), celle-ci est bien maximum pour ’l/) t(x) et ce maximum est unique.
Démontrons que cet estimateur t(x) sans biais du paramétre 1 atteint la borne de Cramer-Rao CRB(v)).
L’information de Fisher apporté par x sur le paramétre @ est donnée par

- [ o) (2552

d’aprés (2.9). Par suite & partir de CRB(6) = I171(0), on déduit pour le paramétre 1) :

0% 11 ) <a«,b>T:aZ¢<e> (32¢(9)>_1 0°9(8) _ 9*¢(6)

26" 0 2606” \ 26007 ) 26067 _ peae” ~ VIt

CRB(v) =

Exemple 2.9 : De nombreuses lois de probabilité appartiennent a la famille exponentielle qui com-
prend par exemple les lois de probabilités de Bernoulli, binomiale, de Poisson, géométrique, exponentielle,
gamma, gaussienne... Notons que si des observations 1, ..., T, sont indépendantes équidistribuées dont la
loi de probabilité appartient a la famille exponentielle, il en est de méme de 'observation x,, = (x1, ..., ),
car nous avons alors :

n

P(3xn; 8 Hps:k, = T [0 n(ay)| = 0" [ b)) o0 H

k=1

En particulier pour les lois de probabilités de Bernoulli (p), exponentielle () et gaussienne (m, 0?),
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nous avons respectivement :

n
ptaip) = [[ (0= p)' = = pZher (1 = pyrEheon = (755 ) 5 Bl 2k gninlip
k=1
n L n
p(Xn; )\) _ )\”6_)‘21@:1 Tg H ]1[0,+oo](xk) _ e—n)\(; D or—1 :ck)enln)\ H ]1[074_00] (»’Uk)
k=1 k=1
pnimo?) = L g Siaeem? _ (2 S sk Sy #]) 3 In2n— lno?— ynm?

o™ (v2m)" ’

qui s’écrivent toutes sous la structure (2.8) avec le nouveau paramétre 6 défini respectivement par

9:nln1p 0= —n) et 0:[ o ]

les statistiques ¢(x,) :
IR 1 ¢ o D k1 Tk
t(xn) ==Y T, t(xy) =— ) xp et t(x):[ﬁl kzlz]
Yom kzl Yoo kzl " k=1 T
et les fonctions ¢(0) :

1
#(0) =—nln(l —p), ¢(@)=-nln) et (@) = " nor+ Zno? + —nm?
2 2 202

1 n
Par suite les statistiques t(x,) = L 37 | @y, t(x,) = 230 2y et t(x,) = [ ’f%ﬁzl ig } sont des
n k=1“k
estimateurs du maximum de vraisemblance sans biais et efficace des paramétres respectifs

d¢ dedp [ n n n \"
v = dH—dpd@_<1—p)<p+1—p> —r
do _ dod\ _

1
VoS T dNdd

i) _2971
P = [85351]:[ . 29%

B0 30, T 102

B m
T 24+ m? |

Nous obtenons ainsi par application de la propriété d’'invariance (2.7) de 'estimateur du maximum de
vraisemblance, les estimateurs du maximum de vraisemblance respectifs :

n

- 1
Puv(xn) = =Y (2.10)
k=1
~ 1
PYVITIC ) e ——— 2.11)
g % D k=1 Tk (

[ @\MV(XH) ] _ |: %2221 Lk ) (2.12)

2
U2MV(Xn) % 22:1 (wk - % ZZ=1 xk)

Remarque 2.4 : Ces résultats peuvent bien entendu s’obtenir de fagon élémentaire par résolution directe
des équations de vraisemblance (2.3). Mais notons que le choix du paramétrage de la loi de probabilité
du modeéle exponentiel est essentiel pour 'obtention d’estimateurs efficaces. Ainsi les estimateurs du
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ma/x\imum de vraisemblance XM\/(X”) de X et EEM\/(X”) de 02 ne sont plus sans biais (en particulier
E(o?\v(x)) = =Llo?).

De plus, on peut démontrer que la famille exponentielle est le seul ensemble de loi de probabilité qui
permettent d’obtenir des estimateurs efficaces. Comme cette famille exponentielle de loi de probabilité est
trés spécifique, nous voyons qu’en général il n’existera pas d’estimateur sans biais de variance/covariance
atteignant la borne de Cramer-Rao). En pratique ces propriétés seront seulement approchées. Leur étude
sera menée en considérant des séquences é\Mv(xn) d’estimateurs MV construites a partir d’'une séquence
x,, d’observations.

2.4 Consistance et normalité asymptotique
2.4.1 Exemple élémentaire

Considérons le cas d’une observation x,, = (x1, ..., ¥, ) constituée de variables aléatoires indépendantes
équidistribuées de loi de probabilité gaussienne N'(m,o?), donc de paramétre @ = (m, 0?)?. Etudions les
propriétés asymptotiques de la suite d’estimateurs (v (xn), 02mv (%)) de (2.12).

Puisque

N -3 n—1 ,
E(va(Xn)) =m et E(O’ MV(Xn)) = —-70

)
n

Oniv (x5,) est un estimateur biaisé mais asymptotiquement sans biais. Plus précisément, le biais tend vers

0 quand n — oo avec

(O (xn)) — 0 = - [ 02 ] :

n g

Puisque

2
n n
~ = 1 1
Py = 13 0 = Ko et vl = 30t - (z) _ s
k=1 k=1

k=1

S|

la loi forte des grands nombres nous assure que ces suites d’estimateurs sont fortement consistantes
(convergence presque sure vers le paramétre).

Ces suites d’estim/a\teurs sont aussi consistantes en moyenne quadratique car des calculs élémentaires
(pour le calcul de E[o2\1v(x,,) — 02]%, on pourra utiliser la normalisation de la variable aléatoire X =
m + 0 X, de loi N'(m,o?) qui donne E(X}) = 3) montrent que

= o ) 2n — 1)t
E[finy (x5) — m]* = — e Elo?my (x,) — 022 (n?)

Considérons maintenant la loi de probabilité asymptotique de la suite de variables aléatoires

mMV (Xn) ] )

Oy (1) = [ o2y (Xn)

D’apreés le résultat de probabilité 1.2 (1.7), les variables aléatoires mav(xy,) et o2\my(x,) sont indépen-
dantes car myv(x,) = X, et o2\v(x,) = S2. Puisque la loi de probabilité de My (x,) est gaussienne
de moyenne m et de variance Z-, nous avons naturellement

Vn (v (%) —m)  est de loi gaussienne N(0, 0?),

ce qui est un cas particulier de la convergence en loi. Puis sachant que % d’aprés le résultat de
probabilité 2 (1.6) est de loi de probabilité de Khi-deux & n — 1 degrés de liberté, nous obtenons a 'aide
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du théoréme central limite classique appliqué a une somme de n — 1 carrés de variables aléatoires Uy
indépendantes de loi gaussienne N(0,1) (avec E(U?) = 1 et E(U}}) = 3, donc var(U?) = 2),

7’L0'21\g\2/(xn) _ (n _ 1

2(n—1)

converge en loi vers la loi gaussienne N (0, 1).

Puis a l'aide de 2 applications du théoréme de Slutsky rappelé au résultat de probabilité 1.4 ou V;, sont
""2M\2/(xn)7(n71) naQMg(xn)in
des suites déterministes, nous obtenons successivement : = ) o convergent en loi

V2n Ven

vers la loi gaussienne N (0, 1), puis
vn (ZEM\/(XTL) — 02) converge en loi vers la loi gaussienne N(0,20%). (2.13)

Ce qui permet d’obtenir la convergence en loi suivante d’aprés 'exemple 1.7, qui s’étendra a la plupart des
échantillons x,, constitué de variables aléatoires z1, ..., x, indépendantes équidistribuées au paragraphe
2.4.2: R

Vn <0MV(Xn) - 0) converge en loi vers la loi gaussienne N (0, Ifl(O))

avec 1icl

L0
11(9):[‘62 14]-
20

Remarque 2.5 : Notons que ce résultat (2.13) aurait pu étre obtenu directement au moyen d’un
théoréme classique dit théoréme de continuité que nous rappelons :

Reésultat de probabilités 2.1 : Si x,, est une suite de variables aléatoires scalaires ou multidimension-
nelles d’espérance m et de matrice de covariance C, si v, > 0 est une suite déterministe satisfaisant

lim v, = 4+
n—oo
(appelée vitesse de convergence) satisfaisant :

vn (X, — m) converge en loi vers la loi gaussienne N (0, C)

et si y, = g(xy,) o g est une application de RP dans R? différentiable dans un voisinage de m dont
9g(x)

la matrice de I'application différentiable au point m est notée Dy(m) (quelquefois aussi =3 - ‘X:m) avec
D,(m) # 0, c’est & dire :
g(m +dm) = g(m) + Dy(m)ém + o(||dm]]),
alors nous avons :
vy, (g(xn) — g(m)) converge en loi vers la loi gaussienne N (O, Dg(m)CDg(m)) . (2.14)

Ic1 a’mv(xn) =g (1 1Tk, 5, Zk 1 xk) avec g(u,v) =v— u? et le théoréme limite central classique

appliqué a la suite [ ? 7"% donne :
n k
LS xp—m : : : o? 20°m

Vn [ %2%21 fcgl_ (0% +m?) } converge en loi vers la loi gaussienne N <O, [ %2m  20* + do?m? })

37



car
var(zy) = 02, var(z2) = B(z}) — [B(z2)]? = 20% +40°m? et cov(zy, 27) = BE(z3) — E(z)E(z}) = 20m.

L’application du théoréme de continuité (2.14) précédent redonne le résultat (2.13) car ici : Dg(m) =
[—2m, 1].

2.4.2 Modéle indépendant identiquement distribué général

Nous avons pu démontrer sur I’exemple élémentaire précédent que la suite d’estimateur du maximum
de vraisemblance Oy (x,,) jouissait des propriétés asymptotiques suivantes :

e Biais asymptotique en 1/n :

biais (B (x,)) = BBy (x,)) — 0 = O <;> ’

e Consistance forte : convergence presque stre de 5MV(Xn) vers 0 pour tout 6 € O,
e Loi de probabilité asymptotique gaussienne avec une vitesse en /n :

\/ﬁ(éMV (x,) — 0) converge en loi vers une loi gaussienne N (0,C(8)),

e Efficacité asymptotique : C(8) = I;(8) pour tout 8 € O, ot I;(0) désigne la matrice d’informa-
tion de Fisher associée & une seule observation xy.

Considérons le modeéle plus général ou l'observation x,, = (x1,...,2,) est constituée de variables
aléatoires xj indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.). Sous certaines hypothéses techniques
sur 'ensemble © € R? des paramétres et sur la vraisemblance p(xg; @) de z, il a été démontré que pour
tout @ € O, il existe une solution éMv(xn) des équations de vraisemblances (2.3) qui est un estimateur
du paramétre 6 qui satisfaisait les 4 propriétés précédentes.

2.4.3 Modéle général

Dans le cas d’une séquence de modéles paramétriques {Py(x,),0 € O} générale, nous ne disposons
pas de résultats similaires et les différentes propriétés asymptotiques devront étre démontrées au cas par
cas. Cependant dans l'immense majorité des cas rencontrés en pratique satisfaisant certaines propriétés
de régularité, il existera une solution Oyrv(x,) des équations de vraisemblances (2.3) qui sera fortement
consistante, asymptotiquement sans biais, asymptotiquement gaussienne au sens général suivant :

Il existe une suite v,, > 0 déterministe monotone croissante satisfaisant lim,, ., v, = 00 telle que
vn(aMV(xn) — 0) converge en loi vers une loi gaussienne N(0,C(8)). (2.15)

Pour définir P'efficacité asymptotique, il faut définir d’abord le concept de matrice d’information de
Fisher asymptotique normalisée Jo(@). Pour cela si I,,(60) désigne la matrice d’information de Fisher
associée & x,, et si la suite v, satisfait que la limite de v;, 2I,,(8) existe, alors Jo(@) est définie comme cette
limite :

Jo(8) = lim v, %1,(0).

n—o0

Et dans ce cadre, si la matrice de covariance C(0) de la loi asymptotique (2.15) vérifie :

C(8) = J5(0),
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I’estimateur aMV(xn) est dit asymptotiquement efficace. Cette définition étend la définition précédente
définie dans paragraphe 2.4.2 dans le cadre i.i.d. pour lequel :

L,(0) = nIy(0), soit v, =+/n et Jo(0) =1(6).

Lorsque la loi de probabilité du modéle paramétrique P = {Pg(x),0 € O} est non linéaire, efficacité
asymptotique peut prendre des sens plus généraux comme dans 1’exemple suivant :

Exemple 2.10 : Les propriétés asymptotiques de I'estimateur du maximum de vraisemblance du para-
metre

0:(a7¢7f70-2)

décrit dans 'exemple 2.2 ont été abondamment étudiées dans la littérature. On y a démontré que /O\Mv(xn)
est fortement consistant et consistant en moyenne quadratique, asymptotiquement sans biais et asymp-
totiquement efficace au sens suivant :

n!/2 (@ (x5) — a) 1 0 0 0

n'2(énv (xn) — ) 0 4 _3
~ converge en loi vers la loi gaussienne N | 0,02 a’ a? ,

032 (Fary (xa) — f) 8 & 0 -2 2, 0

n'?(o2y v (x,) — 02) 0 0 0 o2

et la matrice d’information de Fisher I,,(0) associée a I'observation x,, = (1, ..., ;) est donnée par :

-1

1 0 0 0 L0 0 0
n |0 a? m(n —1)a? 0 110 # ——> 0

In(a) - ﬁ 0 7T(n — 1)&2 —271-2(”7?(27171)&2 0 ~ ﬁ 0 T nZna2 n3712a2 02 pourm = 0.
0 0 0 % 0 0 0 o

Puisque les lois de probabilités marginales issues de la loi de probabilité gaussienne sont aussi gaussiennes,
on en déduit les convergences en loi suivantes :

~ 0'2
Vi(any (x,) — a) =1 N (0,67), Va(omv(xn) — ¢) —roi N (0, 4ag> ;

302

" 1202

32 (fav(xn) = f) —Loi N <0 ) , Vn(otuv(x,) — o) 1o N (0,0%)

Cet exemple montre que contrairement au cas des échantillons de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées, on peut obtenir des vitesses de convergence supérieures & /n. Notons qu’ici
les observations z1, ..., , sont bien indépendantes mais non identiquement distribuées.

2.5 Calcul numérique de ’estimateur MV par des méthodes de type Newton

Dans un grand nombre de situations pratiques, les équations de vraisemblance (2.3) n’admettent pas
de solutions explicites. La détermination de l’estimateur du maximum de vraisemblance doit alors étre
effectuée a l'aide de méthodes numériques de maximisation.

A priori, toutes les méthodes classiques de recherche de maximum de fonctions peuvent étre utilisées
a cet effet : méthode de gradient, de Newton-Raphson,... D’autres solutions, plus liées au probléme statis-
tique lui-méme peuvent aussi étre employées comme la méthode du score (méthode de Newton-Raphson
adaptée) et la méthode EM.

En général, ces méthodes ne convergent vers le maximum global de la vraisemblance que si la valeur
initiale de l’algorithme est suffisamment proche de I'optimum ou si ce probléme d’optimisation est un
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probléme convexe (auquel cas tout maximum local de la vraisemblance en est un maximum global).
Dans le cas contraire, I’algorithme convergera vers un maximum local ou vers un point selle. La difficulté
principale de ces algorithmes itératifs est donc de déterminer si 'algorithme a convergé et dans le cas oul
il a convergé, de savoir si la valeur trouvée correspond & un maximum global de la vraisemblance.

Il est important, de remarquer qu’a la différence des problémes de maximisation classiques, la vrai-
semblance, fonction du paramétre, n’est pas complétement définie a priori car elle dépend de ’observation
X.

Dans la méthode classique de Newton-Raphson? appliquée a la log-vraisemblance Iy (0) = In p(x; ),
les itérations sont les suivantes :

(2.16)

2 ] -1 .
01 =6; — [a In p(x; 9)] 0lnp(x;0)
|60=0;

0000T 20 |6=6;

Si la log-vraisemblance Ix(0) est une fonction concave de 6, la séquence 6; converge vers aMV(x) (en
une seule itération d’ailleurs si Ix(0) est une fonction quadratique de €). La convergence est dans ce cas
quadratique (donc jugée rapide par rapport a la convergence de l'algorithme du gradient) :

18:41 — Onv (x)]| < cll@; — Ouv(x)[, ont 0<c<1.

Mais en général [ (@) n’est pas concave et la convergence vers 5MV(X) dépendra fortement de la condition
initiale 8y de l'algorithme.

La méthode dite du score est obtenue & partir de la méthode de Newton-Raphson par remplacement °
du Hessien de la log-vraisemblance par I'opposé de la matrice d’information de Fisher.

2] -0 2] :0
B np(xT, ) & {8 np(le )} = —L(0),
0000 0000
donnant les itérations : dInp(x;0)
41 +1.7(0))6—0, 90 (oo, (2.17)

2.6 Calcul numérique de ’estimateur MV par la méthode EM
2.6.1 Introduction

Certains problémes d’estimation paramétriques a données cachées ou variables latentes simples néces-
sitent des maximisations de la vraisemblance Ly () trés complexes. Citons en quatre exemples :

1. Mélange de g lois de probabilité continues (f;(z; ¢j))j:17__.7q de n variables aléatoires z1, ..., T,
i.i.d. de vraisemblance

n q

q
LX(O) = H Zp]fj($k7¢]) ou 0 = (pl)"'apq7¢17"'7¢q) avec ij =L

k=1 \ j=1 j=1

Par exemple, mélange de deux distributions gaussiennes que nous examinerons en détail dans la

4. Obtenue par recherche du zéro de au voisinage de 0; par le développement

[Zlss0] 00+ o((6 - 0.)).

000071

d1n p(x;0) Olnp(x;0) _ 9dlnp(x;0)
06 o0

- 06 |6=6; +

5. Ce remplaéement peut étre interprété comme une approximation qui peut étre justifiée dans le cadre d’observations

o .. . 1 92 Inp(x;0) _ 1 n 92 Inp(x;0) 82 Inp(z1;0)\ __ _
Xn = (21,...,Zn) 1.i.d. par la loi des grands nombres car : w T 2056T ~ = m > h 3090t~ ~ E 56007 =1:(0) =
1
=1.(6).
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partie 2.6.5 :

1 . (zp—m1)? 1 _ (zg,—ma)?

n
Ly () = (m e 2 4+ (1-p1) e 2 > ou @ = (p1,m1,M2,0%,03).
k=1

o1V 2T ooV 2T

2. Modéle stochastique dynamique : on considére 'observation x = (z1,..,x,) générée par les deux
équations suivantes pour k =1,...n

xr = gr(zk,vk) équation d’observation
2z = hg(zg—1,ur) équation d’évolution =z est un processsus de Markov,
ot (V1, ..., Up, U1, .., Up, 20) sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes. Les fonctions

linéaires ou non linéaires g et hy, pour k = 1,..,n et les distributions de (v1, ..., Un, U1, .-, Un, 20)
sont paramétrées par 6. La fonction de vraisemblance est alors en général, une fonction sous forme
intégrale trés complexe.

3. Fusion de bits (détection en sortie de K canaux binaires symétriques a erreurs indépendantes)
Tt =by Dngy, avec k=1,...,Ket t=1,..,T

ou by, .., b, ...,by sont des bits {0,1} équiprobables, nj; représente la variable indicatrice {0,1}
d’erreur sur le bit b; a la sortie du canal de transmission k, @ représente la somme modulo 2
(ou le ou exclusif) et ou (b, nkt)k=1,. K, t=1,..,7 sont indépendants avec P(ny; = 1) = pj. Ici,

. def
I'observation est X = (x1,...,X¢, .., X7) avec Xy = (Z1,4, -Tht.., TK,t) €t

T

Lx(0) = Hp(xt;O) ou 0= (p1,...,pK)
t=1

avec

K K
1 1 1 1- 1 _
p(xt;0) = op(xe/be = 1) + 5p(xe /b = 0) = 5 [Tre " —pe)™ + 3 [T pe (1= pi)t e,
k=1 k=1

4. Somme de ¢ sinusoides bruitées par du bruit gaussien e, centré i.i.d. de loi de probabilité gaussienne

de variance 2.

q
T = Zaj cos(2mkf; + ¢;) +er, k=1,...,n,
j=1

pour laquelle

2
1 7(1'1672?:1 aj cos(27-rkfj+¢j)) .
Lx(g) = H 20 ou 0= (a’17 "'7aq7f1)"')fqv¢17 "‘7¢f170-2)‘

e
o1 O 2

Nous constatons que ces quatre expressions de la vraisemblance Lx(0) se simplifieraient si des données
cachées étaient observables et si les données observées x étaient remplacées par des données complétes y
que nous définissons dans les quatre exemples précédents par :

1. Pour chaque k, l'indice wy € {1,...,q}, (pour ¢ = 2, on préfére wy, € {0,1}) du mélange observé j
est une donnée cachée. D’otl les données cachées :

ensemble des indices de mélange w = (wy, ..., wy)
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2. Le processus de Markov z = (2o, 21, ..., 2, ) constitue les données cachées.

3. Données cachées :
bits émis b = (bl, ey bT),

4. Données cachées artificielles :
Yjke = ajcos(2mkf; + &) + €k
1,..,q,k=1,....,n sont des variables aléatoires indépendantes de loi de probabilité gaussienne

iik)j=
.o . . _ q _
‘7—) avec Z] 1€k = €, ce qui implique 3, = ijl yrjpour k=1,...n

(0
Dans les trois premiers exemples, les données complétes y sont obtenues en ajoutant aux données
observées x, des données cachées respectives w, z et b. Au contraire, dans le quatriéme exemple, ces

données complétes sont artificielles, en particulier quant au choix de la répartition du bruit e;; entre les
q sinusoides. Nous obtenons les ensembles de données complétes :

L y=(x,w),
2.y = (x,2),
3. y:(X’b) Oled:ef (Xh 7XT)a

def T
4. Y = (y1,.-Yq) avec y; = (Y1, --Yjk» - Yjm)
Dans chacun de ces quatre exemples, nous pouvons reconstituer les données observées x a partir des
données complétes y. Nous avons :

\3’,./ €Y= X —g(y) € X (2.18)
données complétes données observées

ou ¢ est une fonction non injective.
Les données observées sont aussi appelées dans ce contexte données incomplétes. Mais d’une fagon
plus générale, la méthodologie de I’algorithme EM s’étend au cas ou

La loi conditionnelle p(x/y) ne dépend pas du paramétre 6.

2.6.2 Meéthode EM

La méthode EM consiste & remplacer la log-vraisemblance % 1, () = Inp(x; @) des données observées
par celles des données complétes Inp(y;@). Mais comme les données complétes y ne sont pas toutes
observables, on remplace cette vraisemblance Inp(y; @) par son approximation E[lnp(y;0)/x] espérance
conditionnelle sachant I’observation x qui devient alors une fonction de x et de 8. Mais comme, nous avons
besoin de connaitre @ pour calculer cette espérance conditionnelle, la méthode EM consiste & utiliser la
procédure itérative suivante :

1. Initialisation : choix de 6

2. Etape Expectation

Calcul de Q(9,6;) &f Eo,[Inp(y; 0)/x] = / Inp(y; 0)p(y; 0;/x)dy. (2.19)
Yy
3. Etape Maximization

Recherche de maximum 6;,, = arg mgx Q(0,6;). (2.20)

6. La log-vraisemblance est préférée a la vraisemblance pour des simplifications de calcul dans le cadre de la famille
exponentielle et pour des raisons plus conceptuelles liées & I'information de Fisher.
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2.6.3 Méthode EM dans le contexte bayesien

La méthodologie EM s’étend dans le contexte bayésien pour la recherche de I estimateur du mazimum
a postériori (dit estimateur MAP)

Oriap(x) = arg max p(8/x).

L’étape d’ Fxpectation devient

Eo,[Inp(0/y)/x] = Eo,[Inp(y/0)/x]+Inp(6) — Eg,[Inp(y)/x] (2.21)
= Eg,[Inp(y/0)/x] +1np(8) + Cte,
Q(6,0;)

0/y) = p(y/6)p(6)
Y p(y)
parameétre fixe et que Eg, [Inp(y)/x] ne dépend pas de 6 car dans le contexte bayesien, p(y) représente la

loi marginale de y.
Puis 'étape de Mazimization devient

en utilisant la relation de Bayes : p et en remarquant que dans (2.21), 8 joue le role d'un

0i+1 = argmax (Q(6,6;) +Inp(6)).

2.6.4 Propriétés élémentaires de la méthode EM

La plus importante propriété de 'algorithme EM est sous des hypothéses techniques trés générales
(dont le support ) de la distribution de la variable aléatoire y ne dépend pas de ) que la suite des valeurs
0, augmente la vraisemblance & chaque itération :

Lu(0,11) > L (6;). (2.22)

Plus généralement, la monotonie (2.22) est assurée si seulement Q(0;11,0;) > Q(0;,0;). Ce qui n’impose
pas que ;41 maximise la fonction 8 — (6, 6;), mais seulement augmente la valeur de cette fonction par
rapport & ;. Cette propriété est importante quand il n’existe pas de solution exacte & cette maximisation.

Preuve :
Inp(x;0) = ln/yp(x,y;@)dy, d’aprés la formule des probabilités totales
p(x,y;0)
= ln/ ——p(y/x;0;)dy
v p(y/x;6;) /80
p(x,y;0) }
= InEe, [ x
p(y/x;6;)
;0
> Eg, |In M /x} , d’aprés I'inégalité de Jansen car la fonction In est concave
L p(y/x;0:)

_ By | P¥i0P(x/y:6)

" p(y;00)p(x/y; 0:)/p(x;0;)

~ B, [ Py:0)p(x/y)

" p(y; 00)p(x/y)/p(x; 0;
p(y; 0)p(x; 6:) X]
p(y; 6:)

= Ee,[Inp(y; 0)/x] — Ee,[Inp(y; 8:)/x] + Inp(x; 0;)

= Q60,0;) —Q(0;,0;) +Inp(x;0;).

/x} , par la régle de Bayes

] /x} , parce que la densité de probabilité p(x/y) ne dépend pas de 6

= Eg. In

i
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soit : Inp(x;0) > Inp(x;0;) + [Q(0,60;) — Q(6;,0;)] = Inp(x;0;11) > lnp(x;0;). ]

De plus, sous certaines conditions de régularité, la suite 8; converge vers un point stationnaire (c’est
a dire ici un maximum local ou un point selle) de la vraisemblance Lx(0). Mais cette monotonie et cette
convergence vers un point stationnaire n’assure pas la convergence de la suite ; vers 'estimateur du
maximum de vraisemblance @Mv(x). La convergence de la suite 6; dépendant en général de la condition
initiale B, son choix au voisinage de Oyy(x) est souvent crucial.

2.6.5 Application au mélange de deux distributions gaussiennes

Nous allons détailler ici les 2 étapes Ezpectation et Mazximization de I’algorithme EM en revenant quel-
quefois pour des raisons pédagogiques aux notations usuelles de probabilités et de densité de probabilité
pour les variables aléatoires respectivement discrétes et continues. Nous avons ici :

y = (x,w) avec x = (21, .., zp) et W = (wy, .., wy,), ot wy, € {0, 1} indicatrice de la classe 1 de z

1 _ (wp—=my)? 1 _ (zp—mg)?

2
[ 201 et f2 xk‘ — e 202
o1V 2w (@) o9V 21
représentent les densités de probabilité de I'observation xj conditionnelles respectivement & wy = 1 et
Wg = 0. Ici :

fi(zg) =

0 = (plymlam2ao-%7o-%>'

=
by
2

I
s

p(yi; 0) = [ [ plak, wi; 0) = [ plaw/wk; 0)p(wy; 6)
k=1 k=1

i

1

(prfi(ze)]F [(1 = p1) folzp)] ),

Il
=

B
Il

1

car plaw s O)p(w ) = PN e L

Par suite :

Inp(y;0) = > wy (Inp1 +1In fi(zx)) + (1 — wg) (In(1 = p1) + In fo(wz)) .
k=1
En appliquant ’étape d’ Ezpectation. On obtient :
Eg,[Inp(y; 0)/x] = > Eg,[we/x] (Inp1 +In fi(xx)) + (1 — Eg, [wi/x]) (In(1 = p1) + In fo(xr)) |
k=1

ou nous avons appliqué le résultat suivant de probabilité :

Résultat de probabilité 2.2 : Pour toute variable aléatoire g(X,Y) :

E[g(X,Y)/X = a] = E[g(z,Y)/X = a].

7. Notons qu’ici nous avons utilisé pour faciliter la compréhension la double notation : densité de probabilité au sens de
Radon Nikodym, et densité de probabilité et probabilités pour des variables aléatoires respectivement continues et discrétes.
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p(X; 91)
p(x1;6;)..p(xk—1;0;)p(wi, = 1, 23 0;)p(xk41; 0;)..0(20; 0;)

Eo,[wr/x] = P(w,=1;0;/x) =

- p(1150;)..p(xg; 0;)..p(20; 0;) (2.23)
_ plwe=12:8) = P(wy, = 1;0;/x})

T (e R T

Do, (wp = 1) f1(zx;0;)

B Ix,, (z; 0:) (2.24)
= PLif1(2k: 04) def oy (2.25)

prifi(zr; 0:) + (1 —p1g) fa(z; 6;) 7 7

ot nous avons appliqué en (2.23), l'indépendance des variables aléatoires {x1, (wk, xk),..,Tn} et avons
utilisé le résultat suivant de probabilité en (2.24) et (2.25)

Résultat de probabilité 2.3 : La relation de Bayes et la formule des probabilités totales s’étendent dans
le cas ou X et Y sont des variables aléatoires respectivement discrétes (prenant les valeurs {a;}ier) et
continues de densité de probabilité fy (y)

P(X =a/Y =y) = P(X = ai)fy/x=a,(y)

fy(y)
ZP = Qg fY/X al(y)
el
Par suite, nous obtenons
Q6,6:) = pi*' (Inp1 +In fi(wx)) + (1= p7*") (In(1 = p1) +In fo(wy)) - (2.26)

k=1

Puis nous pouvons mener l'étape de Mazimization. Q(0,0;) est maximisée par rapport & @ pour

0Q(0,0:) = si (1) N~ ap 1y
op1 _Zpl <p1> Z(l P1 )(1—101>_07

k=1 k=1
soit pour
1 « :
Prit1 = Zpgf’“’l, (2.27)
k=1
ol px’“’ est donnée par (2.25). p1,i4+1 peut s’interpréter comme la moyenne empirique des probabilités a

postériori a l'itération i de la classe 1 & partir des observations ;. De méme pour m;,j = 1,2 :

aQ(0702) _ g pxk,i 1 afl +Zn: xkz 1 0f2($k)

= =0
1 3
om; = filzg) Om; — fo(xr) Omy
1 O0fi(xk) _ mp—my . _ :
AVeC 1y “om, = 72 ,j =1,2. Soit
0Q(0,0; - ~ —m; ,
Qa( 8s) _ P ) =0, avee gt (1 ppt),
mj 1 Uj



soit pour

D h=1 P zk’ .
Z ackz a]
k=1P

qui peut s’interpréter comme la moyenne empzrzque des espérances mathématiques a postériori a l’itération
1 de la classe j, j =1,2. Dememepoura ,j=1,2:

mji+1 = = 1, 2, (228)

aQ 0, 0 - 1 Bfl :L“;C P 1 Ofa(wy)
kil _JeN v 0

2
o3 fi(@k) f2($k) 9o
avec fj(lxk) agg’“) = —|— @k~ 77]) ,j=1,2, qui donne
> e 1pxk’( —mjit1)?
0iin = s % J=12, (2.29)
k=1D

ou a ; peut s’interpréter comme la moyenne empirique des variances a postériori a l'itération i de la
classe 3,7 =1,2.

Dans cet exemple, les deux équations (2.19) et (2.20) ont des solutions analytiques explicites (2.26)
t (2.27),(2.28),(2.29). Ceci s’étend a des mélanges d’un nombre quelconques ¢ de loi de probabilité de la
famille exponentielle (bien entendu aussi bien scalaire que multidimensionnelle).

Remarque 2.6 : Dans le cas ol les lois de probabilité du mélange de g lois sont parfaitement connues,
seules les probabilités (p;);=1,.,4 du mélange de loi sont des paramétres a estimer. Alors I’algorithme EM
se résume aux itérations suivantes :

1.
90 = (pl,(]; "'7pq,0)7
2.
vei _ _ Paafi(@) o
J Sty peife(xr)
3.

DPji+1 = Z xk’ 7j = L"'aq

Remarque 2.7 : L’initialisation de I'algorithme EM peut se faire dans ce dernier cas par simple résolution
du systéme d’équations linéaires de la méthode des ¢ premiers moments du mélange (voir le paragraphe

3.2.2:
q 1 n ,
Zp],OMZ,j:ﬁZxk, EZO?"Jq_l
7j=1 k=1

d f
ot pe; = [Tt fi(x)d.

Remarque 2.8 : L’initialisation de I’algorithme EM dans le cadre général du mélange de q loi de variables
aléatoires i.i.d. scalaires ou multidimensionnelles se fait en général par une méthode empirique de résolution
du k-means clustering qui consiste a regrouper les n observations 1, ..., zk, ..z, en ¢ classes (Sj);=1,. 4
de facon & minimiser ® la distance interne & chaque classe entre chacun de ses éléments et une valeur m;j,

8. Il existe dans la littérature machine learning des algorithmes heuristiques pour approcher cette minimisation.
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j=1,...,q. Les ¢ classes S; sont obtenues par la minimisation

min Z Z (21, — mj)?.

S1,.,8g,m1,..;mq “
a a 7=1 kaSj

.« . _ % . . .
Les centres de gravité mjo = aS)) Zxke s; Tk de chaque classe S; obtenue, les dispersions moyennes

1 card(S;)

0]2-70 = (S ka €s; (g — mj)2 dans chaque classe et les proportions p;jo = —_ = de chaque classe S;

fournissent des initialisations respectives des parametres myq,..,my, a%,..,ag, D1;--,Dg-
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2.7 Points essentiels du chapitre estimateur du maximum de vraisemblance (MV)

e La définition (2.38) de lestimateur du maximum de vraisemblance (MV) qui dans le cas ou 6 €
© C RY est défini par un ensemble de contraintes se réduit & un probléme d’optimisation sous
contrainte de la fonction de vraisemblance p(x; ).

e Pour une observation fixée x, l'estimateur MV :
e n’existe pas nécessairement ;
n’est pas nécessairement unique;
n’est pas nécessairement sans biais ;
se confond avec I’estimateur efficace si celui-ci existe;
est une fonction de toute statistique exhaustive.

e Le principe d’invariance a I'aide de la vraisemblance induite (2.6)

e La famille exponentielle (2.42) de loi de probabilité permet la construction d’estimateurs MV sans
biais dont la variance/covariance atteint la borne de Cramer Rao (estimateur dit efficace) pour
une paramétrisation particuliére.

e Dans le cas d’une séquence d’observations x,, = (1, ..., Z,) 0ol (&})k=1,. ., sont indépendantes et
identiquement distribuées, sous certaines conditions techniques sur 'ensemble © et sur la fonction
de vraisemblance p(x; 8), il existe une solution @yrv(x,) des équations de vraisemblance (2.3) qui
satisfait les propriétés suivantes :

e Biais asymptotique en 1/n;

e Convergence presque sure vers 8 ;

e Distribution asymptotique gaussienne avec une vitesse de convergence en /n ;
e Efficacité asymptotique.

e Dans un grand nombre de cas pratiques ot I'observation x = (x1, ..., x,) est consituée de variables
aléatoires indépendantes et équidistribuées, le calcul de I'estimateur du maximum de vraisemblance
est effectué par des méthodes itératives comme la méthode du score dérivée de la méthode de
Newton-Raphson.

e Certains modeéles paramétriques peuvent s’interpréter a l'aide de données cachées ou wariables
latentes. Dans ce cadre, il existe une méthode dite EM pour Ezpectation/Mazimisation qui est une
approche itérative qui augmente la vraisemblance & chaque itération. Sous certaines conditions de
régularité du modéle paramétrique, cette suite 6; converge vers un maximum local de la fonction
de vraisemblance. D’ou I'importance du choix de la condition initiale.
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3 Estimateur par méthode de substitution (ou des moments)

3.1 Introduction

La méthode du maximum de vraisemblance, en dépit de son attrait théorique du a ses bonnes propriétés
asymptotiques est souvent difficile & implémenter. Des solutions analytiques sont rarement possibles et
les algorithmes disponibles peuvent n’exhiber que des maximums locaux de la fonction de vraisemblance.

L’idee de base de la méthode de substitution est de baser la construction de l’estimateur sur une
statistique s, (x,,) de dimension fixée indépendamment du nombre n d’observations x,, def (T1y ey Thoy ooy Ty)s
qui peut ne pas étre exhaustive tout en conservant encore la plus grande quantité d’information sur le
paramétre 8 € ©. Cette méthode doit son succés a sa grande facilité d’utilisation. Dans tous les cas et
indépendamment de la complexité du modéle paramétrique sous-jacent P = {Pp(x,,),0 € © C R}, elle
permet d’obtenir des estimateurs calculables.

Cette méthode s’appuie essentiellement sur une suite de statistiques s, (x,) € R? de I'observation x,,
qui converge de fagon consistante (faible, forte ou en moyenne quadratique) vers une constante qui dépend
de la distribution sous-jacente de I’observation x,,, donc qui est une fonction s(@) du paramétre. ?

Dans le cas d’observations indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) scalaires (zy)g=1,. , ou
multidimensionnelles (xj)r=1, . avec x; = (;EkJ,...,xk,r)T € R", les fonctions s(0) les plus souvent
utilisées sont des vecteurs de moments, de composantes

E(z),0=1,..,q (cas scalaire)

et
E(xfj),ﬁ =1,...¢,5=1,..,7 ot ¢=¢'r (cas multidimensionnel).

Dans le cas d’observations i.i.d. (xj)g=1,. , multidimensionnelles, on pourra n’utiliser dans certaines
applications (par exemple dans le cas ou la distribution de (xj)k=1,., est gaussienne) que les moments
du premier et second ordre

m(6)

= ou m def Xp) € def XiX1E).
(0)= | ottty | o0 mO) LB et o)™ B

Pour cette raison la méthode de substitution est souvent aussi appelé méthode des moments. On préfére
aussi quelquefois remplacer ces vecteurs de moments par des vecteurs de cumulants (dont le plus simple
est la variance).

Dans ce cadre d’observations i.i.d. scalaires ou multidimensionnelles, on pourra aussi utiliser des vec-
teurs de moments généralisés, de composantes

E(h¢(z1)), 0 =1,...,q (cas scalaire)

ou
E(he(z14)),=1,...¢',j=1,...,r ot ¢ =¢'r (cas multidimensionnel)

avec par exemple :
he(z) = €™ ou encore hy(z) = 1c,(z) avec Cp =] —o00,¢] ou Cyp=ley, coqq].

Cette méthode des moments peut s’étendre dans le cas d’observations (xj)g=1,., non iid. Par
exemple, dans le cas d’observations (xj)g—1,. n stationnaires centrées du second ordre, on pourra uti-

9. Notons que dans le cadre d’un modéle semi-paramétrique, cette suite s, (x,) pourra aussi converger vers un fonction
s(0) du parameétre.
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liser un ensemble fini de ¢ covariances
{E(m%), E(z122), ..., E(z124)}.

L’idée de base de cette méthode consiste alors a choisir un couple [s(8), s, (x,,)] telle que s(0) caractérise
0 et & "égaler" I'expression de

E(h1(z1))
s(0) = :
E(hg(z1))
avec la statistique consistante
% > k=1 ha ()
Sn(Xn) = : )

%Zzzl hq(wk)

dont on déduit par "inversion" de la fonction s(0) différentes estimées possibles 0, (x,,) de 8, car cette
"inversion" n’est en général pas unique comme cela sera illustré dans les exemples des sections 3.2.2 et
3.2.3.

Puisqu’en general il y a perte d’information en passant de 'observation (xj)r=1,. ., & la statistique
Sn(x;,) constituée d’estimées empiriques de moments ou de moments généralisés, la méthode de substitu-
tion fournit en general des estimateurs qui ne sont ni efficaces, ni méme asymptotiquement eAfﬁcaces. Mais
nous verrons que la consistance des estimateurs des moments se transmet aux estimateurs 6,,(xy,).

3.2 Exemples introductifs

3.2.1 Estimation du paramétre d’un échantillon i.i.d. de loi exponentielle

Considérons une observation x,, constituée de variables aléatoires i.i.d. (z1, ..., z,) de loi de probabilité
exponentielle, i.e., de densité de probabilité

p(x;0) = Ge_exll[o’_mo[(:p) ou 6 €]0,+o0].

Un calcul simple donne pour s(6) = E(zy)
1
s(0) = g €10, 4-o0l.

D’autre part, d’aprés la loi forte des grands nombres, la suite de statistiques
1 n
Sn(Xn) = — g xr €0, 400
n( n) n £ k ] [

converge presque stirement vers le moment s(6) = %. Elle converge d’ailleurs aussi en moyenne quadratique.
La méthode de substitution nous donne ainsi par inversion immeédiate ’estimateur :

~ 1
o) T

Une question simple survient : a-t-on intérét a utiliser plutét un vecteur s, (x,) de statistiques de com-
posantes (% py xﬁ) =14 qui converge aussi presque slirement par la loi des grands nombres vers le
vecteur s(0) de composantes

A
E($£) = ﬁv
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plutot que la simple statistique du premier ordre s,(x,) = %Zzzl x. La réponse est non puisque la
statistique s,(x,) = = > _; x est exhaustive. ¥

3.2.2 Estimation de la proportion d’un échantillon i.i.d. de loi de mélanges

Considérons une observation x, constituée de variables aléatoires i.i.d. (z1,...,z,) d'un mélange de
deux lois de probabilité connues pi(z) et pa(x), i.e., de densité de probabilité

p(x;0) = Op1(z) + (1 — O)p2(z) ot 0 €[0,1].

Ici, contrairement & ’exemple précédent, il n’existe pas d’aprés le critére de factorisation de Neymann-
Fisher de statistique exhaustive. Donc il y aura perte d’'information en passant de I’échantillon (1, ..., z,) &
n’importe quelle statistique s, (x;,) ou vecteur de statistiques s, (x,,) de dimension ¢ < n. Nous aurons donc
intérét a prendre en compte une statistique & plusieurs composantes pour limiter la perte d’information.
Nous pouvons choisir en particulier :

SnJ(Xn)
Sn(xp) = . avec sp¢(Xp) = Zxk ou Spy(xn) = Z]lcz (zx) €=1,....q
Sn,q(Xn)

qui d’aprés la loi forte des grands nombres converge presque stirement vers le vecteur des moments :

81(0)
s(f) = . avec s¢() = BE(z%) ou s¢(8) =Pz €Cy), £=1,..,q

s¢(0)

car E(1¢,(x)) = P(x € Cy). s(0) satisfait, d’aprés le théoréme de transfert, la relation :

s(0) = Opy + (1 = O)py = py + 6(py — po) (3.1)

avec W, = (uz,. ouhT i = 1,2 avec pf = [a'pi(z)dz (moment d’ordre ¢ de la loi 4 du mélange) ou
fC pi(x)dx (en partlcuher probabilité que la compObante 1 du mélange appartienne a l'intervalle
[Cg 1,@[ avec ¢p = —00 et ¢g = +00).

Contrairement a la relation s(0) = % précédente, la relation (3.1) présente si p; # po, une infinité de
fonctions g définies sur RY qui vérifient

s=s(0) €s(®) CR!— 0 =g(s) €[0,1].

On pourrait en particulier, par exemple si //{ % ,ug ne considérer que la statistique s, ¢(x;,) associée au
seul moment sy(6) et 'on obtiendrait
S
0 =g(s) & 2 “2 (3.2)
Hz
qui donnerait ’estimateur :
4
5 Sn,¢(Xn) —
() = ) 15
M1 — M

10. D’apreés le critére de factorisation de Neymann-Fisher, une statistique s, (X ) est exhaustive si et seulement si p(xn; 0)
peut se factoriser sous la forme g[s,(xn), 8]h(xn) ; ce qui est réalisé ici car : p(x,;0) = 0" Zk=1"% [T?_ 1o yoo(2k)-
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Pour des pondérations ay quelconques satisfaisant ZZ:1 ap =1, si u{ #* ug pour £ =1,....q:

q I
def S¢ —
0=g(s)= D a2, (33)
= T

qui utiliserait par contre toutes les composantes de s(xy,), la relation (3.3) donnerait la famille d’estima-
teurs

q ¢ q ‘
Z Zk 1 %) — K3 ou 0 . Z 22:1 Ic, (fk)) — M3
- )4 ¢ :
— Mz =1 H1 = M2
Mais bien d’autres constructions seraient possibles. Par exemple I'expression (3.1) donne pour a € R?

quelconque, a’'s(0) = 0a’ (p; — py) + al py, dont on déduit

- (S) déf aT(S B “2)

al'(py — py)’
donnerait la nouvelle famille d’estimateurs :
x i aT(Sn(Xn) — )
971 (Xn) = T .
al'(py — po)

Face a cette infinie d’estimateurs possibles, le probléme de leur comparaison reste a traiter.

3.2.3 Estimation du paramétre dans un modéle AR d’ordre 1

Considérons une observation (z1,...,2,) extraite d’un processus (Z)k=.. 1. n,.. Stationnaire centré
(appelé modéle causal AR (Auto Regressive) du premier ordre) satisfaisant la relation suivante

x = Ox_q + ug,

ott § €] —1,1[ et ol (ug)k=. —10-+1.. est une suite de variables aléatoires centrées i.i.d. de variance o2

Ce processus satisfait aussi la relation
—+00
T = Z 0 us_yp.
=0

Nous supposerons ici que cette variance o2 est égale a l'unité. Le seul paramétre inconnu de ce modéle
semi-paramétrique est donc 6 €] — 1, 1[. Dans cet exemple aucune statistique n’est exhaustive. Nous avons

2914
0“6
E(zix =~ avec o’ =1.
(@r2rte) = 753
Par suite en prenant le seul moment s;(6) = E(zjzj11) associé a la statistique s,1(x,) = % 22;11 TpTpa1,
nous obtenons l'inversion unique :

—1++/1+4s%

si—60=g(s1) = 2,

racine unique en # de module strictement inférieur & 1 de ’équation

51 = & 510 4+60 — 51 =0 o sign(h) = sign(sy).

1-62
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Par suite nous obtenons ’estimateur :

2
—1+ \/1 +4 (Z;‘_% W’““)

—1
9 2okmt Tkl
n

0V (x,) =

Par contre en utilisant le vecteur constitué de deux moments

o[ 50 g=eb T,

il existe une infinité de fonctions g telles que s — 6 = g(s). Par exemple les fonctions g définies par :

S1 S%
gQ(S) =—, et 93(5) =81 - 9>
S0 SO
aboutissent aux estimateurs :

n—1 n—1 n—1 2
N - 1 (> oh— ThThy1)
9%2) (xp) = —Zk_,ll ThTk+1 et é}f’) (xp) = | — E ThTh41 1-— k_}b )
ko1 7} n & T (o 23)?

Dans le cas général ot o2 serait aussi un paramétre inconnu, nous voyons que cette derniére inversion,

qui est toujours possible conduit au méme estimateur.

Remarque 3.1 : Il est important de noter que la méthode de substitution peut dans certains cas ne pas
nécessiter la connaissance explicite de la loi de probabilité de 'observation x,. C’est le cas du modéle
semi-paramétriques du dernier exemple. De ce fait la méthode de substitution peut s’appliquer dans
certains cas dans un cadre semi-paramétrique.

Dans ces trois examples, une forme analytique a pu étre donnée a des solutions de I'"inversion"

pour s € US ; {sp(xn); X, € X'}. Malheureusement ces situations sont exceptionnelles, en particulier pour
un paramétre @ multidimensionnel ou @ sera solution implicite d’équations (par exemple argument du
maximum d’une fonction, zéros d’une fonction...). Pour traiter de toutes ces situations nous allons aborder
une méthodologie générale.

3.3 Problématique générale

On considére un modéle statistique paramétrique dans lequel le paramétre est 8 € © C R™ et une
suite de statistiques s, (x,) de dimension fixée ¢ (s,(x,) € R?) qui converge vers une constante en au
moins un des sens habituels (en probabilité, en moyenne quadratique ou presque sirement). Puisque cette
convergence dépend de la distribution sous-jacente '!, cette constante définit une fonction @ € © + s(8) €
s(©) C RY. Soit :

Sn(xn) — s(6@) pour n — oo.

Nous supposons que ¢ est assez grand pour que s(.) soit bijective, i.e., réalise une bijection de © dans
s(©) (image de O par s). Par suite en pratique ¢ > m.

11. Cette méthode de substitution s’étend aux modéles semi-paramétriques (c’est & dire ou  ne caractérise pas la distri-
bution de xy,) si cette constante est une fonction de 6.
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Cette condition est souvent appelée condition d’identifiabilité
s(0)=s(0) = 6=20".
Nous supposerons que cette application 8 — s(60) est différentiable dans un voisinage de 8 € ©
s(0 +60) =s(6) + S(0)00 + o(||96])) (3.4)

et que la matrice S(0) (de dimension g x m) de cette différentielle (appelé souvent Jacobien de cette
application) est de rang plein colonne pour tout 6 € ©.

avec s(0) = [51(0), ..., 5,(0)]7 et 6 = (61,....0m)".

Appelons S l'ensemble des valeurs prises par la suite de statistiques s, (x,) et par s(8), soit
S =U2 {sn(xn);x, € X} Us(O).

Dans ce cadre, un estimateur par méthode de substitution de € sera défini par toute fonction g définie
sur S qui satisfait la condition
gls(@)] =6, YOcO (3.5)

et qui est continue en tout point de s(8) € s(©). Autrement dit, un estimateur 5n(xn) par méthode de
substitution de @ sera défini par toute extension g a ’ensemble S de 'application définie sur s(©) qui
associe 6 a s(0).

/én(xn) = g[sn(xn)]. (3.6)

Cette extension étant bien entendue non unique, & chacune d’elles, nous obtiendrons un estimateur par
méthode de substitution différent. Notons que cette méthode ne nécessite pas que cette fonction g soit
définie de facon explicite, comme nous le verrons dans le paragraphe 3.5. Dans ces situations on utilisera
plutot le terme d’algorithme dans la littérature traitement statistique de 'information.

Remarque 3.2 : Il existe des situations ot I'on ne s’interesse par & @ € R™ mais plutot a ¢(0) € RP
avec p < m (en particulier en présence de paramétres de nuisance). On définira aussi des estimateurs par
méthode de substitution dans ce cadre par toute fonction g définie sur S et continue en tout point de
s(0) € s(0) telle que :

gls(8)] = 6(6), VO €O,

Un exemple est donné au paragraphe 3.2.3 oti le paramétre général est (6, 02) et ot 'on ne s’intéresserait
qu’au paramétre utile 6.

Dans les situations ou il n’existe pas de statistique exhaustive, il se pose deux questions :
e choix des moments s(0) associés aux choix des statistiques s, (x;,) consistantes;
e choix de 'application ou algorithme g.
La réponse a ces deux questions est donnée par la résolution du compromis complexité et mise en oeuvre
du calcul de g versus performance de I'estimateur obtenu. Ce deuxiéme point est ’objet du paragraphe
suivant.

3.4 Performances asymptotiques
3.4.1 Consistance de ’estimateur

Par la propriété de continuité des fonctions g, on démontre que la consistance faible ou forte de la
suite des statistiques s, (x,) se transfére aux suites 6,(x,) d’estimateurs construite par la méthode de

o4



substitution. Par contre il n’y a pas de résultats généraux pour la consistance en moyenne quadratique.
Dans le cadre d’observations i.i.d. (z1, ..., zy), les suites de statistiques s, (x,,) construites a partir de
moments ou de moments généralisés sont d’aprés les lois faibles et fortes des grands nombres 12 respective-
ment faiblement et fortement consistantes. Par suite, les suites 0, (x,,) sont aussi fortement et faiblement
consistantes.
Dans le cadre d’observations (z1,...,2,) non ii.d., il n’y a pas de résultats généraux de consistance

pour les suites de moments empiriques s, (x,). Cependant dans le cas de processus linéaires

“+o00
T =m + E QpUg_yp,
l=—00
ol (Ug)k=..,—1,0+1,.. est une suite i.i.d. centrée et ot la suite oy, satisfait certaines conditions techniques,

la consistance faible est assurée pour les statistiques construites & partir du moment empirique du premier

ordre
1 n
— T
=D o
k=1

sous certaines techniques du moment du second ordre de la variable aléatoire wug, et construites a partir
d’un vecteur de moment empirique du second ordre

n—q+1

I, 1
EE $k:7"‘75 E TpTk—14q
k=1 k=1

sous certaines conditions techniques sur moment du troisiéme ordre de la variable aléatoire ug. Et ainsi
dans ce dernier cas, la suite 0,,(x,,) serait aussi faiblement consistante.

3.4.2 Normalité asymptotique

Dans le cadre d’observations i.i.d. (x1, ..., zy), les suites de statistiques s, (x,,) construites a partir du
vecteur de moments E(z{), £ = 1,...,q ou de vecteur de moments généralisés E(hy(21)), £ = 1,...,q sous
I’hypothése que les moments d’ordre deux de :L‘{ ou de hy(x1), £ =1, ..., q existent, permettent d’appliquer
le théoréme central classique. Par suite cette suite s,(x,) est asymptotiquement gaussiennes au sens
suivant :

V1 (sp(x,) —s(0)) converge en loi vers la loi gaussienne N (0; C4(8))

ot C(@) désigne la matrice de covariance du vecteur aléatoire (1, ...,29)T ot (hy(z1), ..., he(z1))T.
Si de plus l'application g définie en (3.5) est non seulement continue en tout point de s(@) € s(©),
mais de plus différentiable en tout point de s(@) € s(©), de matrice D4(0) # 0 :

g[s(8) + ds] = g[s(0)] + Dy(8)ds + o([|ds]), (3.7)

Papplication du résultat de probabilité 2.1 (2.14) nous permet de déduire que les suites d’estimateurs par
la méthode de substitution sont asymptotiquement gaussiennes au sens suivant :

Vvn <§n(xn) — 9) converge en loi vers la loi gaussienne N (0; Dg(O)CS(B)Dg(B)) . (3.8)

La matrice de covariance Dg(O)Cs(O)D;F(G) de la loi asymptotique est appelée matrice de covariance

asymptotique de la suite d’estimateurs an(xn).
Sous des hypothéses suffisantes supplémentaires (malheureusement qu’il est difficile de prouver en

12. Sous certaines conditions d’existence de ces moments.
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pratique) nous avons de plus :

n

cov[B (x)] = ~Dy(8)C4(0)DT(8) + 0 (i) | (3.9)
De plus si la fonction g est deux fois différentiable en tout point de s(6) € s(©), i.e.,
i15(0) + 05] = 0[5(0)] + [Dy ()] 35+ 3(35) B, (0)ds + o(|3s]%), = 1,..m,

nous avons accés sous des conditions techniques supplémentaires (difficiles aussi & prouver) a une expres-
sion suivante du biais asymptotique :

~

E[By:(x,)] = 0, + %tr[HQi(O)CS(G)] +o (i) Ci=1,.m. (3.10)

Exemple 3.1 : Reprenons 'exemple développé au paragraphe 3.2.1 ou g(s) = % et par suite % =

_ L J—
52 etd -

() o

. Par suite par simple application de (3.8), nous avons puisque var(zj) = 9% et donc

) (~0)%35(~0)% = 0?

&‘% mw‘w

(0, (x,) — ) converge en loi vers la loi gaussienne N (0;62).

Puis par application de (3.9) et (3.10) avec %var(xl) = 293%2 nous obtenons :

cov [l (x)] = ‘f I CL) et b (x,)] = 0 + % +o <1> .

n

Dans le cadre d’observations (x1,...,2,) non ii.d., il n’y a pas de résultats généraux de normalité
asymptotique. Cependant dans le cadre ol ces observations sont extraites de processus linéaires

+oo
TEp=m+ g Qg (3.11)
{=—00
« . .. L . 2 .
ol (Uk)k=..,—1,0+1,. est une suite i.i.d. centré de variance o, nous avons un grand nombre de résultats

pour les suites de statistiques du premier et second ordre, parmi lesquels :

Résultat 3.1 : Sous les hypothéses Y 72°  Jay| < 0o et Y202y # 0, la suite s,(x,) = LDy
est asymptotiquement gaussienne au sens suivant :

V1 (sp(x,) —m) converge en loi vers la loi gaussienne N (0;.5,(0)), (3.12)

ou Sz (f) appelé spectre du processus stationnaire xy, (3.11) est défini par

o0

Se(f) = D ralk)e ™ (3.13)

k=—oc0
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Résultat 3.2 : Pour m = 0 et pour (up)n—._ —1,0.+1,.. suiteii.d. deloi de probabilité gaussienne N(0, o2),
sous les hypothéses /> |ag| < oo et Zk__oo |k|a? < oo, alors la suite de statistiques

1 n n—qg+1 T
sn(xp) = <n2x%, . Z ThT)— 1+q> € R?
k=1

est asymptotiquement gaussienne au sens suivant :
V1 (sp(x,) —s) converge en loi vers la loi gaussienne A (0; Cy), (3.14)

ou s = (E(22), E(x122), ..., E(z12,))7T et
skl —/ S2(f)[e?k=DF 4 27 k+0F1qr dite formule de Bartlett. (3.15)

Ces deux résultats permettent d’en déduire la normalité asymptotique de tout estimateur par la
méthode de substitution construit & partir des moments du premier et second ordre de ces processus, en
utilisant le résultat de probabilité 2.1.

Remarque 3.3 : Dans le cas plus général ot (u)g=. —1,0+1,.. est une suite i.i.d. centré de variance
0? de loi de probabilité non nécessairement gaussienne, le résultat 3.2 précédent s’étend si le moment
d’ordre quatre de u, existe. Dans ce cas s’ajoute au terme de (3.15), un deuxiéme terme qui est une
somme de cumulants d’ordre quatre de ug (qui est nul dans le cas ou u,, est de loi gaussienne).

Exemple 3.2 : Considérons une observation (x1, ..., x,) extraite d'un processus MA (Moving Average)
du premier ordre qui est un processus stationnaire

xp = 0 4 up + aug—1,

ol (Uk)k=.. —1,0+1,. est une suite i.i.d. de variance o2. Puisque r,(0) = (1 + a?)o2, ry(£1) = ac? et
rz(k) = 0 pour k # {—1,0,+1}, le spectre défini en (3.13) est alors

S.(f) = (1+a® + 2acos2nf)o?
et donc S,(0) = (1 +a)?02, 'application de (3.12) donne pour >/>° ap =1+a #0, soit a # —1

V(O (xn) — 6) converge en loi vers la loi gaussienne N (0; (1 +a)?02) . (3.16)

Pour comparer ce résultat avec celui de la suite i.i.d. (z1,...,2,) de moyenne @ et de variance o2, nous

PR (3.16) devient :

devons donner & o2 la valeur o

~ 2
V(0 (x,) — 0) converge en loi vers la loi gaussienne N (0; (1 + 1+a2> 02)
a

avec (1 + 7 +a2) €]0,2] pour a €] — 0o, +0oo[. La corrélation entre deux termes successifs de zj introduit
par a # 0 peut augmenter ou diminuer la variance asymptotique de ’estimateur moyenne empirique selon
le signe de a.

Remarquons que dans le cas particulier ot uy, est de loi gaussienne A'(0,02), la loi de probabilité de
I'estimateur §n(xn) est directement accessible Va. En effet dans ce cas, le vecteur x,, est de loi gaussienne
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et par suite 6, (x;,) 'est aussi avec la variance :

n

) 1 1 2\ 2 2
var (6, (x =3 Zvar (xk) Z cov(zk,z;) | = o (n(1+a®)o; +2(n — 1)aoy,)
1<k#l<n

1 2
= ((1—i—a) o —a02>,
n n

car cov(wy, x;) = ac? pour |k — 1] = 1 et 0 ailleurs. Par suite I'estimateur

2 2 2 2
(1+a) Uu‘,f”a) Va.
n

an(xn) est de loi gaussienne N (0; (3.17)

Soit
~ 2
Vn(0,(x,) — 0) est de loi gaussienne N ( (1+a)02 - :a2>

qui converge bien en loi vers la loi gaussienne N (O( +a)’o 2) pour a # —1 en cohérence avec (3.16).

En outre pour a = —1, (3.17) implique que n(9 (x,) — 0) est de loi gaussienne N'(0;202).

Exemple 3.3 : En reprenant 'exemple illustratif 3.2.3 ou ici le processus u, est de loi de probabilité
gaussienne centrée de variance unité, I’expression S, (f) = m issu de (3.13) donne par la formule
de Bartlett (3.15)

1 2(1 + 6?) 46

CO=T"gp| 1 11420 |

qui permet d’en déduire par la relation (3.8) et par le calcul des différentielles des deux applications g
so(6) ] .
s1(0) |

associées a so(f) et [

_ 022
D,(0) = -0 et Do) = (- )-0)

les variances asymptotiques des deux estimateurs é(nl)(xn) et §(n2) (x5,) donnés respectivement par :

2 2 4 2 _
(1—6%)(1+46° — 6% o] 2046 40 94“ 19]:1_02.

(14 62)2

v = et vy =

(1—62) 46 14462 —

Il est aisé de voir que vy < v1 avec égalité si et seulement § = 0. Ce qui est assez intuitif car I'estimateur
S )(xn) est construit & partir des deux moments (E(z37), E(zg2x11)) contrairement a s )( n) qui n’est
construit que sur le seul moment E(xk) C’est un résultat général qui fera l'objet de la remarque 3.6.

3.5 Estimateur a variance asymptotique minimale

__ Etant donné la non unicité de Iapplication g qui associe a la suite de statistiques Sn(xy,), U'estimateur
0,,(x,) (3.6) une question s’impose. Existe t’il de facon similaire & la borne de Cramer Rao et & 'existence
d’estimateur asymptotiquement efficace, une borne inférieure de la matrice de covariance asymptotique
associée a une statistique s, (x,)? Et si oui, existe t’il une fonction g telle que la matrice de covariance
asymptotique associée atteint cette borne inférieure ?
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3.5.1 Borne inférieure de la covariance asymptotique

Nous allons démontrer par le résultat suivant qu’une telle borne inférieure existe.

Résultat 3.3 : Tous les estimateurs issus de la méthode de substitution construit a partir de la
suite de statistiques s,(x,) ont une covariance asymptotique bornée inférieurement I3 par la matrice
[ST(0)C;1(0)S(8)]~! qui ne dépend que de la statistique s,(x,) a travers sa matrice de covariance
asymptotique Cy(6) supposée inversible 4 et le Jacobien S(8).
T T - —1
Dy(8)Cs(0)D, (6) > [S"(6)C;'(6)S(0)] . (3.18)

S

Preuve :
A partir de (3.5) et des applications différentiables g (3.7) et s (3.4), nous en déduisons

g[s(0+30)] = 6+350, YO+50cO

9[s(8) +5(8)6 + o(||56]]]
= g[s(0)] + Dy(0)S(6)46 + o(]|36]]) = 6 + D,(6)S(6)36 + o(||66]]]-

Par suite les fonctions g sont contraintes & satisfaire la relation
D,(6)S(0) =1,, ouD,(0) et S(0) sont des matrices m x ¢ et ¢ x m avec g > m. (3.19)
Puis & partir de cette contrainte, nous avons :
D, (6)C,()Dg (6) — [ST(8)C ' (6)S(6)] ™"
= [Dy(8) — [ST(9)C;(8)S(0)]7'ST()C; ' (8)] Cs(6) [Dy(6) — [ST(8)C,'(8)S(8)] 'S8T (8)C(6)

S S

Remarque 3.4 : Le cas ou 1""inversion" de l'application 6 +— s(0) est unique (par exemple dans
Pexemple illustratif 3.2.1 correspond au cas ¢ = m, S(6) et Dy(0) inversible avec S(6) = D, () et
I'estimateur par substitution g atteint naturellement la borne (3.18).

Remarque 3.5 : Cette borne inférieure [ST(0)C;1(0)S(8)]~! appelée borne AMV (asymptotically mini-
mum variance) joue un role similaire a la borne de Cramer Rao ot tout estimateur sans biais construit a
partir de l'observation x,, = (x1, ..., Z,) est remplacé par toute suite d’estimateurs consistante construit a
partir d'une statistique s, (x,) issue de x,. En outre, elle présente I’avantage de toujours pouvoir en obtenir
une formule analytique (malheureusement rarement interprétable). Au contraire, I’expression analytique

cov[0,(x,)] > I 1(8),

ol

2 . . . T
L. (0) = —F 0” Inp(x,;0) _E Olnp(x,;0)\ (0lnp(x,;0) 7
06006" 06 06
de la borne de Cramer Rao n’est guére accessible en dehors du cadre de la famille exponentielle (voir
paragraphe 2.3.7).
(2)

Remarque 3.6 : D’aprés le principe d’inclusion, si une statistique sy’ (x,) provient d’une statistique

13. Au sens de matrices symétriques réelles m x m, i.e., A > B < uTAu > u’Bu, Yu € R™.
14. Cette condition est équivalente a ce que les différentes composantes du vecteur s, (x,) soient des variables aléatoires
linéairement indépendantes.
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(1)
sgll)(xn) par ajout de composantes supplémentaires : s?) (xpn) = [ sn” (%n) ]), la borne AMV associée a
X

I’estimateur par la méthode de substitution sera inférieure, i.e.,
[S3(6)CL,'(0)S2(0)] ! < [ST(6)C.,'(8)S1(6)] .
oY

Exemple 3.4 : En reprenant a nouveau 'exemple illustratif 3.2.3, l'estimateur 6, (x,) fonction de la

seule statistique scalaire %EZ;% TpTry1 @ une variance asymptotique qui atteint la borne (3.18) car

I'estimateur %”(xn) est issu d’un "inversion" unique (voir remarque 3.4).
Quant a l'estimateur @(12) (xp,), nOUs avons :

gy L[ 14467 -0 —40
C. (0= 2 —40 2(1 + 6%)

Le Jacobien S(60) de s(€) et donné par :

1 —20
S0)= Ty [ 1) } |

Par suite nous obtenons [ST(8)C;1(0)S(0)]™! = 1 — 6% qui est égal a la variance asymptotique vo

obtenue dans ’exemple 3.3. Par suite I'estimateur %2 (xp,) & une variance asymptotique minimum parmi
tous les estimateurs issus de la méthode de substitution construits a partir du couple de statistiques

1 n 2 1 n—1
(H > k=1 Tk n > k=1 $k$k+1>'

3.5.2 Estimateur minimum de distance

Nous allons voir maintenant qu’il existe toujours au moins un estimateur issu de la méthode de
substitution dont la covariance asymptotique atteint cette borne inférieure (3.18). Par un simple calcul
de perturbation permettant de démontrer que la matrice Dgy(@) (définie en (3.7)) de I’application

différentiable qui associe 6, (x,) & la statistique s, (x,,) satisfait I'égalité (3.18), il est aisé de démontrer
les deux résultats suivants :

Résultat 3.4 : Tout estimateur, argument de la minimisation du critére moindre carré pondéré suivant
a une covariance asymptotique qui atteint la borne inférieure (3.18)

On(xn) = arg rrgn [sn(xn) — S(O‘)]T Cs_l(a) [sn(xn) — s(a)]. (3.20)
De plus, pour rendre cette minimisation moins complexe, nous disposons de ce deuxiéme résultat :

Reésultat 3.5 : Tout estimateur, argument de la minimisation du critére moindre carré pondéré suivant
a une covariance asymptotique qui atteint la borne inférieure (3.18)

0, (x,) = arg m&n [Sn(xn) — s(@)]T W(x,) [sn(xn) — s(a)] . (3.21)

oit W(x,,) désigne une estimée faiblement consistante de C;1(8).
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3.6 Points essentiels du chapitre estimateur par méthode de substitution (ou de
moments)

e Cette méthode s’applique dans le cadre d’une observation x,, = (1, ..., x,) scalaires ou multidi-
mensionnelles ol (zy)g=1,.., sont soit indépendantes identiquement distribuées (i.i.d), soit extraite
d’une suite stationnaire () 1. n,.. Elle repose sur le choix d’'un couple [s(8), s, (x,)] tel que :

IPE SYPRIY 20

e s(0) est constitué de moments (ex : E(z%)), ou moments genéralisés (ex : E(hy(x
( ) k/)» g I\ Lk

e s,(x;,) est constitué de moments empiriques (ex : %Zzzl $£) ou moments genéralisés empi-

riques (ex : L 370 | hy(zy,)) associés.
e s(0) caractérise 6, i.e., 'application 6 € © — s(0) est injective.

e La suite s,(x,) de statistiques converge vers s(6) dans au moins un des sens presque sire
(consistance forte), en probabilité (consistance faible) ou en moyenne quadratique.

e A partir de ce choix d’un couple [s(0),s,,(xy,)], un estimateur par méthode de substitution (ou de
moments) peut étre défini comme une extension g de I'application s(6) — 6 pour des valeurs de
sn(Xn) qui n’appartiennent pas nécessairement a ’ensemble {s(0) : @ € O} : s,(x,) — O,(x,) =
g(sn(xy)). Il est donc en général non unique.

e La méthode de substitution fournit en général des estimateurs qui ne sont ni efficaces, ni asymp-
totiquement efficaces. Mais elle produit des suites d’estimateurs 6,,(x,) consistantes et asympto-
tiquement gaussiens dont on sait en général calculer la matrice de covariance asymptotique C(6).

e A partir du choix d’un couple [s(0),s,(xy)], on peut exhiber parmi les différentes méthodes des
moments possibles, ’estimateur qui minimise (au sens des matrices définies positives) la matrice de
covariance asymptotique C(0). C’est un estimateur qui est solution de la minimisation par rapport
a 0 d’une distance euclidienne entre s(0) et s, (xy).
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